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Ж--Е ”随机 事件 和 概率 


511 随机 事件 的 直观 意义 及 其 返 算 


— 6и ыи 
在 自然 界 里 , 在 生产 实践 和 科学 实验 中 , 人 们 观察 到 的 现象 大 
体 可 归结 为 两 种 类 型 ， 一 类 是 可 事前 预言 的 ， 即 在 准确 地 重复 其 
кє КҮ, 它 的 结果 总 是 肯定 的 , 或 是 根据 它 过 去 的 状态 ， 在 相同 
条件 下 完全 可 以 预言 将 来 的 发 展 、 我 们 把 这 一 类 型 钢 象 称 之 为 确 
宕 性 现象 或 必然 现象 ， 例 如 重 物 在 高 处 总 是 重 直 落 到 地 面 ; 在 一 
个 大 气压 下 , 水 在 100°C 时 会 滋 腾 ; 水稻 的 生长 从 播种 到 收割 ， 总 
н, ы. EHER, БЖ, ИЛА ЛЕВЫЙ 
сай аат ЕТПЕСТЕН 
MAIME k SB UOS арх. А ЖЕРЛЕ ЖДО — 
类 现象 的 规律 性 ,所 应 用 的 数学 工具 如 数学 分 析 , 几何 .代数 ,微分 
方程 等 是 大 家 所 的 悉 的 ， 但 天 们 逐 浙 还 发 现 另 一 类 型 的 现象 ， 它 
是 事前 不 可 预言 的 , 即 在 相同 条 件 下 重复 进行 试验 , 每 次 结果 未 必 
相同 ; 或 是 知道 它 过 去 的 状况 , 在 相同 条 件 下 ， 未 来 的 发 展 事前 却 
不 能 完全 肯定 ， 这 一 类 型 的 现象 我 们 称 之 为 偶然 糙 现象 有 职 随机 现 
象 ， 如 抛 挤 一 个 质地 均匀 的 对 称 的 硬币 ,结果 可 能 是 正面 向 上 ,或 
背面 向 上 ; 新 生 的 穴 儿 可 能 是 男 或 趾 女 ; 在 相同 海 癌 与 气象 条 件 
下 , 某 定点 海面 的 浪 高 时 起 时 伏 ; wi Ж АШ Е 
不 能 根据 初始 条 件 完全 确定 , 可 能 向 不 同方 向 作 程度 不 同 的 偏 移 ， 
事前 不 能 肯定 ， 类 似 的 例子 还 可 以 举 出 许多 来. 
. і. 


ЖЛЕ A HE ЖР ЧЕ а” ERCE “ЛЕМ, 
“出 平 意料 的 "或 者 是 “原因 不 朋 的 ”, ен РВЕ. ЖО, И, НВ 
НА ЛЕК. | 

基 不 是 这 些 偶然 现象 都 投 有 什么 规律 性 可 寻 呢 ?7 测 实 .上 上 并 非 
如此， 人 们 道 过 长 期 的 反复 观察 和 实践 ,逐渐 发 现 所 谢 不 可 预 寡 ， 
只 是 对 一 次 或 少数 几 次 观察 上 或 实践 而 言 ， 当 在 相同 条 件 下 进行 大 
量 观 察 时 ,偶然 现象 都 呈现 某 种 规律 , 因而 也 是 可 以 预言 的 .例如 
ЯҒЫ AARMA NAA ЗЕ Лен АНК ВА 
的 比例 大 约 总 是 1:1. №, Жарма ӘНЕ, ЕН 
了 这 样 一 个 结果 ， 又 如 大 的 商 庶 虽然 各 不 相同 ， 但 通过 大 量 的 统 
计 , 如果 在 一 定 范围 内 把 人 的 高 度 按 所 占 的 比例 画 出 “前 方 图 ”, 就 
可 以 违 战 一 条 各 加 钟 的 纵 剖 面 一 样 的 曲线 ; 定点 海面 在 一 段 时 间 
内 的 禄 高 , 也 可 以 图 出 类 似 的 曲线 ,如 图 1.1. 1， 还 有 更 简单 的 例 
子 (大 家 可 以 立即 检验 的 ), 均 名 的 硬币 扫 拖 多 次 ,正面 和 背面 出 现 
的 次 数 比 例 总 是 近似 1:1, 南 其 大 位 上 抛 据 次 数 愈 多 , 愈 接近 这 个 
比值 ， 历 史上 , ШЕЕ 4040 Ж, 得 到 2048 次 正面 ; БЕЛИ 
24000 次 , В 12012 ЖЕШ. 


H- 1.1.1 


从 上 面 的 叙述 中 我 们 看 到 ， 自 然 界 中 存在 着 具有 如 下 特性 移 
现象 ;在 一 定 的 条 件 组 实现 时 , 有 多 种 可 能 的 结果 发 生 ， 素 前 人 们 
. 2 °. 


ЛЕЛЕ ЩИ РАН ДЕ, {Н Кор E E RS, БИШЕК ЕЛЕС 
某 种 规律 , 称 为 随机 现象 的 统计 规律 性 . 

正如 革命 导师 恩格斯 所 说 : “在 表面 .上 是 偶然性 在 起 作用 的 地 
方 , 这 种 偶然 性 始终 是 受 内 部 的 隐藏 着 的 规律 支 筷 的 , 而 问题 只 是 
在 于 发 现 这 些 规律 。”(< 马 克 思 恩格斯 选集 > 中 译本 第 四 状 24370). 

饶 率 论 己 数理 统计 就 是 研究 随机 现象 统计 规律 性 的 一 门 数学 
学 科 . 

Жина, НЕОН ИВ, 必然 性 与 个 然 作 是 对 立 统 一 的 概 
念 ,偶然 性 不 能 理解 为 “碰巧 的 *, (为 了 避免 作 这 种 误解 , 人们 往往 
把 它 称 为 “随机 性 ") 它 董 含 内 在 必然 性 的 规律 ; 反 过 来 ， 被 断定 为 
必然 的 来 西 ,是 由 纯粹 的 个 馈 性 构成 的 ， 

#1 1.1.1 研究 气体 的 性 质 知道 ， 由 于 气体 是 由 数 自 众 多 的 
分 子 构成 ,这 些 分 子 以 很 快 般 速度 进行 剧烈 的 运动 ,在 运动 的 过 程 
中 相互 磁 擅 而 改变 其 动 最 和 亨 向 ， 因 而 每 个 分 子 的 返 动 是 随机 现 
象 ， 而 大 量 的 分 子 运动 基 现 出 的 总 位 现象 一 一 温 席 、 压 强 却 满 足 
波 义 耳 定律 . 

ЕЛИ, 所 以 会 出 现 事前 不 可 预 商 的 偶然 现象 ,是 因为 
我 们 对 一 -个 现象 出 现 的 原因 还 缺乏 条 面 足 惫 的 知识 ， 认 为 糊 着 各 
学 的 发 展 和 人 类 认识 的 深化 ， 总 有 一 天 特 不 再 存在 不 可 预言 的 随 
机 现象 . 

诚然 , 增加 条 件 组 的 条 件 米 减 少 随 机 性 是 可 能 的 ， 简 如, 人 的 
ЖЕЕ ЛЕГЕ КЫ ЕК, 地 区 ,性别 是 有 差异 的 , 若 限定 在 同一 地 多 ,在 
一 定年 龄 范围 内 选取 同性 别 的 人 来 铀 量 高 度 ， 可 甬 会 得 到 比 一 般 
任意 选取 时 有 较 均 名 的 结果 ,但 随机 因素 的 影响 总 十 不 可 避免 的 . 
很 多 现象 初始 条 件 的 稍微 改变 , 其 产生 的 后 果 却 送别 很 大 . 在 实际 
中 即使 人 们 有 可 能 把 条 件 组 的 条 件 绝对 控制 到 每 次 都 一 样 ， 但 岗 
响 的 因素 还 是 大 芋 的 ， 且 互相 作用 错综复杂 ， 例 如 在 例 1.1.1 英 ， 

+ 3 « 


于 气体 分 子 运动 的 例子 中 ,即使 我 们 把 一 立方 厘米 气体 的 2.683 x 
10'# 个 分 子 的 运动 方 种 和 初始 条 件 都 列 出 来 ， 且 不 说 我 们 要 求 出 
这 组 联 立方 程 的 解 也 是 很 困难 的 ， 更 应 注意 这 里 在 建立 方程 和 确 
定 初 婚 条 件 时 已 是 忽略 了 许多 次 要 的 , 但 往往 是 随机 的 因素 . 

因此 , ВАНИЕ, ПИАНАЗ ОНЫ, 
是 “力图 用 根本 否认 偶然 性 的 办 法 来 对 付 偶 然 性 * ОЕ БЕЙЛЕ Ë ЖАН 
ШЕР» фр 196 页 ). 

二 、 随 机 试验 与 事件 

ТЖ, ГЕНИИ 
次 科学 试验 ,统称 为 一 个 试验 、 如 果 这 个 试验 “在 相同 人 条件 下 可 以 
下 所 进行 ”而 且 每 次 试验 的 结果 事前 不 可 预言 ， 我 们 就 称 它 为 一 
个 随机 试验 . 

下 而 ,我 们 所 说 的 试验 都 是 指 随机 会 验 . 

进行 一 个 试验 总 有 一 个 观察 的 目的 ， 试 验 中 会 观察 到 有 多 种 
不 同 的 可 能 结果 ， 例 如 抛 郊 一 个 质地 均匀 的 硬币 ， 我 们 的 目的 是 
ЕЕ, КНЯЖНЫ. EME “W 
1”, ИЕ ЕБЛЯ, ӨРЕН ЧЕН 
的 之 列 , 我 们 不 第 作 线 果 . 

试验 的 每 一 个 可 能 结果 一 般 称 为 随机 率 件 ,简称 为 率 件 , 我 们 
ШЕ А,В,С, ді. 

Ж1.1.2 在 012,…9 十 个 数字 中 任 兰 选取 一 个 , 可 有 十 
种 不 同 的 结果 : “ЗИ 4%—1- Oo, s “取得 一 个 数 是 9， 但 还 有 
Жатпа “Қ-А, “取得 一 个 是 大 于 4 的 数 ",“ 取 
得 一 个 数 是 3 о ж. 

我 们 缀 不 可 能 再 分 的 事件 称 为 基本 事件 ， 例 如 在 例 1.1.24, 
“至 得 一 个 数 是 0”, “取得 一 个 数 是 1",.…, “取得 一 个 数 是 9” 都 是 
ЖЖ ИРИНА НИНЕ біп 
"` 4 = 


“取得 一 个 数 为 3 的 伴 数 "是 一 个 复合 事件 , 它 由 “取得 一 个 数 是 3"， 
“取得 一 个 数 是 6",* 取 得 一 个 数 是 ЕЛЕНА, 

一 个 事件 是 否 称 为 基本 事件 是 相对 于 试验 的 月 的 来 说 的 ， 例 
如 昌 庆 人 的 身高 ,一 般 说 , 区 间 (0, 4 中 的 任 一 实数 ,都 可 以 是 一 个 
基本 事件 ， 这 时 ， 基 本 事件 有 无 穷 个 ;得 如 果 量 度 高 度 是 为 了 了 
иен, PRERA, нд = Ш 
Ет. | 

三 、 训 件 的 关系 与 运算 

进行 一 个 试验 ， 有 这 样 或 那样 的 事件 发 坐 ， 它 们 各 有 不 同 的 
畦 性 ， 彼 此 之 间 又 有 一 定 的 联系 ， 下 而 我 们 引进 事 伴 之 间 的 一 些 
重要 关系 和 运算 ， 这 将 有 利于 今后 对 事件 和 它 的 概率 的 叙 志 和 
研究 . 

1. 在 一 定 条 件 组 下 必然 发 生 的 E 件 称 为 必然 事件 ， 在 一 定 
条 和 件 组 下 必然 不 发 生 的 事件 称 为 不 可 能 事 体 ， 必 然 事 件 用 符 导 作 
Жж, ЖЕГЕ ЖЕНШ ЯНЕ О ЖЕЛ. 把 必然 事件 和 不 可 能 事件 也 算 
作 随 机 事件 , 这 对 我 们 甘 论 问题 是 方便 的 . 

例如 ,就 目前 世界 上 人 高 来 说 “人 的 高 度 小 于 4 米 ” 是 必然 事 
件 ,而 “大 的 高 底 大 于 4 米 * 风 是 不 可 能 齐 件 . 

2， 如 果 两 个 事件 4 与 不 可 能 同时 发 生 , 则 称 事件 4 与 马 为 
互 不 相 容 ， 例 如 必然 事件 人 与 不 可 能 事件 名 是 互 不 相 容 的 ， 又 例 
如 在 例 1 1.2 中 “取得 一 个 数 是 0" 和 “取得 一 个 数 是 1” 是 下 不 相 

容 的 . 

ЧИЖ А), As. es Aa РЕЖ NA ЖЕ ЖОНИНЕ, MEA, 
Аһ», An ИЖ, | 

3. ЯНИЕ 4 发 生 必 然 导 致 事件 了 发 生 , 则 称 事件 44 含 于 事 
ВЕ На А, За АСВ. МИЯ 1.1.2, А 

表示 “让 得 一 数 为 4 的 信 数 ", 8 下 其“ 取得 一 数 为 偶然 ”, 则 АСВ. 
. 5 + 


ХЕ 4 有 ATATA. 

4C 如 的 一 个 等 价 说 法 是 , 如果 事件 五 不 发 生 则 事件 4 必然 不 
Ж. | 

如 果 AC B B. BC4, 则 称 4 与 B 相 等 (或 等 价 ), 记 为 4= BB. 

a4， 如 表示 “ 囊 件 4 与 中 至 少 有 一 个 发 生 ” 这 一 事件 ; 称 它 
为 4 与 也 的 和 (或 并 ), 记 为 C= 4UB， 如 在 例 1.1.2 H, 54% 
东 “ 取 出 一 数 为 偶数 "@,B 表示 “取得 一 数 大 于 5°, W О= АВ Ж 
示 “ 取 得 一 数 或 者 大 于 5, 或 者 是 侦 数 纹 即 等 价 于 “取出 一 数 为 0,2， 
4,6,7,8,9 pz”, 

5。 如 了 表示 “事件 4 与 吾 交 时 发 生 " 这 一 事件 , 称 它 为 4 与 B 
的 积 (或 交 ), 记 为 D=ANB. 用 上 例 , 则 DD 表 “ 到 得 一 教 为 6 三 8”. 

由 事件 积 的 定义 , 立即 得 到 ; 

а) 对 任 一 事件 A, E АПО-А,АПС-Ф; 

b) А, А, 互 不 相 容 , 则 А, ПА, = 27. | 

8. Жок “ДЕЕ АЖЕК ЕВА Е-Е, ИК Z 
АБВ, aX Е-А-В, И {И„&Е=А—В ж 
数 为 0,2,4 ри. 

由 二 事件 之 差 的 定义 宰 即 得 到 :对 任意 蕴 伸 4 有 

А—А=@; А- «А; 
А—Ю={@. 

7. Q BAZ ОАЖ Нр А ЗЕ, 记 为 3， 它 
表示 “4 不 发 生 " 这 一 事件 ， 用 前 例 ,4 表 东 “下 出 一 数 为 奇数 ". 

率 件 的 和 与 事件 的 积 都 可 以 推广 到 有 限 (有 穷 ) 多 个 事件 ， 即 


A= [ЈА тА, А, е, A, 中 至 少 有 一 事件 发 生 ” 这 一 


жі. 


Ф Ж Ын, ЕЙ 0 S ENS | 
я g" 


B= [] в, RR Bo В, ---, B, 同 时 发 生 "这 一 事件 ， 


іші 


我 们 有 时 需要 考虑 可 列 无 穷 多 个 事件 ， 需 要 把 事件 的 和 与 
推广 到 可 列 无 穷 多 个 的 情形 , ІЗДЕ 


А= а, 与 B= Пв., 
记号 Ü А жеи ВЛА A 中 至 少 有 一 个 发 生 ”， 


Tü Г 3; 表示 “可 列 无 穷 多 个 事件 В, 同时 发 生 ”， 
i=] 


为 了 说 明 这 一 需要 , 现 举 一 例 : 一 人 进行 科学 实验 ， 直 到 试验 
成 功 为 止 ,车 4 表 实 验 成 功 , А, 麦 实验 到 第 i 次 才 成 功 , 则 显然 有 


А= Ü Аһ 
ізі 


可 以 验证 一 般 事 件 的 送 算 满 足 刀 下 关系 : 
1) жай; AUBSBUA, An B= B xA; 
2) ве: А (ВОО) = (AUB) 00, 

АП (ВПО) = (АПВ) ПС; 
3) ЭВ: АП(ВИС)= (АПА) (ПО), 

AU (ВПС) = (АОВ) NAUC); 
дна арр 5 НЕ Е, BBB 
АП()40- (АПА, AUCA) =Q AUAN 


4) А-В-АПВ; 
5) 对 有 穷 个 或 可 列 无 穷 个 44, 人 恒 有 
94-04, ñA, =U А, 
四 ， 用 集合 与 几何 图 形 表 示 事件 , 样本 空间 
对 于 率 件 及 其 运算 ,如 果 应 用 点 集 的 概念 和 几何 图 示 法 , 则 较 


. 7 « 


直观 而 易于 理解 . 

联系 于 每 一 随机 试验 的 每 一 基 本 事件 ， 用 一 个 只 包含 一 个 元 
Жоао } 表 示 , 由 若干 基本 事件 组 成 的 复合 事件 , 则 用 包 
含 若干 个 元 素 的 集 含 表示 ， 由 所 有 基本 事件 对 应 的 全 部 元 素 组 成 
的 集合 ,给 它 一 个 特殊 的 名 称 , 称 为 样本 空间 ， 由 于 任 一 随机 试验 
的 结果 必然 出 现 全 部 基本 事件 之 一 ,这 样 ,样本 空间 作为 一 个 事件 
是 必然 事件 ， 样 本 空间 仍 以 器 天 示 ， 我 们 称 样本 空 闻 中 的 每 一 个 
元 素 为 样本 点 .这 样 一 来 ,集合 论 的 知识 (参阅 附录 11) 就 可 以 用 
来 解释 事件 和 事件 的 运算 ， 


我 们 把 它们 的 术语 对 照 列 表 如 下 。 
1.1.1 
п в % % 论 т Ж № 
2 м { 样本 空间 ! а BF 
@ = Ж ЖЕ 
OE 台中 的 点 [或 称 元 素 ) 样本 点 
to} PAR Жжж 
AZA RTEA ika 
ATE Ke Ab ТЕЙ @ B h ЖЕ А ЕЕ B 
А-В 集合 总 与 互相 等 (或 等 价 ) 事件 4 与 互相 等 :或 等 价 ) 
АЦВ ЕАБР) аверс 
+ АШ В mAH) 
АПВ Жї A 55 B у АВЕ АН 
: В 2ЖЫЛ) 
А . Жї лг 事件 Аа ОЕ 
4-В рация Е 
f A 55 B Z3) 


АГ B= р 集合 лЫВФ@ФҤЕЛҖКл®Ж® . ЖНАБЕНАНЕ 


З Ета ЕАН, EARE AR 
TRA ИРЕНЕ ОТАН F ЛМ И. ЕНІ 
两 个 小 贺 形 表示 事件 4 种- 电 如 图 1.1.2 所 示 , БІН Ж ЖЕ 
. # e 


Ё 1.1.2 (AUB, АГ В, A— B, À ӘЗІМ НЕ 
А 与 五 的 各 种 关系 及 运算 . 
上 面 说 过 样本 空间 是 息 所 有 代表 基本 事件 的 样本 点 构成 ， 而 
基本 率 忻 则 直接 联系 于 每 个 随机 试验 , 下面 举 一 些 例子 说 明 : 
ЖЕ 1.1.2 中 样本 虑 是 ol 一 0, oz 一 ong, 
ЖЖ (он) G =1, 2,10) 
ЖІ 0 -<(0,1,.-,9). 
ALLI АНТ, 其 基本 事件 为 
А, = {оң}, A= {фу}, 
А == {оң}, Ах =* {оэ}, ` 
其 中 o, = (正面 ,正面 ), oa = ЧЕМ, ЖЩ), аз = (ТІН, ТЕШ), ш, 
= (жїн, Тїш) DE 52 ОЖ У, ЖЕ Ж ЖЕН БИ PE ду, BU 
О= (о, Фу, оз, о). 


1.1.4 И ER AILE (0, ТЕ 5, 则 基本 


Фф (ғы ярлы T B Bd 3 si, Я Д1 @ HP W, аз. 
. 9 я 


ЖҰР» А (о), A= {ohe А = {о}, 
其 中 во, = (k КЕШ) (Ё<=0,1,2,---) ‚ ВА 28 |н] 9 = (шь: k= 0, 
1,2,-ҢҺҺ 

11.1.5 设 我 们 测量 某 一 零件 时 ， 考虑 其 测量 结果 与 真正 
ЕК, ЖЖ, Еще, 基本 事件 为 {z} co 
<co)@, 实数 轴 填 每 一 点 都 是 其 样本 点 , 整个 数 轴 为 其 样本 空间 ， 
ИШ QQ ={:тЄН,ү=Н,. 

#1 1.1.6 ЖЖЙІІ5 [ЕИ РА к» 
直径 v, ЖЖ: (2,8) КО<ж<соо, 0<сұ-ссо), ШЕВ 本 
后 为 坐标 平面 上 第 一 象限 的 一 个 点 , ИП (т, у) (Оса оо, 0 < 
三 00)， 这 样 ,其 样本 空间 就 是 坐标 平面 的 第 一 娟 限 ， 即 从 =1 Са, 
у) :0<а<оо,0<ў< оо), 


51.2 概率 的 直观 意义 及 其 计算 

我 们 观察 一 个 随机 试验 的 各 种 事件 , 一 般 来 说 ,总 会 发 现 有 些 
事件 出 现 的 可 能 性 大 些 , 有 些 事件 出 现 的 可 能 性 小 些 , 有 些 事件 出 
现 的 可 能 性 彼此 大 致 相同 . 

研究 随机 现象 不 仅 要 知道 它 可 能 山 现 那些 事件 ， 更 重要 的 是 
要 研究 各 种 事件 出 现 可 能 性 大 小 ， 揭 东 出 现 这 些 事件 的 内 在 的 统 
计 规 律 ， 只 有 这 样 才 有 利生 我 们 认识 世界 和 改造 世界 ， 例 如 知道 
TRIBI GILE 24 小 时 内 出 现 的 呼叫 次 数 的 可 能 性 大 小 ,就 可 以 
根据 要 求 配置 一 定 的 线路 设施 ,管理 人 员 等 ， 

如 果 只 能 天 靳 地 比较 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 ， 要 想 进行 瑞 切 
的 推断 ， 得 出 精确 结论 是 不 行 的 。 我 们 要 求 有 一 个 赣 划 事件 发 生 
可 能 性 大 小 的 数量 指标 , 这 全 数量 指标 至 少 应 该 满 足 两 个 要 求 : 

G) 它 应 具有 一 定 的 客观 性 ， 不 能 随意 改变 ， 而 且 理 论 上 上 可 


Q AKESE R. 
* 10. 


МЕЛС АДЫР НЕЕ” ЖКО Я ИО а ТАРАТ 

GD 它 必 须 符合 一 般 常 铺 ， 例 如 ,事件 发 生 可 能 性 大 的 ， 它 
的 值 就 大 ; 率 件 发 生 可 能 性 小 的 , 它 的 值 就 小 ; 必然 事件 的 值 最 大 ， 
不 可 能 事件 的 值 最 小 而 等 寺 零 

我 们 把 刻 划 事件 发 生 可 能 性 大 小 的 数量 指标 叫 履 事件 的 概 
ж. ЖРА РСА) Ж, HARE OPASI. 

在 概率 论 的 发 展 历史 上 , 人 科普 针对 不 同 的 问题 , 从 不 同 的 角 
度 给 出 了 定义 概率 和 计算 概率 的 各 种 方法 ， 然 而 所 定义 的 概率 都 
存在 一 定 的 缺陷 , 所 以 我 们 母 宁 说 它 蚌 一 些 计算 概率 的 方法 ， 

一 、 古 典 概率 | 

СДАН 9506 НЫ 9957090 712004, А.Г RRA rH ЕЕЕ ТРТ B 
对 称 的 , 所 以 出 现 * 正 面 ? 和 “背面 "的 可 能 性 都 一 样 , 人 们 有 理由 认 
为 出 现 “正面 "和 “背面 "的 概率 都 是 到， 

在 古代 较 早 的 时 候 , ЕНЕНЕ Г, 人 们 利用 研究 对 象 的 
物理 或 几何 性 质 所 具有 的 对 称 性 ,确定 计算 概率 的 一 种 方法 如 下 : 
对 于 某 一 随机 试验 ， 如 果 它 的 全 体 基本 事件 E Е,, E, ЖЖ 
的 , 且 具 有 等 可 能 狂 , 则 对 任意 事件 4， 对 应 的 概率 РСА) 由 下 式 
ИЖ: ` 

P(A) ERARA MENETE, a. 2. 1) 
НЕБА. 

#1 1.2.1 设 电话 号 码 由 0，1,2,…，9 共 十 个 数字 中 任意 五 
个 数字 组 成 , 没 某 一 户 的 电话 号 码 是 51710, 问 当 不 知道 这 个 电话 
号 码 时 , ЗИ ИН! | 

ж (ОШАТА ағуын 10° 个 , 当 不 知道 电话 号 码 时 , 搜 
J" 个 电话 中 的 任 一 电话 号 码 的 可 能 性 是 相等 的 、 令 4 表示 “次 

+ jj >" 


УОИ T 202.22 тосты ра ся, t imam a 2. 


FL ЕЛЕДЕ АЁ НР ЭЩ” ЗК ЕТЕ, ИА АРЕ kak n= 
10 ,而 事件 4 只 包含 一 个 基本 事件 ， 时 上 一 1， 按 十 和 典 概率 计算 得 


Р(А) = т = 0.00001. 


可 见 当 不 知道 该 用 户 电 话 导 码 上 时， 一 次 拨号 就 能 抄 对 读 电 话 
号 码 静 可 能 性 是 很 小 的 
-1.2.2 100 具 同 批 生 产 的 外 形 - 一 样 ,同型 号 的 三 极 管 中 按 
电流 放大 系数 分 类 ,有 40 只 属于 甲 类 ,80 ARTER, ERTH 
БАЯН ун, ЖКО Ж; 
= “从 100 只 中 任意 抽取 3 只 ,3 АВЕС”; 
= “从 100 AREER’ 只 ， 污 中 有 两 只 是 甲 类 ，1 只 是 
LRT. 
抽取 方法 是 
(1) 每 次 抽取 一 只 ， 袜 试 后 放 团 ， 然 后 再 抽取 下 一 只 (这 种 
+ ЛЕ pa ЯН; 
(2) КЕД Я, МОЖ, ТЕ F B= h ЕНЕ 
下 一 上 只 ( 这 种 抽取 方法 称 为 不 返回 抽 梯 ). 
和 解 ” 先 求 事件 4 的 概率 : 
d) 由 于 每 次 抽取 测试 后 均 放 回 ,因此 ,每 次 都 是 从 100 个 三 
极 管 中 抽取 .从 100 ДЕЗ 只 的 所 有 可 能 取 法 有 100° 种 ， 即 
基本 事件 总 数 


n =: 1002, 
规 考虑 率 件 4 所 包 合 的 基本 事件 数 ， 由 于 属于 乙 类 的 三 极 管 
有 50 个 ,因此 抽取 3 只 都 是 乙 类 的 所 有 可 能 取 涛 有 60° Ph, AN 
售 的 基本 事件 数 为 
' ®=60%.„ 
按 十 典 概 素 计 算得 
т 12 т 


60% _ 
Р(А) = оз = 0.216. 


(2) 由 于 抽取 测试 后 不 放 同 , 因此 第 一 次 从 100 只 中 抽取 ,而 
第 二 次 抽取 只 能 在 剩 下 的 99 个 中 抽取 ,第 三 次 则 从 98 个 中 抽取 ， 
СЕТІП ER | 
п —100х 99х 98 == Аа. 
БІ, 可 求 得 4 包含 的 基本 事件 数 
E=60x<59x58=AN, 
вид, ЖАШЫНАН 
Р(А) = = 820-0212, 


ки ЖЕ ВК: 
(1) нж АК ла = 100°, НВЦ 


402x 60. 
иа зз 


P(B) =0} < 0 0.288. 


(2) 此 时 基本 事 件 总 数 仍 为 n= 100 х 99 x 98,8% B. 包含 的 基 
本 事件 数 为 | 
к= хво x 40 х9; 
Е ` ось 


; 60х40х39 
P(B) “Cs турад СЛ 


— in, Aa Bbk ЖУДИ Rb E THD, Я 

在 抽取 的 对 象 歼 目 不 大 时 更 是 如 此 , 如 者 例 中 的 三 极 管 只 有 10 失 ， 
甲 , 乙 类 的 比例 不 变 , 即 甲 业 有 4 只 ， 乙 类 有 6 只 ， 可 求 得 在 情况 
(1) 和 《2) 时 ， 事 件 4 的 概率 РСА) 分别 为 0.216 410.166. АЯ 
. 13. 


1. 2. 2 我 们 看 到 , 当 被 质 取 的 对 象 数目 较 大 时 ， 有 返回 抽样 和 不 治 
回 抽样 所 计算 的 概率 相差 不 大 , 人 们 在 实际 工作 中 常 利用 这 一 点 ， 
把 抽取 对 象 数量 较 大 时 的 不 返回 抽样 〈 例 如 芍 抓 性 试验 -一 发射 
炮弹 ;灯泡 的 寿命 试验 等 ), 当 作 有 返回 抽样 来 处 理 , 因为 后 者 在 一 
般 情 况 下 计算 松 率 较 往 单 ， 以 后 将 会 看 到 ， 这 样 维 分 析 问 题 和 解 
决 问题 带 来 许多 方便 . 

例 1.2.3 十 个 号 码 : 1 号 ,2 号 ,…,10 号 ,上 装 于 一 袋 中 ， 从 其 
НЕ, 问 大 小 在 中 间 前 号 码 恰 为 5 号 的 概率 是 多 消 ? - 

Ж ”十 个 号 码 任 取 三 个 共有 03 ,种 取 法 ,而 三 个 中 ,和 欲 大 小 在 
中 间 的 号 码 为 5 号 , 必须 一 个 小 于 5, 一 个 等 于 5, 一 个 关于 5， 这 
FERREA Cicici 种 ,因此 所 求 的 概率 为 

р-%510% = 二. 

1.2.3 的 更 一 般 提 奢 为 ;一 化 中 有 "个 球 ， 其 中 %， “ЕЖ 
号 到 "1", по 个 带 有 号 玛 "2”,…, n, РАДЕ НВ Е", ао 
поя, АЙАН т, Ж?Н m АЗАГЫ 61,2, 

эю, Но mit m+ Em, >m 

ЕР L. 2. 3 同样 的 解法 ， BORROKA ` 
Ст CA Ory Cat 
a: м, 

шаша с KEERA Aig атаны 
模型 . 

1.2.4 ина, 

Чи ЖБИ, МАНЕР N N >m) 个 
信子 中 的 每 一 个 盒 予 里 《〈 设 每 个 合子 能 容纳 的 质点 数 是 没有 崩 制 
的 )， 求 事件 半 =“ 某 预先 指定 的 mm 个 盒子 各 澡 一 不 质点 "的 答 率 ,、 

ін ”由 假定 , 每 一 质点 都 趟 苑 可 能 薪 于 闻 个 伪 中 的 任 一 个 , 故 


ә 14 = 


Р = 


从 个 质点 落 寺 WW 个 盒子 的 全 部 形式 有 №", ОКЕ 
n 一 入"m， 轴 某 秆 先 指定 的 mr 个 盒子 中 各 含 一 个 质点 的 可 能 形式 有 
тст 1) (т 2):--2.1= m ‚ШЖ £F А 所 含 的 基本 事件 数 h= 二 h!。 
Жа. 2. ]) 式 得 

PCA): ==. 


1.2.5 A rA A, 1365 ЛЕНА: 365 
天 中 的 每 一 天 的 可 能 性 是 均等 的 ， 问 此 > АЖ ЖИ НИК 
是 多 少 ? | 
Ж + 个 人 都 以 等 可 能 的 机 会 在 365 无 中 的 任 一 天 出 生 ， 放 
此 题 中 的 基本 事件 总 数 为 5365"、 依 题 音 , 所 求 事件 所 含 的 基本 事 
件数 为 
365 x 364 x х (365—741), 


它 恰 是 365 个 数 中 任 取 了 个 数 的 排列 Ао сав Буре. 


故 记 求 的 概率 为 
3651 365x 364x х (365—241) 


(365--ғ)! 365” $657 


=( 1-333) C0388) (1—59): 


1 2 «1 гео. 
э = r 较 小 时 ， “65 365 1 730 如 


P— 


r=2 В, 得 “两 人 不 同 生 日 ”的 概率 PS12089: .997. 


мав ЖАК. 2. 1) 可 以 得 到 下 面 的 性 属 ; 
Ж 1.2.1 对 古典 概率 有 
1) АЖ, МОР) <; 
2) 对 必然 事件 8, 有 Р(О)=1; 
3) EFH As Aa A, ERAR, Ш 
. 15 = 


ШЫ 


证 D 因为 任 一 事件 4 所 含 的 基本 事件 数 АЕ 
0 bans 


СН 


ос <. 


2) ШЕИ п АЕА В, MAREO 
Ваа а РЫ еп, 根据 (1. 2 DRE 
P(Q) == 1. 
3) ША ЖЖ h (в) ТЕЖЕ, i=l, 2, +, m. H 
(1. 2. 1) 式 得 
P(A)=" i=1,2, =m 


由 于 4, 互 不 相 容 , 则 [ J А, 含有 D 个 不 相同 的 基本 过 件 ， 
由 此 


Чо) ть =DE Pa 

желт жер, * 基 本 事件 是 等 可 能 的 ”是 个 基本 候 
设 ,在 实际 问题 中 ,往往 不 知 得 是 否 满足 这 个 假设 , 谭 只 赁 生 观 对 物 
理性 质 或 几何 的 对 称 性 来 判断 是 不 完 钨 确切 的 。 例 如 一 个 均匀 六 
面体 ,分 别 刻 有 1 点 至 6 点, 急 设 点 的 大 小 相同 ， 和 如果 认为 六 个 面 
大 臻 是 对 称 的, 因此 随意 抛 部 六 面体 的 结果 , 出现 1 点 ,2 R 6 
点 的 可 能 性 似乎 都 是 二 ， 但 多 次 抛 振 的 结果 将 表明 ; 刻 有 4 点 .5 
点 , 6 点 这 三 耐 出现 的 总 次 数 比 刻 有 1 点 ，2 点 ，3 点 的 总 次 数 要 - 
多 ， 这 是 因为 六 面体 的 重心 向 刻 有 1 点 2 点 3 点 的 一 角 稍 偏 移 的 


. Jý ь 


缘故 . | 

РЕ, 人们 认为 要 判定 事件 发 生 可 能 性 大 小 ,最 可 者 的 办 法 是 
通过 重复 多 次 试验 ， 特 别 当 基 本 事件 不 可 能 判定 是 否 为 等 可 能 性 
MERE RME, 人 就 提出 了 统计 概率 这 一 名 称 { 也 曾 称 为 
ив). — Е 

=. жан 

E $ 1. hh, ГТГ Ж, 在 抛掷 一 个 质地 均匀 的 硬币 时 ， 
出 现 正面 的 次 数 与 抛 往 总 次 数 之 比 (我 们 称 它 为 频率 ) 约 为 字 。 Б 


PEREP анан Яо -~ RRETARA ТШ 
的 例子 : | | 
# 1.2.6 检查 某 工 广 产品 ,其 结果 如 干 : 
m 1.2.1 


HH h tF п) 


š | 10 1200 | 1860 | 2400 
| 


e9 | 150 | вв ЕС 
i 


68% о laj 
1 


ТЫН 


010.3 |0,117 |9, 127 0.087 |9,111 0.091 [0.094 10.193 


|... ЖЕ 1.2, 10 ЯН, НАК 600, АЛИНА, 
但 随 着 抽样 的 大 量 进行 ,抽取 的 件数 逐 浙 增多 , 则 可 发 现 次 品 率 在 
0.1 附近 摆动 
例 1.2.7 ЖЕЖ ДЫН, 从 一 大 批 种 子 中 抽取 104% 
种 子 做 发 产 试 验 , 其 结果 如 下 
я 1.2.2 


1509 | 2000 | 3000 


= | 
LIG 282 639 1839 | 1806 | i 2715 
[е | fen [en aso 


10.892 |0, 810 b. 913 0.893 0.903 ІН 995 


0.8 Í o.a 2,857 


. S + 


БЭ 1.2. 2 ЖаН, RERE 0.9 附近 摆动 。 

从 上 上 面 的 例子 可 看 到 ， 它 们 有 如 下 的 特点 : МПа 
A 发 生 的 可 能 性 大 小 时 ,只 村 我 们 在 同一 条 件 组 下 作 大 量 的 重复 
试验 ， 事 件 4 发 生 的 频率 (事件 4 发 生 鸣 次 数 与 试验 的 总 次 数 之 
比 ) 旦 现 某 种 稳定 现象 ， 一 般 说 米 , 当 试验 的 次 数 增加 时 ， 率 件 4 
发 生 的 频率 总 是 稳定 寺 某 一 数 附 近 ， 而 偏离 的 可 能 性 很 小 。 频 率 
具有 “稳定 性 ”这 一 事实 ， 说 明了 刻 划 事件 4 发 生 可 能 性 大 小 的 
数 一 一 概率 具有 一 定 的 客观 存在 性 D, 

在 处 理 实际 间 题 时 ， 通 常 我 们 是 用 试验 次 数 足够 大 时 的 频率 
来 量度 委 率 的 ， 这 正如 一 根 梯 在 固定 的 蝎 度 等 条 件 下 具有 称 之 为 
“长 道 * 的 不 变 的 数值 ， 而 在 实用 上 则 通常 用 某 个 适当 的 测量 值 作 
为 其 长 庆 ( 例 如 用 多 次 测量 结果 的 平均 数 , 或 是 一 次 测量 的 结果 )， 

设 在 同一 条 件 组 下 进行 了 # 次 试验 (其 中 于 是 够 大 ), 事 件 4 发 
ET тк, MRA 发 生 的 频率 f СА) ДЕ X 29 


A ВАК т 
КА) ЕЯ ИИ а.?. 2) 
我 们 用 f (A ТЕРЕ pp А НОШКЕН —1- ЖЕ, ЕН ЖОРЖ) 


ив. 
例如 :一 个 射手 射击 500 ge, rh 200 次 , 我 们 就 说 他 中 对 的 


概率 是 名 ; 新 生 的 婴儿 10000 人 中 死亡 4 人 就 说 盟 几 死亡 率 ( 死 亡 


的 概率 ) 是 万 分 之 四 ， 

我 们 可 以 验证 , 当 试 验 次 数 国定 时 , РЕАЛ ЖҚА) 
有 如 下 性 质 : 

ФЕ 1. 2.2 

1) osf) <1; 

D ЕЕ, KE- ERREN, Д ИГЕ NES ЕЛЕ 

АНГ, 3 FB Нс — FPE ik А-тар. 
.Іш. 


2) р) = 1,707) = 
$) ЖЕНЕ А, А, +, АҢ ЖАҢ, M 
(Úa ira. 


证 了 芒 及 2 是 显然 的 , 现 证 3). 
只 证 t=2 时 的 情形 ， 
ЕЕ ЖЫН, А, RE т 次 , A, 发 生 了 жа tk, 因而 #( A) 


一 人 ,J(4s) ть. уфа, S 4: 互 不 相 窗 , ВАА, Я 
生 的 频率 为 


f(A U A = а „+ "з= ААА. 


因此 ,统计 概率 满足 

1) 0<Р(4)<1; 

2) Р(0)=1,Р( 9) =b; 

3) ЖА,, А», +, ВНИИ, Wd 


бен 


ГЪРНЕ РЕ АЖ НО Eos АЕМ. ВР 
НА 50, Пе ЖК a+ ЖЕНЕ, ЕНЕ ЕК юл Е 
计算 频率 将 会 更 玲 确 ,更 逼近 所 求 前 概率 ， 在 实际 应 用 上 , 我 们 不 
ін REKT АХ, 我们 不 一 定 能 保证 每 次 试验 的 
条 件 痢 完 全 一 样 ( 如 射手 射击 一 千 次 , 很 玲 保证 每 次 射击 时 的 条 件 
| 部 完全 一样) 

‚ ЛЖ | 
НН, ОВЕН ЕГ 
结果 只 有 有 穷 个 基本 事件 是 不 够 的 ， 还 必须 讨 算 有 无 穷 个 基本 事 
. FP 


件 的 情形 , 

谈 联 系 于 是 一 随机 现象 的 样本 空间 ， 可 用 欧 民 空间 的 某 一 区 
RS 表示 , 其 样本 点 具有 有 所谓“ 均匀 分 布 ? 的 性 质 ， 这 里 所 说 的 “ 均 
与 分 布 ?类 人 由于 古典 禄 率 中 的 等 可 能 人 性 这 一 概念 ， 下 面 关于 “均匀 
分 布 * 暂 时 只 作 和 解释 ,不 作 数 学 上 的 精确 定义， 在 我 们 所 述 的 问题 
中 ， 意 是 假设 区 域 仿 以 及 共 中 任 一 可 能 出 更 的 小 区 域 4 都 是 可 以 
TER, KERAKDA СА) 2228, 例如 一 维 区 间 的 长 度 , 二 维 区 间 
的 面积 ,三 维 空间 中 的 体积 ,…， 并 且 假 定 这 种 度量 具有 如 长 度 一 
样 的 各 种 性 质 ,如 量 诬 的 非 负 性 ,可 加 性 等 . 

设 基 一 事件 4( 也 是 菜 一 区 域 ), 4 呈 5, 它 的 度量 大 小 为 1 (A), 
营 以 P( 少 表示 事件 4 发 生 的 概率 ,考虑 到 “ 均 名 分布" 性 ,事件 A 
发 生 的 概率 取 为 


Р(Ау=#^®.. (1. 2. 3) 


这 样 计算 的 概率 ， 称 为 几何 概率 . 

若 节 是 在 可 能 事件 ， 即 好 为 有 中 的 空 的 区 域 ， 其 基 谋 大 小 为 

0,5 ЖО 
Р(27) = 0. 

61.2.8 TEBHBLBHW[0, TIR Ef tal, ВЯ Hi ЭИА 
ГЕИ АСВ, З К ls ЛС 
ЖЖ: ИСР 320146. ИОВ И, 

ин ыы ымыны HRE, 2 

ОТ, ， 

0= Т, | | 
则 样本 空间 是 由 点 (x, ОТ B) F y 9, 其 面积 为 
Т?, х8 1.2.1775. ЖА, 收音 机 受到 干扰 的 充分 几 要 条 作为 

{&—# | 
* 20 * 


这 区 域 如 图 1. 2. 1 中 的 А) ЖЕУ 
十 区 域 吕 内 B 8 2—01 K z—y= 
—# Z], ЖА А=Т%—(Т—1). 
#1 (1. 2, 3) 式 得 所 求 概率 为 
bk de И аҹ 
ра СЮ | (1 т) 


А БАТЫЯ, 5 t 相对 全 来 
HIRE ӨНЕРІҢ ВЕ A We Pr pt. 
的 间隔 很 短 时 才 产 生 干 拢 ， 而 可 能 进 Ж 1.2.1 
АШКЕ ВЕЛИ ПАНИКА Б ЕН. KERET ЛЫН Рч0; 另 一 
方面 , 当 е7 时 , 则 有 已 <1， 它 表明 受 干扰 的 间隔 时 间 t 与 信号 
可 能 进入 收音 机 的 有 时间 和 间隔 卫 差不多 相等 时 ， 则 收音 机 以 概率 为 
1 地 受 干扰 ， 以 上 结果 在 站 观 上 是 明显 的 ， 

例 1.2.9 (ЖАНА) 

. ТЕ ЕЛИ Е Е Е о (922-0) 的 一 些 平 行 线 ， 向 平面 上 随 
ккм-ЕЖжІС са) 的 针 ，。 试 求 针 与 一 平行 线 相交 的 概率 Р. 

м + 

型 表示 针 的 中 点 ; 

а RRE REFE ЕН, 形 与 最 近 一 条 平行 线 的 距 均 ; 

旬 表 未 针 与 最 近 一 条 平行 线 的 交角 ， 

如 图 1. 2. 2, 容易 看 出 : 


<<$ 


opar. 
EERE AERAR, 则 上 式 表示 :OF tita Z rh Bj — ЕР 
А, йд 1. 2. 3, ig 


z<->sin @ 


= 21.» 


Le 


图 1.2.2 Ш 1.2.8 


是 使 针 与 平行 线 { 此 线 必 为 与 凡 点 量 近 的 平行 线 ) 相 交 的 充分 必要 
条 件 ， 上 面 不 等 式 天 示 图 1. 2. 3 Б. БІНЕН 
面 上 这 件 训 理解 为 具有 “均匀 性 "、 因 此 ， 这 问题 等 价 于 向 区 域 R 
中 “均匀 分 布 ?地 投掷 点 ,而 求 点 落 人 С 中 的 概率 P， 由 式 (1. 2. 3) 
得 _ | 


ла 
在 计算 几何 概率 时 ， 一 开始 我 们 就 假定 点 具有 所 请“ 均 勺 分 
布 ““ 类 似 古 哄 概 型 中 的 等 可 能 性 ) , 这 一 点 在 求 具体 问题 中 的 概率 
时 , 必须 十 分 注意 ,否则 可 能 得 出 不 局 或 者 完全 错误 的 结果 - 
“ 例 1.2.10 (ДЕН) 在 一 半径 为 7 的 痢 心 内 “任意 ” 作 
— ЖФ, АЖ К КРИ ЯТ АЯНЫ Е Зе 
概率 p. 


解 一 ，” 作 半径 为 了 的 同心 加 Оз, 2 AB 的 中 点 M* 伍 党" 落 


FACA, АП 1. 2. 46. ӘДЕ, ЖМТ С.р, Щі 
„3 ғ. 由 式 (1 2. 3) ,概率 p ЖЕШИНЕ, НП 


(т) a 


1 
дт? 4. 


ОР. а ї 
P= | 二 sinpdp / 1 я 一 2 一 一 


p= 


Ф +I B. 
= 22$ 


ВЕ 1.2.4а 图 1.2.4 图 1.2.46 
解 二 К AB 的 一 端 4 固 定 于 图 周 上 ， 如 图 1 2.45, 8- 
wB EEEN. 26800 角形 ДАРЕ, i BEFA AR ERNI 
DE БУДЕМ 3r, Ж 


„Е Ж 1 
| ШЕК 7% 
Ж= WE АВЖН-И EF, wE АВ ib rh t МЖ GH E, 
如 图 1 2. 4с, 0 іс 3 г, В 


-ONZE 1. ， 
"РЕКА : 


这 样 ,我 们 得 到 了 三 个 不 同 的 答案 ， 从 三 种 解 的 过 程 看 到 , 问 
题 是 在 于 “任意 作 蓄 "的 提 法 术 不 确定 了 , 我们 作 了 上 述 三 种 解释 ， 
得 到 了 三 个 不 同 的 结果 .其实 ,上述 三 种 解法 中 ,所 反映 的 随机 事 
件 是 不 同 的 ， 解 一 中 求 得 的 概率 是 “随机 点 于 落 在 图 Cu Н” Н 
Ж; 解 二 中 求 得 的 概率 是 “随机 点 二 六 于 加 弧 DE 上 * 的 概率 ; 而 解 
三 则 是 “随机 点 好 落 于 线段 GH БИ. ,因此 ， 根 对 于 每 种 解 
释 , 其 计算 结果 都 是 正确 的 - 

JU fk РЕ 

. ш123 Л. 

1) ЭНЕ-ЖАЖ OSP (<l 

2) 对 必然 事件 各 有 了 (D) =1; 
..2%» 


3) Е А, Аз, 44“, А, ЖЕ АШ ЕЁ, М 
ң Ü 4.) 51ғса)). 
іші i=] 
证 四 及 立即 可 从 (1. 2.3) 式 得 到 。37 的 证 明 财 测度 量 可 
加 性 得 到 : 由 于 А, ЮВ» uA), ША, 互 不 相 容 , 故 得 
ң Ü а)- УР. 
i=l ial | 
但 几何 慨 率 还 共有 一 个 性 质 Ew mH ДИЙ Ж Thak НЕ В 
时 未 及 孝 虚 的 ), 即 完全 可 可 性 : 
ay 设 Ais А», “+, Ans … 为 可 列 无 穷 多 个 互 不 相 容 束 件 ， ГІ: 
ң 0 а)-ро. 
іші зімі 
1.2.11 1Я—М РИА T I— [0,114 4.49 Ж 
_ £ 1 1 1 1 1 
A, -(5. | = (+, +} =4„—(% ==} “с. 
Яир, ШІ 
ЖАЛ (я=1,2,-). | 
ik hi .- Е 
imi 
显然 有 (注意 Р(0) =0) 
РОГ) -Ң Е 4) гад = DL 
“© іші. ` ie] ， —A 
51.3 概率 模型 与 公理 化 结构 
圭 面 我 们 讲 了 针对 不 间 的 问题 ,分 别 用 古典 疾 范 . БЕН ВЕ 
几何 概率 计算 概率 药方 法 ， 我 们 举 出 了 它们 适用 的 范围 和 理论 上 


的 缺陷 及 应 用 上 的 局 限 性 。 和 但 这 并 不 能 否定 他 们 在 具体 问题 中 计 
. 24° 


算 概 率 的 作用 。 只 是 说 上 述 任 何 一 个 定义 作为 概率 的 数学 定义 来 
建立 起 纠 率 理论 是 不 可 能 的 ， 悍 我 们 看 到 它们 从 各 自 的 定义 出 发 
都 有 共同 的 赂 性 (性 质 1. 2. 1, ЕЕ 1. 2.2 及 性 质 1 2,3), ША 
客观 事实 总 结 出 来 的 共同 属性 ， 可 以 作为 建立 概率 的 数学 理论 的 
基础 . | | 

В А JU. Е, ЖЕЛ Аян, ВТ 
概率 以 数学 定义 , 它 脱 可 包括 前 面 三 种 特殊 情 横 ,又 具有 更 广泛 的 
一 般 福 . 

部 面 讲 过 ,联系 王 一 个 随机 试验 首先 有 一 个 样本 空间 Q, i E 
由 所 有 代表 基本 事 伴 的 尽 本 点 的 合体 钴 成 ， 口 的 子 集 峙 事件 ， 人 
们 总 是 希望 通过 用 简单 的 训 件 的 慨 率 来 波 算 复合 事件 的 概率 ， 但 
是 否 所 有 基本 北 件 都 能 算出 它 的 概率 ? 当 基 本 束 件 的 租 率 已 确定 ， 
是 否 任何 吃 的 子 集 的 概率 都 能 确定 ， 如 果 样 本 空间 只 有 有 穷 个 样 
本 点 时 (此 时 称 为 有 穷 樟 本 空间 ), 答案 是 肯定 的 ,但 是 对 任意 样本 
空间 却 不 二 定 这 样 ， 率 实 上 也 不 必 这 样 要 求 ， 只 是 对 相当 广泛 的 
一 类 事件 ( 叫 的 子 集 或 样机 点 组 成 的 集合 ) 能 定义 概率 就 右 了 . 

ЗКЕН о Каа. 

ЖХ 1.3.1 ПОША, ЯВНО ҒАМ 
Ker Ми КА 

і) 0644; 

Я) # AEF, ІҢ ДЕЗ; 


Н) # 4:63%(і--1,2,--,я), W [UJ 4,69%; 


TEET A 或 叫 代 数 . 
定义 工 3.2 УТ ИЖ ШИ, ЖЕ 


ің” #АЄЖ(#=1,2,--), Ш] АЕ, 
ізі 


. 2%» 


ДЇК) о. ЭКА. PERAR, 
З. Ft Ж [н] АН A. ШЕН ТЄ 8 -代数 . 
ГЕЛ HE, HEARERS, ЕНТО 

2) А ВЕ оК, 

#1 1.3.1 ERBA 1,2, n № n EBR НЕ, 
(1) 营 考 虚 电 视 枫 的 号 数 , 则 其 全 体 基 本 事件 为 
A= (ЕР (ш-1,2,--,я), 
нж» 
0 --11,2,--,"Һ 
除了 上 述 基本 事件 外 ， жж РЖ: 
' А.А А. Пасат), 
Ans AUA UA, (15;<k<s=<n, ` 


А, лага = VARU UA, , 
жы (Ti 
ЗЕЕ, Жез i 
12,2, A.A аз, Аула} . 
组 成 一 个 о-в. > - ` | 
(2) FRZ НИ, ЖТА ЖОК АА, ии кж ар D 
A (Wa), A= ЧК}. ЛЕЕ = 02, Ais а, 8) 为 一 个 
-代数 . 
#1 1.3.2 
(1) 如 例 11. 5, 由 一 维 实数 空间 的 所 有 于 集 ,包括 2,9, 单 
m lz; («ЕВ, ИЕ, ий, жтт я 
是 一 о- 0” 
(2) Дт 1.5,& | 
А, = {4:20}, 
* 26. 


А, = {12< 0}. 
即 А, “ЗЕ =”, А, 玫 示 “出 现 负 误 盖 "、 则 可 验证 
F={Ø, An Аа, Q) 

为 一 代数 . ‚ 

(3) 如 例 1. 1.6, 冬 本 空间 为 

2={(1,9) 105 2<09,0<1< 03}, 

根据 定义 1. 3.2 后 的 说 明 ， 由 华 标 平面 第 一 象限 内 的 念 体 子 集 组 
成 的 集合 族 是 o- 代 数 . 

从 上 述 两 个 例子 看 到 ,有 时 虽然 研究 的 具体 对 象 是 相同 的 , B 
由 于 所 考 弄 的 目的 不 同 ,其 样本 空间 和 代数 或 -代数 的 结构 也 就 
不 同 ， 贬 别 要 指出 的 是 ， 在 这 一 节 以 前 所 说 的 基本 素 件 也 可 能 不 
一 定 是 事件 ,如 例 1. 3.2 之 (2 刀 基 本 事件 {1} 就 不 属于 色 ， 因 为 多 
中 的 事件 上 共有 Z, А, 4,0. 

由 于 对 于 有 限 样本 空间 驴 而 言 , 若 殉 是 如 的 子 集 组 成 的 代数 ， 
则 必 为 e- 代 数 ， 因 此 今后 我 们 只 讨论 -代数 ,而 不 单独 谈 代 数 ， 
抽 去 具体 对 象 , 我 们 把 任 一 样本 空间 . 马 ， 以 及 由 马 的 子 集 所 组 成 
的 一 个 o- 代 数 实 写 在 一 起 , WAO, F, RARA о-о 
的 样本 空间 ,或 简称 为 可 测 空 间 ., 特别 对 有 限 样 本 空间 , 则 称 为 有 
限 可 测 空 间 . 

"НК Я, 22) 有 如 下 人 性质， 

ЕЙ 1.9.1 о 

1) 269%; 

2) #А,Є# (і-1,2,--), W 


П А.ж. 
i=l 


8) ж AEF (i =1,2,з,п), Я 


в 27. 


4) 4 ACF, BEF, Ш] 


`x 


A— BEF, 
1) НЕХ! 3.1 Z i)É iD 
g = Qs, 


证 
2) Hí 81.1 可知 


| ^= ÜT, 


іші іші 


MIES 3.12010) 1.3.2 之 i 座 ' 得 


faez. 


ЫП 
8) 在 定义 1 3.2 之 Hi)' 中 取 
Ал = == 2, ШЕ] 
Ü AEF, 


X #2) 中 到 Anp = A... = =, ИН 


À AEF. 
4) 因 A—B= АПВ, 根据 定义 1. 3.1 Z Н ЕШМ DA 
A-BEZ Ë 
在 $1.2 中 所 述 的 古典 概率 及 统计 概率 ， 所 处 理 的 都 是 有 2 
样本 空间 , 由 古典 概率 和 统计 概率 的 共同 性 质 的 揭示 , 我 们 可 以 对 
有 限 可 测 空 间 定 义 概率 如 下 ; 


WA 3.3 设 (О, F) Анн ен, м 
. 28 + 


АЕ „Е ХУЖЕ PA), CAE FET Ri 

D 对 每 一 АӨЖ,Ж UPAS; 

iD ИЗО, 8 PLO = 1; 

іш) CSS ШШШ 4,E (іссі, 2, a, A, A 07 

GEDE " 
>04.) ға, 

ifa ЖЕ ДТЖ Pr ki ЙӘ Ж 25 НН], xE АІ ВТ 
НЕЕ ЕГЕ Я ГЕН, ВЖЕ ХК: 

定义 1. 3.4 БСО, 3) дпр |В], 对 每 -~ 集 46%, Ak 
数 与 之 对 应 , 记 为 P(4)( 因 此 在 灾 上 定义 了 一 个 集 函 数 P), ЗЕ 
йе Кш = T 38 tE 

) 对 每 一 AEF, A 0<P(A)=<1; 

РИО, A P(Q) = 1; 

Hi) 【客人 全 可 可 性 ) 对 任意 ALEF G=, -“), АПА, = 27 
(jy, HA 


则 称 实 值 集落 数 忆 为 (Q, F) 上 的 概率 ，P (4) 就 称 为 事 你 4 的 
概率 . 

例 1.3.3 任意 抛 挪 一 个 质地 均匀 的 硬币 ， 联 系 这 一 试验 的 
样本 空间 为 Q = (о, ол), ар o= (正面 ), = С), НЕ 
ЖЕЗ А. (аһ), А, = (оа). BaF, A, An Q)E—4 t 
КЕ BERAREN, WRAAE — ik, О ж 
“出 现 正面 或 出 现 背面 * 这 一 事件 . 

对 于 字 中 的 集合 ,对 应 一 实数 了 ,其 定义 如 下 : 
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Р) =0 PLA) РСА) = PCO) =1. 


显然 ,P 满足 定义 1. 3. 3， ПАРЕ ИННА (0, ФУ 
的 概率 . 

例 1. 3.4 设 0--(0,1,2,-5), F 是 -- 切 可 能 的 子 集 所 成 的 
RAI TAFEA H-A о- -代数 对 任意 АЄЗ#, 定义 


254) = Deni (4 为 正 的 常数 ); 


hç á 
РОСО) = D. (1.8.1) 
ЯЛТЕ Т онр (0, SF) ЕЮ ЖЕ ВИРА 
定 1.3.4. 
由 于 CL 3. DA, F 


又 因为 对 每 一 如 


! 鼓 

0<P(A) = ет i 
: кл & 
< ге 01, 
sep ` 
КШЕГЕЙ УМ 1.3.4 y iii) 
4 А, (8-1,2, е), АП А, = Z (15k), ЖЕ 4.3.1) 
АН 


= 39 = 


fU А .)- зй Утул, ЭЭ 
“二 | 4. Bel EEA 
由 下 面 要 讲 的 性 质 1. 3. 3 НН Е АУ Е ГНА ЕН ВЕ 
ЖАНЕ, ЕН, ЖМ 3.4 确实 包括 了 定 浆 1 3.3. 

这 样 ,无 论 对 十 典 概率 ,统计 概率 误 几 何 琶 率 ， 它 们 都 泣 足 定 
X 1.3.4. 因此 ， 根 据 这 一 公理 化 结构 ， 所 推出 的 任何 规律 ,对 它 
们 都 是 适用 的 . 

ВО ЖЕН, ОН о-и, РУ LAER в 
MARA ЕЖЕ Жи, із Жо, 5%, Р). Я 
1.3.3 RHL 3.4 就 是 两 个 概率 室 间 的 例子 . 

B, F, Ру ЖЕН, ИШ ЕРЖАН ЕРЕ. 

ЖЕҢ 1.3.2 

АҒЛА = 
证 Ил дю ---, 由 概率 的 洛 全 可 加 性 得 
РД} =Р{@ + РИ@ +++ 
因而 得 
Р{@ү=0. № 
| 这 性 质 说 明 : 不 可 能 事 伴 的 概率 为 0. ku жт, 
我 们 将 在 第 二 对 加 以 说 明 , 
性 质 1. 3.3 Ж 469, 51,2, n А, ПА @ (š> J>, 


ЕЩ 
P$ L at= DPA р ‚ 4.3.2) 
йш 由 定义 1.3.4 之 ñD, 
4 = Анно = *** =, 


应 用 РА@} =0 ЖЖ, W 
| * 37 4 


zj 1 АР U ар нл) = УРАЗ. | 


这 一 性 质 说 明 ， ыы ыы 
加 性 , 但 逆 命 题 不 一 定 成 立 。 
Же 1) 对 任 一 事件 A, 有 


Р{Я) =1—Р{А}. 
2) ADE, М 
P{A--B}=P{A}—P{B}, В. 
P {A} >P (B). 


证 1) 因为 AU4= 9 Н АП A= 27, Wk B EE R 1. 3. 3 得 
P{A} +Р{4}=1, 
移 项 即 得 
P{A}=1—P{A}. 
2) 95) 4= (4 В) ИВ Н ВП(4—-8) = Ø, 
НЕД 1.3.3 得 
Р{А} =Р{А—В} + РВ}, 
移 项 得 
P{4—B}=P{4}—P{B}. 
© ХНТР{А-В} 20, 因而 得 
Р{А}>Р{В}. Ë 
2) КЕН ЭЗАННЯЯЖУ, 
ІНІН НЖЖ 18, BH ЖЕ ШЕ НЛ ДЫ 
想 ， 如 图 1. 3.1, 从 图 中 看 到 ， 事 件 
4 分 成 两 个 不 相交 的 部 分 ， 一 部 分 
№ В, 另 一 部 分 为 图 示 阴 影 部 分 , 表 
示 А — В. Р 1.3.1 
推论 号 下 仅 在 计算 事件 的 概率 时 非常 有 用 , 而 且 在 今后 一 些 : 
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3 EB НЕШЕ ВЯ ЖЕ СНЕ SP ph ЖЫШ Н ЧОХ НЕ. 
ЕЯ i 2.5 中 计算 事件 “两 人 有 共同 生 昌 ”的 概率 4, 可 
通过 事件 “两 人 不 同 生 BB ”的 概率 卫 而 由 推论 四 求 得 
#=1-Р=1—(1—ь5)=ууу® 0008, 
«ЕШ 1.3.4 (БЖ) 
设 ADAD- H ñ А.= 2, 


yi 
РСА) +0 (ө->со). 


证 ”由 假设 ， 可 得 
А„= U (A,— Ar) (я--1,2, "rs 


Ті А,-А,,(5-1, 2,>-) ERAF, ЗП 1. 3.2, Нея 21 
性 得 


m 1.3.2 


кра) =P] |] ъл) {= DPA A.D, 
k=] Б-і 


由 于 P(A0 = ОРА, 一 4 是 上 面 收 化 级 数 的 尾 项 ， 因 面 
к. 
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Р(А,)->0 (a>), 8 
Же F ADAD, R. ЦАА, N 


P(A.)—P (A) (n-=co). 
事实 上 , 令 В„= A, A, Ш В, DBD, R. 


бв,= Ñ anad ( [| л„]па=лпл- а. 
n=l nal n=1 


由 性 质 1. 3.4 得 Р(В,)>0, RA 
РА) —Р(Ау=Р(А„—А)у=Р(Б„)—>0, 
这 就 得 到 了 | 
P(A) ->P(A) (а--сф). $ 
一 般 称 具 有 推论 扬 述 性 质 的 概率 P 为 连续 的 。 读 者 可 自行 证 
ВВ, E A CAC Н. 


А„= 4А, 
则 | y | 
Р(А,)->Р(4). (n->eo). 


从 性 质 1. 8.3 及 性 质 1.3. 4 我 们 得 到 :; 从 概率 的 完全 可 加 性 
可 以 推出 酸 率 的 有 虑 可 孝 性 和 概率 的 连续 性 . 可 以 证 用 ,其 逆 命 题 
BERI RATEM. 

定理 1.3.1 ШР CO, F) 上 的 非 负 实 值 集 函数 ， 
P(8)=1l 则 忆 为 完全 可 加 的 充分 必要 条 件 为 

1) P 是 有 穷 可 加 的 ; | 

2) Р 是 连续 的 . 

证 ”必要 性 由 性 质 1. 3.3 及 性 大 1. 3. 4 已 证 . 下 面 证 充分 性 。 

B Ardn HRTF, А ПА 27 (9). & 


A= TEN В, = 014. С,--А-8В,, 
ізі ішті 
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ШІ А, B,C.( 对 一 切 азу 97, B. АВ, НІН» 
020.2, {}с„=@. 
#=1 


H ЕЕ НЕЕ Е, Ж Р(С.)->0 (n— co), М 
РСА)--Р(В,) = Р(С„)—>0 (а->со), 


11, 59 НГ 
Р(В,) - Хә. 
ШШЕ; 
РСА) = PCA). 


imj 


性 质 1. 3.5 (EBk AHD. ik AEF (i=1,2, =), mi 


К |) А.) ВВ." (1.3.38) 


L = 


其 中 
В, = УРСА; 


B= У! РСА, П4,); 


саска 


B= >! Р(А, ПА, ПА, 


жа s< 


8. = РСА ПА. П.П А,). 
证 ”用 归纳 法 ， 设 AEF, 4,69. НРА А, 4,014, 
(А. 1401018 1. 3. 3), Н A, ЫГА, — (А, ПАТЫ, НИЕ 
Р(А: 0 AD = РСА) +P(A) РА ПА). 03.4) 
а= (L 3. 3) 式 成 立 , 因 为 
+ 935 + 


в +1 p 
0) 
хо} 
На. 3.444 
ні k ь | 

U д.) »( U 4 六 P(A,. 1) -Р | Į ап 4 
4-і іші ізі 

(1. 3,5) 
ВИ n= k ВС. 3. DARE, НИ 
U а) вааз (-1)4:8,, 


іші 


Kp 
B= 2 P(A)S 


S= У PANAX 


kari < учи 
8, = > P(A, ПА ПА); 
ы даа 


мате нина и 


S= PEA, AAN ++. Г А). 


#( Ù 4jn 4 |= P| Џеп] 


іші 


а 16 е 


= —4+8 бар t (L) Si 
其 中 
k 
1= PCAN A, D: 
іші | 
B= У PNAN Аи 


l&i .rob 


B= P Р(АЙА,ПА,П 4,0: 


Іт аа 


BSP (A NAN e ПА ПА.) 


$+1 
8\+Р(А„ 1) = > PCA) 
+= 


S+S У) PANA) 


ЧУ +1 


Аека +1 


8. =РСА, П AN ПА). | 
根据 (1.3.5) 式 知 (1.3.3) 式 对 一 4 十 上 烛 成 立 ， 因 此 得 所 证 
ж. 
ЖЕСЕ» | 
W 4,697 (із-1,2,“-,я), WA 


ң Ü «РСА. (1.3.7) 


Шо ЖНА. 23 a=2 上 时 ,由 (1 3. 4) АУ 
P(A UAD «РСА, +РСА,). 
B skd 37) 式 成 立 , 则 由 (1 3.5) ӨҢ, а= +1 


. 37 x 


ғұз 
P L U A д> SI PCA) HPA) = SPa, ). | 


Әл, АПН, дейи L 3.8 或 定义 1 3.4 h, МЕРЕ 
求 对 一 切 AE МЕХ. ВИ, АЯЗ hip E 2 
хаты, HARRER Р ПЕ ДЕ ГЕ. ИЖ, НЕХ 


概率 的 概率 空间 只 须 给 定 其 基本 事件 的 概率 为 二 即 P (o, } = 二 


б4-<1,2,--,я), КН {ф,}(4#=1,2,--, п) ik Ab akak. СЕ 
HERH АЄЗ# Е, Га НОА ШИНЫ, Ял РЕА 
Je H т ЖЬ A, = {©} (#=1,2,--, m, т=п) Н JK, ЖИИ 
可 加 性 


| __ ш 1_т 
s ЕЗ» Era, J= тя “ол 


这 正 是 我 们 在 S L. 2 РЕНЖИДИ АЗ. ` 


5114 # # WK Ж 


、: 素 件 概率 的 定义 、 例 及 性 质 

ERER, RRT EIRE AMIE P(A), 还 上 须 考 
ЕЕ ВЕ ЖИС, ЖАҚЫ 1% 
НЕЁ, Бани ЕЛИ КИЕ ЖАН. тан, 我 们 把 
НЕ НЕЕ PADR Р» (4), ‚Жкн +, 事 
件 4 的 条 件 概 率 . 
。 例 1.4.1 设 100 件 某 一 产品 中 有 5 件 不 合格 品 ,而 5 件 不 合 
格 品 中 又 有 3 件 是 次 晶 ，2 件 是 小 品 、 现 任 党 在 100 件 产品 中 抽取 
一 件 ( 设 100 ЖЕРЕ ЛАША ЕГЕН Ж), Ж = 

1) 抽 得 的 是 诬 品 的 概率 ; 

2) 已 知 抽 得 的 是 不 含 将 品 , авв, 
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М 令 4 表 示 * 抽 得 的 是 废品 "这 一 事件 , В Жл ЩЙ ДЕЛ» 
Ва" — E PF. 
D 由 于 100 件 产 品 中 有 2 件 是 废品 , 接 古 典 概 率 计 算得 


2) 由 于 5 件 不 合格 品 中 , 废 晶 上 只 有 2 НН, 
РАВ) =£. 
由 此 看 到 
P(A)P (A| B). 
一 般 地 , 条 伞 概 这 如 何 定 交 了 呢 ? аля 1.4.1%-4; 
РОН K P (AD В). 


ы 


由 于 100 件 产品 中 有 5 ВАА, РСВ) = ү. PIAN B) 
表示 “ 抽 得 的 是 不 合格 品 瑟 是 度 品 "这 一 事件 的 构 率 而 由 于 不 全 


糙 品 且 是 庆 品 的 个 数 在 100 个 中 有 2 个 ; # PUND = 通过 
简 音 的 运算 得 
2 
- 2; 100 _РАПВ. Е 
РАВ) z? ЖЕ PB (1.4.1) 
100 


H (1. 4.1) АКН, М ЖЕЖ РСА В) Ж УГ: 

ЖИ 1.4.1 (2, F, P) AMEZ, AEF, BEF, H 
P(B) >0, 在 "已 知事 件 至 已 经 发 和 本" 条 件 下 ， “事件 4 发 生 ” В Е № 
Eee P (A| B) Уу | 


Р(А| В) =" | Ч. 4.2) 


Я 1.42 {ЕЖБА КД ДЫЗ ЫН, Q< B “Ж- 


= J% >» 


次 出 现 正面 ", 4 ЖК “Ж ЗКЕН ПЕШ” АЯЛ ЖЕ, ЕР СА] В). 

Ñ ИРИНЕ: (Em, 正面 )}, (СЕ 
面 ,背面 }}, (СЕН ІНЕ) СЕ, ЖЕ}. 事件 AN B ЖЕҢІН 
个 基本 事件 之 第 一 个 , 故 


Р(Апв)-4. 


Fj ЗГЕ P (B) = 了 一 十 ， 由 (1. 4.2) 49 


Р(А|В) = T+ =+ 
这 一 结果 ,~… 可 由 直接 分 析 禽 体 基本 事件 ， 按 古典 概率 直接 计 
入 加 以 验证 ， 因 为 在 四 个 基本 事件 中 , “第 一 次 出 现 正面 * 的 有 两 
个 ， 而 在 这 两 个 中 “第 二 次 出 现 正面 ”的 有 一 个 ， 故 已 (4| B) 
1 


2 эң ， 
从 条 件 概 率 的 定义 并 不 能 得 出 素 件 4 的 硫 率 Р (4) 与 条 件 概 
ЖРСАРИН ОЖЖ, Ж ЕР SPAB) i Р(А| В) 
<Р (4). ЖА 0,1,--,9 ЕАН, Е, А 
示 *“ 抽 得 一 数 为 8 的 倍数 ”,B 表示 “机 得 一 数 为 偶数 "，B, BR hh 
得 一 数 大 于 8"; РСА) =5,Р(в)у 二，P C418,) =1， 因 此 
РС(АУ>Р(А|В),РХАУ<РХА)В,). 

ы В, 由 于 АПО-А, Ч 
| PAD -PEND PA pea, | 


MERELT, 上 式 的 结果 是 明显 的 ， 因 为 她 是 必然 事件 ,因此 , TERE 
ЕЛЕНА БИА в. 
ЕЖЕ АУРЕ В {ЕТЕ = ЯЧИ F, АРВ PAB S 
P (AJ r hi F ЕЖ: 
1) # ACB, W P(A B) >P LA); 
`. “Ü ` 


ЖЕ, T АГ В= А, 


„Р. ANE) РА) 
2{а|в) (В) = >“ 


2) # ВСА, M Р(А|Ву >Р (А)! 
т: Е, ВсаАЯ, ҖВЖ+ЕШ, ARARE, И Р(А!В)=1, ЖП 
Р(А) <1-=Р:А|В). 
8) ЖАПВ- 2, ШАНВЕХӘОНЖ,Ш 
РХА|В)Ә EP (A). 
жу К, 4 594 5 АНИ , Ek В ЖЕН АФ КЕЛДЕ, ЖЕ РАН) = 
如 出 此 得 P(A эй =Р(4] В). 
条 件 概率 有 如 下 性 质 ; 
性 质 1.4.1 М(0,%,Р)4-МЖжі, BEF B. P(Bp)>-0; 
则 对 任意 AEF, Ж PIBE, В РСАЈВ) (0, ЕВ 
率 ; 即 PCA1B) 满 足 
D SPAID; 
2) P(Q В) =1; | 
3) Ж.А 6ЖСі-1,2,-9НҢ An A = біз, 
w й М 
ң Ua в)- Рив). 
证 1) ` апвсв, / 
;.  Р(АПВ)«Р(В). | 


_Р(АП В) | 
ІҢ Р(А! В) = 一 一 下 及 =“ 


РХА|ВУ>0 是 显然 的 . 
2) QNB=B, 


А p) P (Q ПВ) -70 = 
г. РОО ТВ) = БСВ) PUB) 1. 


3) > (04)пв- Ша. NB), 


i=} 


Tr rr 


Жең t= 时 АПА = 2, 9. 
(А. ПВ) (A ПВ) СА, ПА, = 27, 
Е 
(АПВ ПСА ПВ) = 9 (ib). 


由 此 得 到 
| a( ajna] в Qan 
a Ü a в\- Kg ) | | Шин | 


-D G рав. E 


P>, 且 用 Р» ЖАНЕ В RETKA 
ж, Жң, ЖЕН (О,Я,РЬЯ Л, ЖБ 
为 条 件 概 率 空间 ， 因 此 š 1.3 НИЖЕ НЕМ, НЕ PE 
概率 而 言 ,同样 具有 那些 性 质 ,这 里 不 再 重 述 。 

由 上 面 所 述 ， 我 们 可 以 从 两 种 不 同 的 观点 米 考 虑 条 件 概率 ; 

一 种 观点 是 可 测 空 间 (Q, 多 ) 没有 变 ， 其 概率 变 了 ， 即 已 换 为 
Р», 它 对 任意 4E 丈 都 有 定义 ,并 且 


Ps (A) -2(а08). 41. 4.3) 


кєк (О, F, PEA, F, Pa). 

Е ГШ R|3E T , 050, = ОП В, ПЭ, 
= (СПВ:069), №, О, ЕКЕН Т. CEHO HRA 
不 在 互 中 的 样本 点 组 成 的 . 于 是 我 们 得 到 了 另 一 个 概率 空间 (2u 
F, Pa КН Р» 的 定义 为 :对 任意 ЛЕ. 


Р-р. а. 4.3)" 


ЖОРА ЖИЗ А ҢА А ЕТ, ЗВ, ЕН Ж 


间 缩 小 了 这 一 事实 手 盖 了 ， 把 应 涩 除去 的 样本 点 保留 了 下 来 ， 然 
- 42 . 


而 ;对 如 中 的 任何 А, 9 АПВ Ж О, М А, Да. 4.5) 
жа. 4.3)” ЖЗ ІН 
性 质 1.4.2 дан (О, F, Р) ЕРТЕ, X 
W BEF, B. P ,(By> 0, ШЖ ЕЖ 2 СО, 37, POA, HE 
ж СЕЯ 有 
РА(ССІН-Р(СІАПВ). 


证 Р,(С1в)- РПО 


= PANBNC) . Р(АП В) 


P (A) РСА) 
Р(АПВПО) 
-PORA PCAN. É 


性 质 1. 4.2 说 明 计算 条 件 概率 空间 中 任 一 事件 的 条 件 概 率 ，:， 
可 化 为 在 原来 的 概率 空间 中 求 该 事件 的 条 件 概 率 . 


=. ЯАЖ 

А X, 可 得 ， | а 
Р(АПВ) =Р(А|В)-Р(В); 6.4.4) 
Р(АГ В) = Р(В|А) -Р(А). (1. 4.5) 


上 面 (1. 4.4), (1. 4 5) 起 均 称 为 事件 概率 的 乘 靶 公式 . 

这 里 我 们 要 注音 ; Д.П. 4. 4), (1. 4. 5) 同 时 成 立 ， 是 在 条 件 
Р(4)>0, EP (B) >0 之 下 而 窗 的 . РОА) Р (В) у 
«ро, 则 不 能 同时 成 立 , 例如 五 (4) =0, RARER. 4.4) 
成 立 , 即 5 

Р(АП В) =Р(А!ВУР(В), 
而 另 一 个 乘法 公式 

Р(АПВ) =Р(В|А)Р(А) 
不 成 立 ,这 是 因为 Р(В|А) ХУ. 

上 述 乘 法 公式 可 推 /到 任意 有 穷 多 个 事件 时 的 情形 ; 
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1.2.3 W AC52(I=1,2,- n, nD MEPA NAN 
"ПА, 1) 2-0, Я 
Р(А, ПА, (|... ПА.) =P A) РСА, | А) P(A,lA, ПА). 
«РСАМАПАаП-"ПА,-1) (1. 4.6) 
证 ГРА) РА ПАР (А.П 4, N Aa- >60 А 
й (1. 4.6) жн х, Н. 
pey PANA) P An A nA) 


P (A) P (A, ПА) 


жаназа. БА 


PURAN- 1 А„—1) 
=P(A A: ПА). Ë 

例 1. 4.3 № 100 件 产 品 中 有 5 件 是 不 合格 厚 , 用 下 列 两 种 方 
法 抽取 2 件 , 求 2 件 都 是 合格 品 的 概率 ; | 

1) 不 放 回 顺序 抽取 ; 

2) ЖЕНЙЛ; 

М > А={&—ЖШНЕЕМЕ}, 

B 一 { 第 二 次 抽 得 是 合格 品 } 。 

我 们 的 何 题 是 求 PCANB),，。 7 

1) 由 题 设 ,不 放 问 抽取 时 ; 


95, 
P(A) = то 
ш җа. 4.5) 算 得 

95 94 


2) HER MAER. 


95. _ 95 
1007 “PEAD = тоў 


94 
PBID = ç" 


P(A)= 


#3 (1. 4 DARRI 


* 44 u 


.. 95.95. 
PCAN B) =- то тур 9.8025. 


在 2) 的 假设 下 ， 我 们 可 以 求 得 РСВ) = 05, CET Y T 
P(B14)， 即 РСВ) =P(B|4)， 它 说 明 事 件 4 发 生 与 天 不 影响 事件 
вене ZARA 2) 的 假设 可 以 直接 看 到 , 因为 此 时 第 二 
次 狂 取 时 的 条 位 与 第 一 次 抽取 时 完全 相同 , 即 第 一 次 抽取 的 结果 ， 
完全 不 影响 第 二 次 抽取 ， 

一 个 事件 的 发 生 与 否 ,不 影响 另 一 事件 发 生 可 能 性 的 大 小 ( 即 
两 个 事件 之 闻 有 茜 种 “独立 恤 ) 这 一 性 质 ,在 概率 论 里 是 需要 进 一 


步 研 究 的 ,这 一 点 我 们 特 在 $1, 5 讲述 . 
例 1. 4.4 (УВ): KA ST n PHN, 将 其 放 入 俏 圭 中 , 并 


在 其 中 每 一 个 信 震 上 分 别 任 总 地 写 上 nm 个 收 信人 中 的 一 个 地 址 
(不 重复 )、 求 1 没有 一 个 信封 上 所 写 的 地 址 正确 @ 的 概率 qo3 
(Ü юж т 个 信封 上 所 写 的 地 址 正文 的 概率 p, (r<. ` 

Я Шал, 表示 “在 第 ;个 信封 上 所 写 的 地 址 正确 ”这 一 事件 


а =1,2, ---, п), 
9 =1— қ ү a} 


1) ERE 
由 于 事件 А, 是 相 容 的 ， 故 各 用 性 质 1, 3. 5( 多 除 少 补 原理 ) 来 
计算 ， 并 且 应 用 性 质 L. 4. 3% А). 
аа е Ба Баи 有 . 
РА) 


i _(n— 21, 
я—1 nl , 


РСА ПАР = PAD PIAA) = 去 


Ф КЕСЕЛАНЯМ ЕЕ НЕ, НАНЫН ЙІНЕ X AORE hE, 
. 45. 


P(A nA ñA) = В; 


由 此 有 
8, =D>1P(A)=1; 
B= У) PUMAD=C 92% 
іші «уса 
яз D> PANA а) 
ар <j <k <" 
өз (n—3)! 
1. HI 
22201 
Бсү? 
于 是 


4-1- рэ) 


== —02(5-2)1 а кова 8)! += ,十 (一 уе, 


жай 
ЕЖ 9 ыл, ПІН go = Фо (л), Е} 
limgo (g) =8 0. 37, 
НН: 4 в ЖЖ, 4: ==0. 87. 
2) 在 指定 的 “ 某 * 个 信封 上 所 号 的 地 址 是 正确 的 ”这 一 事 促 
= 46 «+ 


的 概率 应 为 
{п—т)! 


1 
п! тс КСЕТЕНЗМ 
而 其 余 的 “# 一 * кенеттен 这 事件 的 概率 
Фаа-т) ;读者 稍 加 思考 ,可 求 得 为 


g (п—г) = yant 0-1)” p=. : 


&=0 


H T r +ff5Fk Соқа, ЕН R hoi Ж 
= 0 ra шон 
А5905 = 
п со М, кеден, i. 


三 、 全 长 率 公 式 
每 一 随机 试验 ， 它 的 全 件 基 本 事件 可 以 用 各 种 不 同 的 方法 分 
成 若干 类 (我 们 说 对 样本 空 词 进行 训 分 })， 任 一 复合 事件 都 可 用 这 
几 类 基本 事件 的 复合 而 得 到 ， 和 如 从 0,1,2,…，3 这 十 个 数字 中 任 
取 一 个 数 ,其 结果 可 分 为 两 类 : 奇数 , В. 这 样 ;“ 天 于 5 的 数 * 就 
8 ЧАА мы 
我 们 还 可 以 再 看 一 个 例子 ; 设 я 07, ды ыз, 
НЕ, HERR, пел жг ез Г 
НН А ЭВ”, АВ ТЕН — жаан”, 
„о Н ана, 
上 述 问题 的 直观 解释 是 : 对 一 一 个 试验 , 某 一 结果 的 发 生 可 能 有 
多 种 原因 ,每 一 ИЕН ЖИ”, 当然 ,这 
结果 发 坐 的 可 能 性 与 各 种 原因 的 “贡献 "大 小 有 关 : 
- #7 * 


对 二 这 -类 问题 ， 从 概率 上 居 达 它们 发 生 可 能 竹 之 问 的 关系 
的 一 个 公式 就 是 所 谓 全 概率 公式 . 

在 斤 述 会 概率 公式 以 前 ， 我 们 先 绰 人 一 个 以 后 有 用 的 概念 . 

定义 1.#.2 (O, F, P) 为 概率 空间 ,如 果 СОСНЫ 2, 


ыл), ПА, = AGAJ) Н. U A= О, MER Ai, А5, A. 为 9 的 
[ 


-PERMA 
ЖЕ ACRU = 1, 2,...), 


А. ПА,= 5, (ЈА = 0, 


НІ Ai, Az... А.Ж Q А 
可 列 无 穷 章 分 . 如 图 1 ¿18k = = 
8 ЮЛ. 图 1.41 
定理 1.4. 1( 全 概率 公式 ) оз 
(Оо, F, Р) 0 — E, А, As... 4, 是 人 的 一 个 有 穷 剖 
RPDS =1,2, я). ШЕЕ ВЕР, Е 


РСВ) = 5 )Р(ВЈА,)Р(А,). {L 67) 
А ізі . ` И : 
(1.4.7) 式 称 法 爹 概率 公式 ， 
m" s=sno=sn[ Ù ae [J пао, 
` 2° ` | . i=l өйті | Е © 
XAF 
... АПА 27 GEk 
ik 
E (ВПАӘПСВПА) = 07 CG. . 
ERRERA БІНЕ, 并 注意 到 (4 4. 5) ЖИ. | 
P(B)= ОРВПА) = >1Р(В|А,)Р(А). Б 
іші =] ` 


. 48 + 


#11.4.5 没 1000 件 产品 中 有 200 件 是 不 合格 产品 ， 依 次 作 
жж ВЕР, ЖЕСІН НЕНІ ЕЛ АН ҒА ЕЖ, 

№ 令 4={ 第 一 次 取 到 的 起 不 合格 品 } 

B =: ги МЕЛ М) 
记 А4.-А,А,-А, НЕН ЖАҚ: 
Р(В)-Р(В(АУР(А)--Р(В|А)Р(2). 
HES 
_ 1 
P(A) = 290-7. 
5 РОД) =1—Р(4) = 


出 于 是 不 放 回 抽取 ,所 以 


Р(В| a= 189 ` р(в|2) = 96б, | 


999” 
故 有 | 
199 200.4 1 
РОВ 09у ад) ETT 
定理 1. СОВА, Н. P(41) >0 的 
情形 ,也 是 成 立 的 , 即 对 任意 BEF 有 
РСВ) = DIP (BIADP (A). а. 4.8) 


事实 上 ， 只 要 在 定理 1. 4. 1 的 证 明 过 程 中 将 锋 率 有 办 可 加 性: 
换 为 概率 完全 可 加 性 即 可 . 
EALA 中 的 条 件 可 改 为 5 о. 2, 
№ А, An ` ante A2 
ФЕ Р(а,) 2001,2, :-), Mr Е 
| Ро) = DIP EADP сад. зак 


事实 上 , нА за 
в (|) Ang- U чп», 
4 H ‚ 
E ЕР 
(A nD ПСА, ПВ) = (iD. 
再 由 有 穷 可 加 性 或 先 全 可 加 性 用 (1.4. 5) ЖАЮ. 
P(B) 2 Pt na — PalaN PD). 


推论 00,3, PAMERAN, AEF EEA SRTA 
ERM, MAEHE DEF, IEA EF, P(A ND) >0 D, 

及 任意 BEF 有 | | 
POBID)= ОРАИРР(Е АПР). 0.4.10 


—— ААҚ ДЕРД ДА Алы 


кн тн анан 
Р(ВІР) =Р,(В) 
= >P, (АОРЬ(В)40 


"аған орай, П2).. 


四 、 贝 叶 斯 公式 

全 概率 公式 给 了 我 们 一 个 实际 计算 革 些 订 伞 概率 的 公式 ， 只 
要 一 旦 我 们 知道 了 在 吉事 件 (注意 这 些 事件 应 满足 定义 上 4.2 关 
өй К ik FIKI E k hip pik, ИИ 
е аж АВВ. аниа, па тА Не 
нта аловак Ой ELU E "ЖИ во), 该 事件 的 无 条 
Шок и ка. 

ЕНЕ ЖЕНШ” ЖЕГЕ: 

Же М" ta, чени ВЕНЕ, 
МАЕ, АР Ж EG ЕЛЕШЕ ЖЕР: 例如 前 述 基于 抽 
. фу» 


BARHATE они REAR, Еж 
的 可 能 性 最 大 ? ХЕ ВЕНН, SNTI FB АЛЛА ДЫН 
经 验 中 ,知道 了 有 多 种 病因 (这 里 假定 这 些 病 因 满 足 定义 1, 4.2 
分 要 求 , 即 它们 之 间 的 不 相 容 性 ) 会 产生 某 症 状 , 并 且 知 道 这 些 “ 原 
因 " 概 率 ， 假 考 在 一 次 夫 病 的 病例 中 已 经 出 现 该 症状 ,何其 最 大 可 
ЯНАГА ЗЕКИ ИЕ, ЕЮ Ж И, М 
决 这 类 问题 的 公式 就 是 下 面 讲 述 的 贝 叶 斯 公式 ， 

定理 1.4.2 1&(0,,РУуЖ Щщ sz B], А,62%(і--<1,2,--,г) 
Од ЛЖ AH Н.Р (Ау :>0(1=1,2,.--,а), ШЖ {ЕК BEF 
В.Р (B)>0,# 


P(A, |B) = _РСВІАОР(А) Glam) (1.4.11) 
ХРЧВ|АУР(А) 
еі 


(L 4 11) 式 称 为 贝 叶 斯 公式 . 

证 欠条 件 酸 率 及 全 概率 公式 得 
P(A,[B) = БАЛ». Р(В|А:)Р(А) _ 
2ЈР(В|а)РСа,) , 


ыы SARSA, MN 
P TRA 
р(А|В)--Е АРАЙ (212,2), (1.4.12) 
$ОР(В|АЛР(А,) ` бопса 
ізі А | _ . 
在 定理 1. 4,1 ТАКОЕ т, (1. 4-11) Ж G.4.12 R 
Жу. 
Ян, HE Р (BIAD RA “ҚИЯ” Шок, ШИЕ P (А, В) №“ 
后 "概率 ， 贝 叶 斯 公式 省 诉 我 们 : “事后 "概率 可 通过 一 系列 的 “ 原 
因 " 概 率 求 得 . 
а 51 . 


911.46 二 8 支 检 中 有 3 МЕКА, SEZIY 
楼 正 ， 一 射击 手 用 校正 过 的 枪 射击 时 , rh ЖЕ 率 为 0. 8; 而 用 未 校 
正 过 的 枪 射击 时 , 中 和 概率 为 0. 3。 令 假定 从 3 支 枪 中 任 到 一 支 进 
行 射击 , 结果 中 靶 , 求 所 用 这 支 枪 是 已 校正 过 的 氛 率 . 

ЖЕ W A, 和 册 分 别 表示 “所 到 的 枪 是 校正 过 的 ”和 "所 家 的 
枪 是 未 校正 过 的 "这 两 事件 , ВНЕ ЕВ, 

由 题 设 


РСА) = 5; РАЗ 


РСВ |А) =0. 8; P(B] 41) = 0. 3, ` 


于 是 依 贝 叶 斯 公式 得 所 求 的 概率 为 


Р(А,)РОВ| АУ) 
а= pap dy +P(Ay)P(B1 А,) 


5х0 8 


= — = ә), 82, 


5х0, 8+. хоз 4-8 


91 1.4.7 Ижс), СПП), (ПОВЕЛ, (ОЖ 
装 有 п, 个 自 球 和 mi ЛЯ, (DAREA п, 个 白 球 和 m2 +E 
球 ,(IID 箱 内 装 有 as 个 白 球 和 ms AAR ЕВЕ, 
此 箱 中 任 取 一 球 (每 -- 箱 或 每 一 球 均 机 具有 对 可 能 被 抽 到 到 )， 结 
жамы. ИКЕА" авт, Ж 
件 "此 球 属于 (IT) 箱 "( 记 为 ADMIRER РСА, 18). 

Ж 令 4={ 此 球 为 属于 (IT) 逢 } А, = {此 球 为 属于 (QI1) 箱 )， 


У ұлы 
Р(А, ) = Р{25) =Р(А,) =>, 


• 52 


i 


% 
А, А», Аз ERRAL u А. =). 
由 全 概率 公式 得 
P(B)=>IP(B|A)P(AO 


m ту n, + 


= ll m _ о № 
3 | + пи ma | => 
ин ДНИ, | 


Sin rm nt т, Rat т 
1 


ри nalh, Ети) | n (mi ikma), 


| .. в: (я. tm) п: (п: + т» 
1.4.8 在 数字 通讯 中 ， 悄 号 是 由 数字 0 和 1 КЕН Ж. 
в, РЕ, ЕЕ 0 ЕН. 
更 假定 发 送信 号 为 0 和 和 1 ве, XE XE f, 接收 № 
0 各 1 的 概率 分 别 为 0.8 和 0 языки, 接收 为 1 和 
Жж ЗІ 0. 9 和 0. 1; Ж: 已 知 收 到 信和 号 是 б, 发 出 的 信号 


是 0( 即 没有 错误 接收 ?的 概率 ， | 
к 令 Aa- ENESE 50 л 


шинче о, 
由 假设 知 | . 
РСА) = "моде Раад 8; 
Р(В!А,) =DE ` 
由 只 时 斯 公式 得 所 求 的 概 素 为 ， 


° 53 ж 


ТЕЧНИ 


| Р(АУР(ВІ А) 
P(A)P(B| A) +РСАР(В |А). o 


1 
—x0. 8 | 
= 2 ==0. 88. . . 
5х08-хо1 i 


P(A |5) = 


.5 相互 独立 随机 事件 , 独 文 试验 概 型 


一 、 相 互 独立 随机 事件 

ЧЕЙ 1. 4.3 中 我 们 已 经 指出 , 当 抽 取 产 品 是 在 有 斌 回 的 情形 , 
ИП Т Р(В) 一 已 ( 直 |) 这 一 事实 ， 它 谱 明 事件 4 与 事件 互 之 
洞 有 某 种 “独立 性 *， 对 于 具有 这 种 性 质 的 章 件 ， 我 们 较为 直观 的 
号 人 如 下 定义 :; | 

定义 1.5.1 (0,5,Р)5-ЖЖ?ІН; АСЯ, BEF, 
EPA >N APB] А) =P (В), ИЖ: B 随机 独立 于 事件 4( 或 
Зз FA. ` 1 

TERESI ЖжнвіТа,ЕР(4)>9, Р) >09 
ЖР АТЕВ В. 
， 事 实 上 :由 概率 乘法 公式 (1. 4.6) 有 
РСА)Р(ВІ А) =РСВ)РСА В). ` 
.根据 题 设 
Р(Ву= Р(В| А), 
-得 
Р(Ау=Р(А|В). Ë 

БЕ, ЖАЫ B ш Р(4)>0,Р(В)>0 时 , ТЕГ MA 
ЭУ ЕН АНА ИГН Вт. 

ЖЖ 1.5.2 %С(0,%,Р)%-ікшеі, AEF, BEF, E. 
P(A) P(BY>0, IFA 5 B th r А, 
* f = 


Р(АПВ)=Р(4)-Р(В). 9.5.3) 
"Я ЖЕН. Би E S Rk A 5 B B) ШИНЕ 
БАЛА. Pena = PG, 


EEF ХВО P (A) 得 
Р(АПВ)=Р(А), P(B). 
AAD | 
ИТТЕ РЕ =P) RP) РСВ), 


F 


Яр .. 
РЮ-Р(В). E 

(1. 5. DAR P (A s= @ у, РСВ) = 0 ЯН. 
ж Е, ЖЕР (И) 0, щб=рР(АПВ)=Р(АУ=<0, 可知 
-P(A YB) =0, MÉL. 5 IRE. + 

BERE., НЕЗА АГАДАН З у — МЕ 50. 

WW 152 ИО, 9, PE жабду 

‚ PANRB) = РСА) - РСВ), . 1 

Жа: Азин EEEO ARGE P (A)2>0 ARPO 
>0. ç 

性质 1.5.3 ЖАН, MEAZA (A, 
Б), (А, В), (4, B) sy Ab AE b sz. ` 

证 ВА-АПО-= (АПВ) U (АПВ, 

Р(4) =Р(АПВ) -РХАПВ), 
ЕКА Зар 0 | | 
Р(АПВ)=Р(А)- Р(АПВ) =: Р(Ау-—Р6А), Р(В) 
=P(<A)[1—P(B)]= РА) P (Ë). 

Сл, Вун НЗ ША, Вр, ST СА, т 

іу FG, BY HH КЕШЕ РЕ, sJ 得 (A, В жи 
. 53: 


` але чо ақыны речь. э. >, + weena мыз + 


独立 ， 自 
例 1. 5.1 设 甲 . 乙 两 射手 独立 地 射击 网 一 目标 ， 他 们 击 中 苹 
标的 概率 分 别 为 0.9 210.8. 求 在 一 次 射击 中 ， 目标 被 击 中 的 ， 
概率 . . 
М 令 4={ 甲 击 中 目标 },B= { 乙 击 中 目标 }. 
=. РСА) = 0.9; Р(В) = 0.8. 
[方法 一 ] 因为 4 与 了 8 相互 独立 ,但 是 相 容 的 ,而 “ 测 中 目标 ” 
ЖИЕС = AU B= {PRAH РН), e 
P(C) = P{AU B) =Р(А) + P(B} —РААПВ) 
=Р(А) P(B) РСА). P(B) 
=0.98 + 0.8— 0.9 x0. 8= 0.98. 

ГС] P(0) =1- РОС) +1- РСАОВЎ 
-1-Р(АПВ)-1-Р(А)-Р(В) 
т-1--Ә,1х0,2-:0.98. 

РИТМ. 
定义 1.5.3 设 概率 空间 (0,%,РУ n 个 事件 А, 69 ($ =. 
GH з.) ay, ЖЭНЕ sCl<e=n), ИЕ ikai a, el 
ра, Я 
O РСА, ПА, ППА) = PA P) нә, 45.2): 
ИЖ А), А:,---, АА ЖЕН ЖШ. ИЕ о 
G. 5.2) ан БА 2%—1—» Ауы | 
PAn ПА) EPAD РСА) СТ? 
‚Ри ПАПА) = =P (А, ) РА, P Ж ОЗ 7-а 


таз нана пек 


PLANA N ПА, EPAD P AD eP iA) di 03 же, ТТІ 
ps D3 
` rag ia O 


. 5& š 


JE Ж 1.5, 3 ЖІ, А, а," Ал НЕҢ, ЖЕЖ 
个 率 件 是 独立 的 ,但 反 过 来 却 不 一 定 正 摘 ，， 
Ж 1.5.2 OTT аг 
体 标 有 号 码 1， 53,4. 令 
‚ A=(#— — itki то НАВ) 
B= { 第 一 个 四 面体 向 下 的 -- 面 出 现 咨 数 } O . 
O- ANANE FARER uman, алған 
现 偶数 ; ，.. 
_ ГІ КҮРЕ 
(1,1) (2,2) 0,3) аф 
(2,1) (2,2) (2,38) (2,40) | 
Q= (3,1) (3,9) 49,3). {3,49 К 
а, 4,2 D (40 
由 假设 ,利用 古典 报到 我 们 可 计算 得 闭 事 件 概率 如 下 : 


Ар: 


Жолу 


Р(А)-Р(В)<РО2-4, т 
қап» = -EGG sino -人 于， 
而 - (хс ü . йе „4 j 
X ФСАПВПОҘех0ы .. об М 
: г канве аар те 
- шү ( ) я © 5 ол. 52: % КИ К Жү t ` i z: 
вв чы Ë 


Р(АПВ) = Р(АуР В), ， 
YW ЖАП АЧАР (АУС ы се” 
Өз PRAC = FYB)P (C. °С өз 
ERRAN ҰРЫ зу М; IE = № ER ДШН. Яу, 


se" 57 ә 


Ж 


ыж ` 
РСАПВПОУЕРААУРАВАР 0). ы 

жайлана ж-м алдиндеы тить, п 
нен ани. AHERE УЗЕ Р AND EEE 
Р.Р В), E P (B| AJF 8 ЗЕ РСВ), Е ВАНИЕ: 
тж, дя ено ағы АОН. щи, 2k 
是 容易 产生 错误 的 。 ^^ i ii 

e AET T EN 

例 1.5.3 如 图 1.5.1 所 示 开 关上 电路 中 , HR а, 5, o INR 


基 的 概率 均 为 了 LARERE, R O 


а) рш; |, 
(2) BLATE жз я 5 О, аве м) 


КЕ д w uh. 


图 1.5.1 
È А,В,С, D ое а IB; e; 和 关闭 这 些 事 件 ， 


(1) 当 a ,5 同时 美 闭 或 者 5 dis АА ШТ 
(ап Сур, WAS. 3) 趟 及 相互 独立 性 假设 ， 可 得 
А АШ 7. 

Р{АП B) УЛ ` Q т“ 
=Р(АП Ву +РХО) РОЮ) PANNO 
—Р(АП Bn D - РОЛЮ) + r А@ ЕПС ПР) 
PEAR + P OEHR (БунлРСАУРДВҮРФӨЗ 722 


« 542». 


—P(AYP(B)P(D —P(O)P (D) PLD P (DPCO PID 


-4) +120) (3) -DD +G) 


(2) ная S R BHEE, ИН, 
Р{АПВІ (АПВ) UCUD) 


_ РАПВПГ(08)46021} ` 
PL(A 158) UCUD] 


РАВ) РФР! 
“РПАПВУ0009017 13 | й 


16 ` 
1 z 
G) 
В T 
15 | 


上 而 的 计算 过 程 中 ， 我 们 应 用 了 各 下 事实 : Е: 
‚ ANBC (an в) UCUb, 


(ANB) NEUANB UCUD]=ANB. 
DLEA па ту Р =0,004, Ж 


250 支 步 枪 同 时 部 立地 进行 一 次 射击 时 ， р КАЛИ ж; 


页 所 求 的 概率 为 


М ЗЕ, 250 支 步枪 全 部 都 没有 击 中 的 概率 为 | 
(1— Py (0. 996) #9920, 37. 


1— (1— P) =1— 0.37 = 0.63. 
由 上 结果 着 到 , 虽然 每 支 步枪 击 中 飞机 的 概率 很 小 , 但 只 要 增 


жәр ім EY, 击 中 飞机 的 概率 可 以 大 到 接近 :1 ЕЕ. 


例如 : 仍 以 上 例题 设 为 例 ,要 以 0.99 的 概率 击 中 心机 ; ЙТ? 
` ys `` 


Вет SI H КОКЕ; 
G—P)*=1—0.99, 
即 К 
(0.998)* = 0,01, 
两 边 取 对 数 得 | 
nlg (0.896) = 140.01. ` 
二 ее а 
Приз ЖЕЕ 1150 支 倒 能 保证 以 099 ИЕН ЕЙ, 
КЕНЕН ЕНЕ ж ЖЫЗ БОН, КЕЛЕ 
тані. 
二 、 串 联 , 并 联系 统 的 可 靠 度 计算 | 
可 靠 狂 理论 随 着 工农 业 的 飞快 发 展 而 得 到 迅速 发 展 ， 特 别 是 
第 二 次 证 界 大 战 以 后 , па, ке. 飞机、 导航 系统 以 及 各 种 电子 仪 
器 等 等 , Hi Takibi du ІРМІЛ ki ЛИОНА 
设备 系统 的 功效 , ЭХ — Ë ЕЛГЫР ЛЕ iu, 因为 一 个 系统 包含 那么 多 的 
元 件 , 只 要 沫 些 元 件 发 生 故 降 、 就 有 可 能 影响 整个 系统 的 工作 . 因 
此 ,必须 落 虑 解 苞 这 一 矛 拷 . 可靠 性 理论 就 在 这 种 情况 下 发 展 起 求 
аз. 尼 前 可靠 性 研究 的 内 容 大 致 可 分 为 下 面具 个 方面 : or 
а) 机 过 性 寿命 试验 它 是 解决 如 何 提高 每 一 元 件 或 部 件 
ао бла, НН 
或 工艺 过 程 ,以 求 获得 元 件 或 部 件 的 志 命 的 分 布 ; . 
(2) 可 靠 性 维护 策略 一 为 解决 系统 可 靠 性 而 研究 维护 Ct 
播 更 新 与 检修 ) 方 法 和 再 论 ; о. .1 
(8). RATIS EHI — CEER йы а Жаш, 5 
мият, 或 者 提出 元 件 或 系统 可 千 性 指标 =. Q 
В Аа ARRIE 应 
РА ‚4 ^ 


т, 

ИННЫ, MERR- ВРУ 
Е ТЕ (正常 工作 ) 的 概率 

нез жн АТЫС удан Ж. 因此 ， 系 统 的 可 
ЖЖ, КӘНЕ НЕЕ ЛИР ЕЙІН ЕН. СЕН 
РЕНИ НРА ЖЫ ЕЕ ЕЖЕН 
йы С 0” 
RRA а ЕЕ АЙ 
а Aim МЕКЕННЕН ТСО, ЕНА + ЕТЕ В) (i 二 1, 2, 
+, n), A= { 在 时 间 区 间 [0， 妇 内 系统 正常 工作 }， 并 假定 每 一 元 
件 是 否 发 生 故 障 不 影响 其 它 元 仲 的 是 否 发 生 故 降 , BB A.G =1,2, 
n) 相互 独立 ， 

(1) 申 联 系统 . . 

ж Жн n ЛР В 1. 5. ЕВЕ, 称 为 串联 系统 . 

БЫЛ: REKREA ЖЕШ Ж ЕНСЕ, 
ж л 


一 人 一 -二 一 


图 1.5.2 | 
”因此 
P(A SPAN AN N А»). (1.5.3) 
ЕЕ, (1. 5. ЭХ 
Р(А) =P ADP (Ag Р (A,). (1.5.4) 


AGL. ОЕ, S n BATHERE) , ЕНГ ВЕЛ, п 
PAD = 


* GI + 


РСА) = 5) — (п>). 
БИЕ, аржан 提高 可 靠 性 ， бк 示 件 数量 越 小 越 好 ， zç 


ЖА, 在 实际 上 ,将 шыны ыы 

с 并 联系 统 : 

一 个 系统 若 有 n лана 1.5.3 РРР 

它 的 特点 是 当 而 且 仅 尖刀 个 元 件 全 部 发 生 故 隆 时 RARER 
В, На п У ЕКОЕ ТАРЫ, ЖӘНЕ 
IH. ЖАНЫ F, ыы 
мш. 


图 1-5-8 


注意 到 各 元 件 是 否 正常 工作 的 独立 性 假设 ， 上 式 可 通过 如 下 运算 
得 到 ， 


Р(Ау=ї—Р(Ау=1— | 04) 
=1— = П )-1- радикалы 
， A 4... " 


=1- JI i—Pa91. Оз а55 
іші 
. 62 = 


ЖА. 5. DREA, жиегин жини шийи, 
Фійп P(A)= та. 5. 5) А д 


P(A) 0-9 - 0 >o з=). 
=. йынын 
| 独立 试验 概 型 在 概率 论 理论 和 ВЕ НОЕ BJ HE 
Ж. 我 们 在 1-1 工 的 一 开始 就 提 到 过 ,随机 现象 的 统计 规律 往 只 有 
在 相同 条 件 下 进行 大 量 的 重复 试验 或 观察 才 虽 更 出 来 、 жащы 
试验 的 特点 是 
让 经 次 条 件 都 一 样 , 且 可 能 的 结果 为 有 限 个 
IDARA ARTTA ТЕРКЕН 
ннн о 
-40,%,Р), ЕЖЕН ЯС O 
меңі) 表示 “第 工 次 试验 出 现 的 事件 为 4， 第 2 次 试验 出 
ВЕ ЛЕР ыы ынаны 
‚ 的 概率 为 
РА РСА) РСА) 
' йл н TARGI n аж ый, 当 
| 每 次 试验 的 基本 事件 只 有 两 种 , 妈 只 有 两 个 事件 4 及 Л, B POA) 
=p, P(A) =4=1—р 时 ， 称 为 内 努 里 概 弄 .所 以 一 般 情 况 就 称 为 
‚ n ñ ДН. 
定理 1. 5.1 对 于 员 努 里 概 型 ， 事 件 ДЕ п СЕА ЩЖЁ 


ЕУ | _ 
, P.G) 一 0 е 25 0585)... (15,8) 
Жәм- o T @ Ту 


+ єў + 


E . 由 贝 努 里 构 型 知 ,就 件 4. 在 指定 的 如 次 试验 中 发 生 , Ш 
Ka # 一 次 试验 中 不 发 生 的 概率 为 | 
р* (一 — р)" := р ка" k. 
Сїйїп “ХЕЙ Ë САДЫ Аер АН xk 次 试 验 不 发 生 事 件 
ARRERA prop qg.og=p :4"-*) | 


“Ж айк 


НА 7 22 анла ая 
ЕН О» е, Wa Cs ЕВО Са REOR R pA {р а. 
ish BB ы Бы 
到 Р„(Бу=Оїр*е"с*, 

Н.Я | | 


роторен Ж 


ти, ВУИ, вазона LSI ан 
概率 . 

44 1.5.5 ЕН ЖАНЕ НЫ 
弹 , 水 有 不 少 于 3 ЖЭЙ rh Н АН, НЫ ИН МЕГЕ 
炮 命 中 目标 概率 为 0. 6， 求 和 击 缀 目 宗 的 几率 五 是 多 少 ? 

жо kak S ATA Pk нн Бк в, MH 
РСА) — 0.8. б, ыы 
ЛЕЗЕ ІЗ 2 ҒЫ ШЕ 


Е РИИ Г 

=1-—- C} (0.6) 0.4)? — 01 (0.61 (0.67 = 0. 951, ; 
> 1.5.6: ЖБИ НЫМ, 假定 这 药物 对 某 种 
НЕ Ро =0.8, 现在 10 AARAA ЛАЛЕ 25, ж | 
其 中 至 少 有 6 НАДАН 2. © 


= 64 = 


解 ” 假 定 病人 服用 该 药 后 或 者 治 傅 ( 事 件 4)， 或 者 没有 治 意 
ок 2),5Ша 00 
P(A) = 0.8, POA) =0.2. 
因此 可 用 ”= 10 № ARREU ЖЕ» 


1% 
了 = > P, (E) =Р..06) P. (T) FP. (8) + P. (9) 
#26 


+ P (10y 
=б%» (0.8) 10.2) +014 (0.8) (0.2 
tono 8)*(0, 2)° +03. (0.8)*(0.2)! | 
200% 1800.8) 50. 2)°=0.97. 

ARRENE 100 次 药物 服用 试验 中 ， 大 约 有 97 次 使 得 10 
人 中 至 少 有 .6 人 被 治愈， 换 句 话说 ， 如 果 治 愈 率 确 为 0. 8, 则 在 10 
个 病人 服用 此 药物 后 治愈 人 数 少 于 6 人 这 一 事件 是 很 少 出 现 的 
《概率 为 0.03)， 利 用 这 一 结果 ， 若 在 一 次 实际 服用 此 药 试验 中 ,10 
个 病人 褒 愈 不 到 6 А, 我 们 就 要 对 治愈 率 为 0. 8 表示 怀疑 它 说 
明 实 际 上 治愈 率 小 于 0.8, | 

$ 1.5.7 设 某 种 数字 传输 制 以 每 种 512x 10° 个 0 或 1 的 序 
列传 送 销 息 ( 即 每 秒 传 送 512x 10° 4-01), ТАЙҒА, 传 
送 过 程 中 会 产生 将 0 误 为 1 АТОМИ, РЯ 
称 为 “ 误 码 ?， 设 误 码 的 概率 pe ( 误 码 率 ) 为 10- 7"， 求 在 10 秒 内 出 
现 1 ЕЮ Рт | 

к. 这 问题 可 看 作 * 一 512x 10° x 10 的 HERG, 因此 所 
求 概率 三 Cd yawioti9- tggi, 

TA, EARR LR MEIRE, ЕЛАТА Ж 


Р.) ~ eO, . (1.5.8) 


Ф 公式 的 证 明 将 在 第 二 章 中 给 出 。 
. 65 . 


其 中 4 =n. RARAC 5. 8) ҖИ AH Я L 5.7 的 
概率 。 此 时 
п=512 x 10%х 10, pn=10°7, 
A= npa =612 x 10* ж 10 一 一 0 512, 
Бокко . 
ре йат" 
0.612099 
м | жы 0.512 x 0.6 = == 0.3. . 
例 1.5.8 [mena k A wimani kap, в 
£ n Ж. Әлің, ЕСА ЗГЕ — —£, RENH hhk 
қый Ak BARREA -%, ий Я (r =0, 
говна’ 
i № 这 时 此 人 其 使 用 了 2n 一 + Ве, ВУИ r E 
s H RE Jee he m n š, 另 一 盒 使 用 了 4 一 7 梳 . 由 于 每 次 使 用 


HERRER KER ро, H?n- rk i Jl 中 使 用 HHEN 次 和 
ЕН 30—80 nr 次 ， 故 所 求 概率 为 


-0 


CR 2 рт кедді #0. 
3 r = 0 时 ， 
2001) É 204 1)" 
ея В, .. 2 . А 
»-(4У%, 


ЖЕ, 当 п->со 时 ,p->0。 它 表示 ， 当 每 盒 的 火药 巷 数 


+ 66 = 


К, N RREZ- A. ИЕ ЖЕН РЖ 
一 可 能 性 是 很 小 的 . 

独立 试验 概 型 揭 精 确 数学 措 述 ,必须 引 人 殉 积 空间 概念 ; 每 次 试验 联系 
于 一 个 概率 空间 0, F, P)， 人 连续 两 次 试验 得 一 点 帆 (оо), Ж а,69, 
0,650; 16 EE n КИ т t 22 BJ А (сл, 0.) 其 中 9:606 =1,2, 
"r, п}. БН, Ея w UI ВАК zy al 是 
4,5 {Ds De "y Da); оне (€=w1,2,-- м} 
记 它 为 .' 

[eM Ож) е 
?个 | 
并 称 之 为 # кейин, Ими Q— R, РИА, = 
{ЖЕЗДЕН SE Ж = ЖИК IK Sri, Sk k. улан мина, о 
ЖЕН ІТ RRRA 2 0 а e (GE, 1E) СЕ, №), CW. E), C. №, 
= a ЇЇ EN Ж 
M= P= AE IE, IE), GF, ТЕ, We (0, №}. 
样本 空间 9, 中 一 般 用 下 庄 定 关口 -代数 四 ,;: ЭКЕЕ ЖА 
A= { (оо, Da); EAs А38, 11,2, 508} 

称 为 矩形 集 ， 5 ЕЙЕЛ A= А, х Ау, Ж 41-45; ачулар, A= (J 
скок, 1. 5.4 ПЕ А-А, Arn 

F, 定义 为 包含 全 体 矩 形 集 的 最 小 吕 - 代 数 ， 


= Ялта 


А mia чете ые жа ісе жәте 482 өте іне таған тамға. e 2 e 


(Q., S.) ЕЛГЕ НЕ 了 ,对 于 A= АХ Арс ЖА, ЖЕНІЛ 
ЖО P. (А.Х АХ X А.) Кии (0,,%., Ра). Ж 
对 性 一 ДЕЯ, Hop 

A= AX Дьх K Aus 
Pp (А.Х Ах ХА.) EP (ADP (а) ЕР ОА)» 
Маи еар. 7 


м м 


1. В. 0-10,2,3,4,5,6,7,8,9,10), A={2,8,4}, B= {8,4,5}, о- 
{5,6,7}, N F 34 3,43 


i) ЯП ii) АП 10). 
2. Е ЖЖ 
i) Аға; 


ii) {А- АПВ ИВА UB- AND; 

iii) XZAUB)—B=A—(A[1B) -АП 8; 

iv) (А)Б)-«АПВ) = АПВ U án Ы 

3. ЕР 

i) ана: +В 

Й) С. =C a 40i 34-9 +605. 

4. ЖЫН: 

i) Cim ОАО A ОА HOA ао 

Кит - а Е.Е 

н) оса ост, 
ЭКН К КЖ, 

5. Ше ЛЯН — 17, B 57, АКФ A, ЖА + A ERHAN 
H, PAZARA + ЛАНИ, mAn тли, 试 证 明 甲 与 己 


ZARA + ЖАЙЫН г ЖЕ, 都 是 гай йр, Е 
LHE). 
6。 在 整数 0 至 9 中 任 取 4 个 , ЕН AREA Ж ЖР! 


7 GRAA? 个 伍 分 , ЗК. 个 三 分 钱 的 硬币 ,任职 其 中 5 个。 
. Єў = 


REBRE- Jathi ВЕЧЕ, 

, ЖӨ Те НЕ лая, МЕНЕ 1+1 
«а 十 及 不 球 ,如 每 球 取 出 后 不 葡 问 , 试 求 最 后 取出 的 是 白 球 的 概率 ， 

9. — Эн ЖАН Ж ЖЕНГЕН ЕТ 10 性 楼 的 每 一 BRF 
правее; 

і) k— E HUN ЯЕ ЭГ; 

ii рН КД ЕЖЕ ` E Ex Es 

iD нм REE- ЖЩ r; 

iv) Eb RERE ВЯ. 

CEDER ras в № =o 

10. AKERA n ER Ж НИЕ F KEE ЕЕЕ E 
т. RE -TERASA ИЖ. 

11. W P(A)=z,P(BD ру НОР(АГ В) = z. :用 zy 的 和 表示 下 列 事 件 的 
ж; 


i) РАЦ ВУ ii) РАВ; 

ің) PAJE. іу) PAND. 

12. ШЕН РАП ® U ENDI=P A БРО) 2Р8), 并 解 大 此 
ЕУ. 

13. Әшір А,В,С AR: 

P(A) =Р(В) = P(O) =+, PAB) -Р(СВ)-0, 

Р(А0)- 1. 


жй А,В,С 发 少 有 一 个 发 生 的 概率 . 

14, Жам (0, а) ЕЖА Я, К НЕЮ ЛОНО. 

15. P LARRERA FJ РЕПТИ И DE РЕН, Et 
Жери З 06 N АГАЕ ET BERS. ЖЖ ARAS PE A А 8, ЛЫ, сми 
ЖИЙИ ДА ЫЧ, НЕГ ТАЕ НЦ ЖҮ НОВОЕ, 

16, ЖШ: ШЖ Р(А|В)у:>Р(А), W| P(B А) >Р). 

17. 一 批 产 品 共 100 fE, RHN Hy y E, BHR АВ ЛЫШ 
Жа: НИИ +ЕР= ДН ДЖА -ERR Su ЖЕРЕ ДРА 
5% ЖЖ & ЖИ, ИНН И Ж КОЕ R € pr 

18， 人 多 部 产 起 中 4% ЖОЙ АН, ПЕНИЯ, ЖЫ 


. Җ9 «* 


和 


РЕ ЮНЫЕ, 
19. РСА) =а, РСВ) =b F, НП, 


РАК 


20. ЖТ eE. ERP, ЛЕНЕ Т = ЛИС, ТЕ АОС 
停车 的 概率 为 0.1. MAZER РИ ЖЕАР СЕНИ 5 0.7, СНЕ В 
币 , 丙 同 竞赛 着 不 停车 的 概率 . | 

21. РЕЯ Ланна, ля, EARMA 
ФАЛА EBE k А. о ЛЕНА, НИЯ НН, [и]: 

i) 最 初 取 出 的 球 是 黑 的 ,第 二 次 取出 前 也 是 黑色 的 概率 

ii) ШЕ EEFT n ФК, НЕКЕ 个 ЖЖ, п, ТЕ (я, Ем 
=з) 的 概率 ; 


с Hi) НЕ, 任何 一 次 取得 黑 球 的 概 章 都 是 3 了 任何 一 次 取得 
鱼刺 的 概率 都 是 ЕР 


iv) 用 内 纳 法 证 明 ; Мәжен @ (m<n) кнр анна 


b(b+ e). 
Ф веў 


22, икана книж» АВЕ): 


(А—а)(А— а 1) (А—а).+-3.2-1_ А 
(4—1); (4—1): (а Ша a 


23. аниа вон. арн Вр. $ 
ж УШ ВН Аф, 然后 得 处 第 二 批 中 抽出 一 作 ， 求 
从 第 二 批 产品 中 抽出 的 是 麻 品 的 概率 ， 

24。 在 一 合子 中 装 有 15 ЛЕА, Г 9 个 新 球 ， 在 第 一 次 比赛 时 
ЖЕНЕ Н, #ЕЕ ЛЖИ ИЖЕ; нала аа + 
E жЕ EA SË EJ э) РА ВЕ ЖЕ, 

Е-Е; КЛЛЕЗГЕЗРІ УЛСЫСЫ M A HES. Вя, 


жә: НЕМАН, ПН НХ. 已 知 在 
传送 的 信 导 中 识 " 与 * 划 "之 过 为 5:3, КЕВИНА В, "ПАУ 
ВН“ Еж. 

26. жт Ж =Й ЙЫ 4.8.0, СП 产品 分 别 占 全 部 产品 
. 70 + 


的 25% „35 % ‚40 #, ЗЕН. ТЕЛЕЕ Ea 5%,4%.2%. Аа 
НЕ, РЕВ. РЕЖ А, B.C ШОНЕН 0 Ж £ pr 

27， 某 仪器 有 三 个 灯泡 , 燃 杯 第 一 ， 第 二 、 第 三 个 灯泡 的 几率 衫 应 地 为 
0.1.0.2 № 0.3, FERE. SERATA, СНА НЕЕ 0 
0.25, ЕЕ КТІ 0.6, ВИЗ ИЗБЕ Р 0.9. RE RREK 
Ez. ` 

28. El P (B Ау=Р(Я| 2), ЕЙ А, ВН, 

29. E СЕН, ЗН, ВЕНЫ. ТЕЗЕ, ШО” 
Ма, Z.“ BE” 60 A. Ша>8(а--8-1), Br ЖТ НЕ yE Bl 
ж— АЁ ЛЛ 2 ЭЖ Н, ВНЕ, ИЕ СОБЕ ОВЕ. 

30. СЛЕ ЕРЕ) ЕРЙ, ВЕ Ж: A H 现 的 概率 2-0, REZ 
қаза А НАК, МЫ: ЖИМ, АЯН 
会 出 现 的 概率 为 1, 不 论 е>0 ИМ. 

зі. жиған іа, 在 经 一 次 尖 验 中 超出 现 的 得 讲 沟 0.3. .如 果 
ажна, ив шка; 如 果 АН 0, МВ ИЗИНЕ ҖЕ 0.6; А 
出 现 不 少 于 二 ӘЖГІПЕІЛ 1. WRB ЩЖ, … 

32. ЕН ЖА ЖАН МИ 0.59, 试问 在 -次 
试验 中 妇 出 现 的 概率 是 字 少 ， .， 

33. МИЯ ии ЕР 2, ДЕБЕ 


№, ЖЕМЕ ЖЕ АКА АМОС хн Ж, 
84. ЖЕМ NTA СУ PI h Bš ІТ. 


үч! 


(OR 34 ЖЕ 
EA Тр ЖЫ ЕЖ ЕСЕ ЕЗ УЕ, ЖЕНЕ ОЕ Л. 


лЁ : | К, Жу Ai ^4 {a 


жш: 0.5 0.5 0.4 9-7 9.9 


人 


求 在 指定 的 时 间 中 由 于 : D Күш K, ЖЕКИ ПИЕ ВЮ; D И, An 
A, ТИН ЖЕДЕ ПЕ Есін) 区， K, Лу, Л, 4. АНЯ 
тіміз ЕЖ. 

38. Б-мен. 


С 35 М). 


Нет, DO ФЕЛЯ ARTEA MEGERTE 
的 那 二 个 失效 时 , 其 中 另 一 个 立 其 补充 上 去 )， 求 部 件 正 常 工作 评 贱 率 ，( 设 
РЕ = бізі, 2,3), РФЕЖТ} -POENE -POE 
FIH =p = 

36， 在 每 一 次 试验 中 , АНИ р, җае» жалы 
АНИ БВВ 0000 

87 ытын: PEA is ELENY k ЧИО Р, (2), AGERA 
Анары ЕЕ DA AIDE ШЕК ЫН EEA Yin, жанмын 21 内 呼叫 * 次 
”的 概率 P. 0). 

38. ЕА БЕ A + 这 内 对 间 内 因 放 障 而 停 李 的 概率 为 wAz 十 
o (AO (a 是 常数 )， 并 设 机 右 在 不 重 选 蛙 间 内 停 抽 的 省 个 事件 是 合 此 独立 的 . 
И Z, 到 fiti KENAN 
+E T fila P (t) (EL P O) ФАН А ta ER), 


第 二 章 ”随机 变数 及 其 分 布 函 数 ” 


S 2.1 随机 变数 的 直观 意义 与 定义 


”在 第 一 章 我 们 曾经 指 进 过 ， 观 察 一 个 随机 现象 , 其 样本 点 ( 即 
出 现 的 结果 ) 可 以 是 数量 性 质 的 ,也 可 以 是 非 数 最 性 质 的 。 前 者 如 
某 电 话 总 机 在 时 间 区 局 《o0 Т-А КОЙ Р К Ж Ж 0 次 ,1 次,…; 
后 者 入 ! 某 次 射击 的 “中 的 * 与 “家中 的 ”或 者 基 一 全 随机 械 验 的 
ЧЕМ, 可 以 是 “成 功 ", БАН. ТАЙ 

-概率 论 与 数理 统计 是 这 样 的 一 门 学 科 ， 它 从 数量 将 侧 曾 来 研 
究 随机 现象 的 统计 规律 性 ,建立 起 一 系列 的 公式 和 定理 , 异 以 更 好 
地 描述 ,处 再 与 解决 各 种 和 随机 现象 有 关 的 理论 和 应 用 问题 . 

为 便于 处 理 起 见 ， 让 我 们 只 讨论 具有 数量 性 质 移 随机 试验 或 
观察 ， 假 设 它 可 能 出 现 的 金 部 结果 都 能 数量 化 ; 而 且 , 我 们 有 一 个 
法 则 , 使 得 按照 这 个 法 则 ， 每 个 结果 ， 只 对 应 着 一 个 数 (或 每 个 结 
果 , 都 只 对 应 着 一 个 确定 维 数 的 疝 量 一 一 这 种 情形 将 在 S 2. 3 中 考 
虐 )， 著 是 这 样 , 则 对 这 一 个 随机 试验 或 观察 的 研究 ， 恒 阿 以 用 一 
个 具有 * 随 机 ”取信 的 变数 { 即 所 谓 随 机 变数 ) 来 处 理 与 研究 ， 它 的 
ЖА ЫНА ыы 
Жас” жатан ЧЕ” Же ВРЕ ЯЯ 
对 应 的 唯一 确定 的 “ 数 ”; 并 且 ,由 于 它 取 值 的 “随机 性 "， 我 们 还 应 
要 求 “ 它 取 值 于 某 一 给 定 的 区 间 ” 这 种 事件 为 随机 事件 ， 让 我 们 鞠 
来 看 可 以 将 “样本 点 ”与 “ 数 ” 对 应 起 来 的 一 些 例 圣 ， 

例 2.1.1 对 于 某 电 话 总 机 在 时 间 区 间 (0， 到 内 收 到 的 呼 吗 

. 23.» 


次 数 , 我 们 可 以 指定 数 0,1, 32,… 分 别 与 没有 了 呼叫 , 一 次 呼叫 ,一 次 
呼叫 ，… 相 对 应 ， 这 样 我 们 就 建立 了 О- {ЕКИ о, 8-0,1, 
2,…} 与 0 和 全 体 正 整数 的 对 应 关系 . 

2.1.2 考虑 在 相册 条件 下 某 车 康 加 工 的 另 件 长 度 与 规定 
的 长 度 的 偏差 o, , 由 于 通常 是 可 以 知道 其 信人 差 的 范围 的 ; 故 可 以 
假定 其 偏差 的 绝对 值 小 于 茶 正 数 a。。 车 是 这 样 ， 则 对 于 每 一 个 仿 
差 o, €[—a, а], Е уо, а, 0] Ы АХРЫ, 这 样 我 们 
ЖДЕТ Q= {ы foonE[o， арі Г, ‹ а] Z89348 
жж. б 
Е ЕЛЕ ФТ. | 
9.1.3 {ЕГШ FREE 39 ОН НИ, EENAA 
Q= lo, o), 其 中 oo os ЭЗИ {ЖЕЙ ЕП ЙЕНЫНПЕ Т ИЙ F tapi ws 
上 的 两 个 样本 点 ;我 们 可 以 指定 数 1 与 o, 对 应 ， 数 0 与 ws 对 应 ， 
这 样 就 建立 了 Q= lo, 多} 与 两 个 数 1 和 0 Же 

十 述 样本 空间 与 实数 空间 的 对 应 关系 ， ЖИЕ. n, 
“Ж ПЕНЕН ХЛЕБ т, р; ж, к. БШ 

Ж 2.11 Фф 2000) =0, 089) 1, (о) 2,2-4 

”在 例 2.1. 2 pA Я (шы) E = Dom o, — в, а], 
[一 oo 
С ЖЕ, 1. 3 中 有 о 
Сбор) = 1,6 (а) =0. _ 

и, аи РА т атау) ор 
ЕРТЕ ЖР ИЖ о, Ж-Е &(w) 与 之 对 应 .但 
№, ТЕ ЕН ОЕ ЖАЛ РЕН (а ЖК 
E “ЫНДЕ”, ЖЕНЕ E(o) 加 以 一 定 的 限制 чаж. 为 此 ,引入 
如 下 的 随 抽 变数 的 数学 定义 ， ш i 
` 2539 UP, а, F OEO Eo) 
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ЕЛА Р) АМЕ РЁ; 若 对 干 必 一 实数 т, (оС) <т)0 Ж. 
ВЕЕ, ЖЕНЫ {юз (Ф) а}, ИИ #(o) 为 随机 变数 . 

АЖЕ x 2.1.1, МН (о) 总 是 联系 藉 一 个 概率 空 
间 { 纪 , 殉 ,P，、 为 书写 简便 ,今后 向 有 和 炉 殊 必要 ， 我 们 不 必 有 每 次 都 
ЗЕ (0,97, Р); 并 且 将 随机 变数 (ож 2, ЖЖ) 
而 把 oilo 之 2} 记 为 {<=} %% 55-— yI, НР 
(ә: (0) <} 3, МИ Ра ЖЕНИХ. | 

MILES ғ ән 96:42) ЕЛГИЯСЕЗІІ TERREO ын.) 
желекті | 

在 同一 概率 空间 上 可 以 定义 伴 志 随机 ЗЕ, MOSS IA E y X 2.1.1 BD 
T. 

ELE, =, РЕМ г жатаи, EAF, P) 中 的 
с (ИЫ Ар РТТ Е. ӘРЕ — tan ic ay, Аср» 
HEERE.) 

H т-{КЖ FATEN R Bë tl, E E X агн 


а) Гүр идея 
è= 
4х} = {E<} {фе}; 
{>} =N {45} 65. 

Е, ЖЕНГЕ ға), {аа}, к} ЕН ЩТ, ИЯ 
ЗЕ Е. РСБИ ЖИЕ ДЫН ИАЖ. Ж, EF ИЕ 
5; 者 对 一 切实 数 z, 942090) каре, ЖЕ (о) ЮВА. 

从 俩 2. 1. 1, 2.1. 282. 1.8 SJ L, ETETE 
可 以 很 不 相同 ， 有 的 只 取 有 限 个 数值 (如 例 2. 1.3, RIK0 512 
ED. sk Я £ {К САНЯ 2. 1. 1 We W Ж 0,1,2,--.); 这 一 类 随 
机 变数 ， 我 们 称 之 为 唐 获 型 随机 变数 . 另 一 类 随机 变数 则 是 可 以 
取 值 于 某 一 区 间 中 的 任 一 数 (区 例 2. 1. 2， 到 信 于 [二 a,a]), 这 种 

Ф (oi құлыны фа) таро, 101400) арил š (o) < 
єй о ЖЕ, а ЙІ, 
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me re pea чы H ME tT TE ER 


БЕЛЕ hk. ҖАЕ ШОШ ЕЧ А 

十 面 我 们 就 分 开 情 形 讨论 . 

一 、 离 艇 型 随机 变数 与 分 布 列 

定义 2.1.2， 设 挟 为 离散 型 随机 变数 ， КЕМ Ма 
Ж Biy Bayn ей „= РО а) (в= 1,2, =), 称 Pis Pests Par 
Кез E ВАНЯ, DERA £ ROR ERO, 

由 上 述 可 知 ,车 & 为 随机 变数 , 则 7p。 Ж ЖЕЎ. 
对 于 离 航 性 随机 变数 ,把 它 列 出 下 表 更 为 直观 锡 : 


ар 
ғра-ә | m |a | j| = | - 
显然 ,其 中 p. HE ТЯ: 


1) 2,2>0(а--1,2,-4), 
2) > o, = 1, 
n=1 


利用 微 积 分 知识 ,容易 证 明 ; 满足 (2.1. 1) 的 序列 {ps}; 必 存在 
一 个 по, 使 得 


(2.1.1) 


Pas = max CAF 


HF .. PLES En) = Я, 
ЖЖ Ë ARER а, ООР £ 的 最 大 可 能 植 .… 
下 面 举 出 一 些 常用 的 离散 型 随机 变数 的 例子 
#12.1.4 《过 化 分 布 或 单 点 分 布 ) | 
# | < 
Е | ға-о | 1 | 
нл Ыл 5 TAREHA с. 称 


0 ЖЕНЯ Аяр ЫН; аі ха» бе» жез ІҢ ЕЖЕ pu pas = pe 为 二 的 分 市 列 ， 
D ”分布 妈 由 表 所 唯一 确定 , 战 表 不 妨 吝 称 为 分 布 型。 
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之 为 退化 分 布 或 单 点 分 布 
002.15 СЯДУ Е МУЖУ КУ 
| £ | 0 | і 
piisa) | 1—2 | b 
Жїк ë БАНАН ор), 
Б ЕНЕ (2.1. DÆ. 
对 于 离散 型 随机 变数 的 分 布 列 , 用 分 布 在 一 条 直线 上 的 , 集中 
了 再 同 质量 的 点 (简称 质点 ) 来 措 痊 ,似乎 更 为 直观 、 例 如 , 对 于 两 
点 分 布 ， 可 用 两 个 质点 表示 : 用 在 ws=0 点 集中 了 质量 1 一 p， 在 
3= 工 点 集中 了 质量 р її (ШЕЖЕ) И ЖЕЖ, ШЕ 2. 1. 1. 


— P 
0 1 72 
(R рей : 


В 2.1.1 МЕ CC) NUR jy B 


图 2. 1. 1 清楚 地 表明 了 : 对 于 Р=0.2 的 情形 ,位 于 20 处 之 
质点 ,其 质量 大 ( 即 取 z=0 值 的 烽 率 大 )， 位 于 *= 1 处 的 质点 ,其 
质量 小 ( 即 取 2-1 {К ШЕ Ж Л), | 

分 布 列 也 可 以 用 概率 И P(z ЖИЕ ` 如 图 2. L 2. 它 同 
样 清楚 地 说 明 ,到 0 信 与 到 1 НОЖКАХ, ` 


#1 2.1.2 МАНЕ 
ю(хь) ВО p=0.2) 
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二 点 分 布 可 以 作为 搞 给 射手 射击 “中 的 "( 此 时 ， 令 随机 变数 
取信 “1”) 与 不 中 的 "(此 时 , 令 随机 变数 5 取 值 “0”) 的 概率 分 布 情 
况 的 一 个 数学 模型 ,或 作为 随机 拍 括 硬币 落地 时 出 现 “ 正 面 "( 相 当 
”于 * 中 的 ”与 “表面 "( 相 当 于 “不 中 的") 的 概率 分 布 稍 况 的 数学 模 
型 当然 也 可 作为 从 -- 批 产品 中 任意 抽取 一 件 得 到 的 是 “正品 "或 
“даа” CHEE MO 的 模型. | 

例 2.1. 6( 二 项 分 布 ) ЖЕ Е НТН: 


(其 中 оєр<і, я АЧЕЙ.) 
И: ЕАС Ж blr p), 

易 知 上 表 满 足 (2.1 1) 式 ， ж Е,Р(&=Е}:>0 是 显然 的 ;再 
由 二 项 展开 式 知 


> ға-ы- op р) р)" 1, . 
2-0 к-й a 


Ep g=1-p. | Ся 

由 表 可 见 ， 随 机 变数 5 取信 的 概率 РЕВ) = Сорт ie 
好 是 OHO 这 二 项 展 式 的 第 4+ 1 项 ， 这 就 是 二 项 分 布 名 称 的 
H. | 

"B 2.1.3 与 图 2.1 4 分别 给 出 了 二 项 分 布 8430.3) 的 (概率 ) 
质量 分 布 图 与 概率 国 数 图 ， 其 中 


0 122. 8 
2.1.5 b30 DA (Бою) SUR y 448 
Р(# =0) = 0.3430; 
P£ =: 1) =0.4410; 
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Н 2.1.4 (8.0. Заа т.) E 
Р(Ё=2)=0.1890; ` 


P (£= 3) = 0.0370. 

| ЗАНЕ а, Жн B yk Y fD” (В 
=0,1,---, п РНН Ak EHU НЕЕ ЖЫМ 
т^ Wien ita kK EW B ЖЕЗ УЛТАНЫ ae К, эң 
RETEJA- WEBS AEREE n fk, ДОРА ket 
в” 的 模型 ， 因此， 由 61. satah B O ре ЖЕН 
出 ,两 点 分 布 就 是 二 项 分 布 在 "= 工 的 特殊 捕 形 ， 单 点 分 布 就 是 二 
项 分 布 在 * 一 0 ?一 0 МАЗИ, НИ с 0). 

342.1. 1 分 别 给 出 了 对 于 ?一 0.2 及 = 9,16，25 的 二 项 分 布 
5(9,0.2),5(16,0.2),5(25, 0.2206, A 2.1. 是 其 相应 的 图 形 . 
在 表 2.1. 1 的 第 一 列 内 到 出 了 数值 >=0，1，…，25; 第 二 列 给 
出 了 随机 变数 到 各 个 < 值 的 概率 f(x) = РО а); 第 三 列 给 出 了 
随机 变数 了 所 有 小 于 或 竺 于 zx 人 的 累加 概率 p G) = Dfe) 


тұбя 

ЖАНА ЕЕЕ, 6 2.1. 1 中 有 不 一 臻 的 地 方 ， 例 如 ， 

由 第 一 列 与 第 二 列 可 得 ! F(6)=0.9998, /(7)=0.0003. 但 是 ， 
F(7)=0.9998+ 0.0003. 似乎 与 Р(х) ЊЕ Е(7)= = Р(6)+ 
КОЖ. 类似 这 样 的 傅 况 ,在 第 三 与 第 四 列 中 ,或 在 第 五 与 第 六 


ЦН, EEFE, RRRA, ЖЕНА 2. 1. 1 并 不 是 绝对 精 
. 29 ж 


#211 二 项 分 布 数 信 和 表 (р-0.2) 
£ я-9 ң:-16 в“. 
fix) F us) fiz) Fis) fiz) кб 
0 ‚1342 21842 ‚0281 ‚ 0281 ‚0038 . 6038 
1 . 3020 . 4362 . 1126 . 1407 ‚0936 .0274 
2 . 3020 .7382 ‚2111 ‚85618 ‚0708 ‚0982 
8 21762 . 9144 ЕТІ . 5981 21958 ЖЕТІ 
4 . 0681 ‚9805 . 2001 ‚79%2 .1867 .4207 
5 . 0165 .9970 21201 9183 ‚1960 ‚6167 
6 .0028 ‚9998 ‚0550 ‚9733 ЕТЕ: „7800 
7 .0003 1.0000 „0187 9950 , 1108 . 8908 
8 . 0000 чөө ‚0055 ЕГІ 20623 ЕСІН 
9. „4000 эз ‚0012 .8997 ‚0294 .9825 
10 = төз ‚0002 „9999 ‚0118 ‚9948 
11 т... 7.0000 7, 5999 ‚0040 . 9988 
12 = өө ‚0000 „9999 00122 .9995 
13 - ‚өө . 9999 . 0003 . 0099 
14 „= =. . 0999 ‚0001 ‚9099 
15. mn өөө н . 9989 ‚0000 .9099 
16 = з = 1.0000 29% .9999 
< = ТТТ ТІГЕТІН sun... СЕТ . $999 . 
... тө... кө... =. men =n areare ЕСТЕН 
тка  чтиаш - имени чит аа вне ГІРІТЯ . 9999 
25 cooo 1.0000 .0000 1. 0000 .0000 1.0000 


sn + 


а= 16,р=0.2 


В 2.1.5 слу bim р) IN 


确 的 ， 而 是 由 将 真 信 前 小 数 后 面 第 五 位 数字 加 以 四 会 五 人 人 后 而 得 
33), 更 详细 地 说 , ЕЯ 2. 1. 1 可知, 其 单数 列 Hz) 之 值 是 分 别 由 
КИШИЧЕ И МААН. NEA FE) 之 值 则 是 由 前 一 列 }(=) > 
值 逐 项 相 加 后 得 出 F(z) = Pe ) ;相符 最 后 不 能 直接 由 前 一 


я ЖК Е Ka) 
原来 未 经 四 Š БЛИЖ, ЕНН РО) 的 更 为 精确 的 近 
"Аш > 

m 2.1.7 (能 量 供应 问题 ) 设 有 9 个 工人 间 旺 性 地 使 用 电 
D, 在 任 一 时 刻 每 一 个 工人 以 同样 的 概率 0.2 ЖЕ — -个 单位 的 电 
ДОЯ, 1 个 小 时 中 平均 有 12 分 钟 需要 电力 )， SALAHE 
独立 地 工作 ， 问 在 同一 时 刻 有 七 个 或 七 个 以 上 的 工人 需要 得 到 一 
个 单位 电力 供应 的 概率 是 多 少 4 

E ”显然 这 是 一 个 内 努 里 概 型 问题 ; 服从 二 项 分 布 5(9,0.2). 
Е: ЖЕ 时 刻 需 要 供应 一 个 单位 电力 的 工人 数 ， Ж, 


Р( 527) = хе (0.2)7(0.8)8:4:- 0.0003. 


Ийни ЖЕЕ 2. 1. 1. 的 第 一 列 得 到 。 上 上 述 结果 说 六 ,车 
最 多 只 能 供应 6 个 单位 电力 , 则 超 负荷 的 概率 为 0.0003， 或 者 说 ， 
平均 地 在 3333 Ур, АНТОН. ЖАПЫ) 55:5 个 工作 
时 中 可 能 有 一 分 钟 相 负 葵 ，( 注 意 : 此 题 的 解法 也 可 由 查 表 .1 1 
之 第 二 列 来 求 得 ， 事 实 上 ， 
PEST) =1-Р4<7) 
-1-Р(6)-1--0.9998 
=0,0002. 


这 酷 为 不 同 于 上 述 答案 ， 我 们 在 这 里 建议 去 查 表 9.1.1 之 第 一 
Я. аа: 在 现在 的 情形 ， 查 第 一 列 时 ， 只 用 到 三 个 数据 : 
+ é£ ° 


me a 


P=) +Р(Ё=8)4 Р(&=9), ҖАҢЖЦЕЗ5Ә: ЖАНН ЖЖ — $l 
时 小 . ) | 
例 2.1.8 (ЯЛАР) UR jAEShun ТЕЛЕ ЖЕННИ КЕН 
病 的 概率 为 20 免 ， 现 新 发 明 两 种 疼 音 ， 疫 昔 4 注射 在 9 只 健康 鸭 
后 无 一 只 感 沫 传染 病 ,疫苗 5 福 射 在 25 只 网 后 仅 有 一 只 感染 ， 试 
问 应 如 何 评价 站 两 种 疫苗 ， EEDD H В 
Е MENAS SEK SEO E3R р 0.2, 
ОДЕЯНИЕ (0.8)° = 0134200, 2.1.1 第 一 
Яр. вя, йв 全 无 效 ， ҢІ 25 RRES A Ава 
ж)» | 
(0. Сы. дуз: (0 аум 0.0254. 
TE 工 工 最 后 一 列 ). ARR 0.0274 很 小 ; ARER 0.1342 
小 得 多 ， 因此 , 可 以 初步 认为 疫 蔚 吾 是 有 效 的 , 并 且 比 疫苗 4 有 效 . 
及 图 2.1.5 可 以 看 出 ;二 项 分 布 具有 如 下 的 性 质 ， 
1) 对 二 固定 的 n ЯР, £ B b ИОНЫ ШАШАР, 
直至 达到 最 大 值 , 然后 其 下 降 ! . O 
2) 对 于 圈定 的 P, 随 着 * 的 增 大 ,5 (n, p) ВЕРЯ, Oke 
0<р<1) Е 
| 56:77 5(n,8) 的 通 项 为 
一 CR 人 一 0 
则 有 
(уп, P) -GHD et Әрі, 
5 lin, p) 54 
масаға КЕМ, ЖӘПЕ 的 增加 而 
Е; 4 2 (а 19р, B| FEE; (a Пр=т 为 正 整 数 时 ,两 项 
#88, BU bim я,р)<50т-1; np), ИНК. Ж 
(n+1)2p Ж ЖЛЕ Я, МИ (n-rl)p-3<m=< (a+ HRZ Edg 
. 227% 


т, E b(min, р) ЕКІН. К; 二 项 分 布 的 通 项 5(h;n, р) 
Щщ h ЕҢ 0 变 到 训 时 ,单调 上 升 ; 当 -zw 时 达到 最 大 值 ( 阁 (s-+ ПР 
为 正 整数 , 则 有 两 个 最 大 值 5Kz 上 pin № (+ Dp— in, р). 
И, ЯТА ртуть р), и: aD 1<т< 
(a+ 1)р). 

当 ЖЕН т x |М, Dr р FR. ИЖЕ 
ЩА, В Б(т; п, p) 29 th CN. MEJLEM EK Hi. 

02.1.9 EB 2.1.7 有 关 能 量 供应 问题 中 ， 求 最 大 可 能 有 
ЗЛА Br 

№ H -Ta=9,p-02 2? 

(n+1)p=2 
为 正 整 数 ， 从 而 知 最 大 可 能 是 1 个 工人 或 2 个 工人 同时 要 求 供应 
一 个 单位 电力 .这 从 表 2.1 工 第 一 列 也 可 直接 者 出 来 ， 在 这 种 情 
说 下 的 概率 为 b (2: 9 › 0.2) =0. 3020. 

#12. 1. 10 ЖЕЙ 2.1. 8 有 有关 药 效 试 验 问 题 中 ， 求 在 正常 情况 
下 ,没有 注射 疫苗 时 9 只 信康 网 与 25, 只 估 康 移 当 中 分 别 节 可 能 受 
到 感染 传染 病 的 网 数 . 

解 ” 对 于 $ 只 健康 网 的 情形 ， 因 为 n 一 8，3 一 0.2， 由 上 例 可 
知 ,最 可 能 是 有 1 只 或 2 只 网 受 感 染 . 

对 于 25 只 健康 鸭 的 情形 ,因为 一 25,? 一 0.2, 故 

(а+1)рР=Б.2 i | 
不 是 正 整数 , 故 可 知 在 这 种 情况 下 ,最 可 能 有 5 дее» 在 这 
ВР ВНЖ АЖ 52; 9, 0.2) =08020, K 55; 25, 0.2) 
=0.1960. 也 可 由 表 2.1. 1 看 出 ， 

从 图 2.1.6 ШІҢІУ-Б(а, р) ВЕЙ n 增 大 而 趋 于 对 称 这 一 -现象 ， 
使 我 们 想到 n 的 改变 ， 可 能 引起 二 项 分 布 趋 二 基 种 极限 分 布 ， 在 
不 同 的 条 件 下 ， 可 以 设想 会 得 到 不 同 的 极限 分 布 ， 下 而 的 泊 松 害 

+ @3 = ` 


理 就 是 说 明 一 项 分布 ДАЈЕ. ВНЕ р, О 1 
(л ==1,2, =, 我 们 有 
定理 2 1.1 АД) Ж тар, = 4520, | 


limb(k; n, Pn? = НС ра (1 — pa)" toena 


(k=0,1,-"-,. n, -)@. (9.1. 2) 


МЕ шісіЕ, 
i к вые ца k- 1) та-ау 


е оаа 


А. =A Pas 


其 中 


ва’ 


An я 
limÀ = 2°; lim l =е7А 


эса 070-62) = онежь ашо 


нар, я, өле Те, 


当下 一 0 时 ， 显 然 500;m pa) — (1-4 aN ->e W 


жњ # яр, =А 0 n=}, 2, ©), ЫШ (2. 1, 2) ЖЕЗ. 
定理 2.1: 1 ЖЕНА: Жар, ЕЗЕҒЖЖА, Ж, E 


Ф. 5. D. Poisson (1781-1840), Recherches sur 18 probabilité des juge- 
ments еп matióre criminelle et en matière civile, próçedges des règles gá- 
пөге!ез du calcul des probabilités, 1837. 

Ф ЖЖС: =1,0151. 


. 854 + 


Л, ?4 足够 大 (希望 使 得 limnp, 存在 )， 则 一 般 说 来 DC п, pa) = 
өмі, Жан Àn = np, (E=0,1,--", n). 
2.1.665 2.1, 2 UEIN TEES (AAS Mi. 这 里 把 (2.1. 2) 


式 的 右 巡 称 为 渔 检 分 布 ,并 把 整个 数列 | 6 名; 0,1, аж 
РА), Ха»: | 
Раз = Же (0,1,0), (2.1.3) 
m 2.1.2 


— 二 项 分 布 (10.2) 


b(k;500, 0,002) 


РП 8.3 3 
ШНА P (2). 
.3675 .8079 Қ 
.8682 13674 0.24 
‚1841 .1839 


. 0632 10618 
‚0163 ‚01583 м 
.00303 .00307 
‚00050 ‚00051 ы а ырш 
- 009075 ‚000078 ‚ 0123456285910 
Р №} 2.1.6 “Жа АНАНЫ 
Ил РИ Е 
ёа F i ЕЕЕ Р fB Л), 当 贝 努 里 试验 的 次 数 п. 很 大 时 ， ж 
件 发 生 的 频数 的 分 布 . 实际 表明 ,在 一 般 情况 下 , 当 ?<0.1 h, 这 
种 近似 是 很 好 的 ， HERY п 很 大 都 可 以 《这 点 从 比较 二 项 分 布 与 
ТАА Ж ШЕЕ АН ЖЫЙ, ЯПАН). 例如 ， 当 р=0.01 bf, Ж 
я-2%, ойе әй 下 表 说 明了 这 一 情况 ， 其 
中 8p=0.02. 


"b n A hne b 


E bk; 2, 0.01) P(E; 0. 02) 


ООО 1 
Ü 0. 9801 9.9802 
1 0.0198 0.0196 


z 0.0001 pb. 0002 


опт winana 1-22! мен e 0852 ср wana aasan wapus с. СС 


эй 3 {Ие БН ПЧ РЕ ДЫ Ez Н, ДЕЗЕ E pak ЫТ ЭЁ, 
#12.1.11 设 枪击 飞机 ,每 次 命中 目标 的 概率 为 p:=0.001, 6 
射击 5000 次 , 试 求 击 中 两 弹 或 两 弹 以 上 的 概率 . | 
Я ТЕЖЕ, 显然 三 服从 二 项 分 布 * 故 
Ь(0;5000,0.001)--(9.999)%9--0,0071. 
由 于 此 时 A=ap=5 Mi ИЗ 
' Р(0;5) =е-" 0.006738. 
x 
b(1;5000, 0.001) = (0.999) 989, (0.001) .5000 0.0354, 
ІҢ . 
Р(1;5) =е75.5 0.03369. 
故 所 求 的 概率 等 于 
РС>2) =1—5(0; 5000, 0.001) — b(1; 5000,0. 001) 
=0.9575, 
而 用 泊 松 分 布 时 ， 
Р{& >2ү=1—Р{0;5}— ра; 5)==0.859572. 
ВИНЕ НЯ РАЕН ЯЛЕ BI 0259. 易 知 ， 
| 最 可 能 击 中 次 数 为 5 ЖЖ 0.175468. 
Т ENTANET HPE РОЗ А) 
则 由 表 查 得 @( 例 如 当 454,4 时 ,本 书 的 附录 中 有 表 可 查 ). 
62,12 ЖК 800 Е bio ЧУЛП 
РАЕВА ИК 0.005, WRR AE ST IE PS I ОСЫН Ж; 又 
求 单位 时 间 内 扯 断 次 数 不 大 于 10 的 概率 . | 


Ф 当 # 小 于 50 FF, МУЖ НЕ, 例如 : Tables of the Binomiel Pro- 
bability Distribution, the Nationalt Вигода of Standards, Kew York, 
1840. 

@ Е. С. Molina, Poisson's Exponential Binomiai Limit, D. Уаш Nos- 
trand Company, пс, Princeton, М. J, ,1942, 


. 56 = 


№ ЖЕ n=800, p=0.005, пр=4,(п-+Е+1)):=4:005. ЖЕН 
ВЕЗЕТ d. 其 概率 为 5(4; 800, 0.005) =C $ ,,.0.005*-0.9957% 
二 0.1945。 用 消 松 分 布 时 算得 P{4;4} =0.195367. 
在 单位 时 间 内 扯 断 次 数 不 大 于 10 的 概率 为 
18 - 6 ú 
275; 800,0.005) =1— 57600, 0.005) 


қ-0 kall 
НЕ 


‚1—1Р(Ь 4) =1—0.002840 =0.997160. | 


此 例 说 明 ， ATIE ЧЕТУ БЫНЫ 
便 的 ， 否则 要 用 对 数 直接 计算 二 项 分 布 的 概率 ， 将 带 来 很 大 的 计 
ың. 

ği 2.1.13 设 根据 过 去 的 统计 ， 已 知 在 基 种 产品 中 出 现 废 品 
үн p=0.014, 现 车 要 求 有 90% 的 可 能 性 在 一 个 箱子 的 这 种 
йз Р 863649 100 个 合格 产品 ， 试 疝 在 一 一 个 箱子 中 至 沙 应 这 多 少 
а ' 

Ж 设 100+z 为 所 求 的 产品 数 ， 峙 问题 变 为 去 求 最 小 的 z 
BE 500; 1004-2,0.014) 4-5(1; 100 十 zs0.014) + + 0023 100 十 z， 
0.014) ;>*0.9. Т apa<w100x< 0.014=1.4, 利用 汝 松 近似 可 去 求 最 
ДУУ z, 使 


 P(0;1.4) + P(1; 1.4) + == .+ P(zi1, 4) 220.9. 
查 宕 可 得 , 当 z—3 BF, 220 0.9463. ЖЕГП Я ЕЕ ТВОЕ 
103 个 产品 ,就 可 保证 有 90 吕 的 可 能 性 使 其 中 有 100 个 是 合格 品 ， 
下 看 讨论 范 松 分 布 的 性 态 ， = 
例 2.1.14 若 随机 变数 由 下 天 给 出 (其 中 1>0 为 常数 ) 


自前 知 皇 服从 (参数 为 4 УПА РСА). 
HAER ЫНА (2.1.15, НА, PSko 是 显然 
的 。 其 次 ,由 
= > 
5676 ^^ =1 


кш 


ЯНУ РЕНА =1. 
і-й ， 


B 2.1. 7 5 2.1. 8 分 别 结 出 了 溢 检 分布 的 (概率 ) 质 量 分 布 图 
Б ЖЕЖНДЕ 1 二 3.5 的 情形 )， | 


T 


0 1 2 3 d 5 $ 


82.17 iN ERCA -3.5) 


№ 2.1.8 ЯВЫН ЕА A 3.5 
| Р(&=0) =0.0302; 
Р(Е-г1)--01057; 
Р(Е--2) =0.1850; 
Р(Е-<3)--0.2158; 
. 53 + 


Р(Ё=4) = 6.1888; 
Р-5):-0.1322; 
Р(4--6) =+0.0771; 
Р(8:513) =0.0001. 
9.1.9 ЖТЖЫ ЕК À ЫНА Ж, ЕЛИ, | 
ЕЛЕНА НЕ ИЕТ — 3 a 21; Л 增加 时 , РН АЗЫ, 


Pis} 
0.4 . 
= т’ € š$ + 6 2 Ò | + в во 
Аса - (Ат. 


0.2 | 
Ф Ша. зА 
+ & & 10 12 14 16 18 


. Ашв `. 4с10 


国 3.1.9 ЖАК ИЕН 

ВАЖНА, АЯТ ТЕН ХЕ ЖНЖ 
件 出 现 的 频数 # —0, 1,… 的 概率 分 布 情况 的 一 个 数学 模型 ， 诸 如: 
飞机 被 击 中 的 子弹 数 ; 妙 甸 的 细 线 被 扯 断 的 次 数 ; жанат 
客 品 出 现 的 次 数 ; 一 个 集团 中 生日 是 元 旦 的 人 数 ;三 胞 胎 出 生 的 次 
数 :一 年 中 死亡 的 百 岁 老人 数 ; 一 页 中 印刷 错误 出 现 的 数目 ; 一 年 
中 暴雨 出 现在 夏季 中 的 次 数 ; 数字 通讯 中 传输 数字 时 发 生 误 码 的 
个 数 ;… 等 等 随机 变数 ,就 都 相当 近似 地 服从 泊 松 分 布 . 

#2. 1.16 Д 1875 年 到 1935 年 中 的 某 63 年 间 *- КЖ 


а #9 + 


(5-9 Жі) Жж ат 180 К, ИЖЕ —4 B 3 rh 92 E kk 
(# =0,1, 2, .--8) ЕН ЫН P,( 设 每 次 暴雨 以 1 天 计算 ). 
解 一 年 夏天 共有 的 天 数 为 
з =81-+ 30--31--31-_ 30-1583, 


жопа и p= 85183 8 IÉ Els, ЇЙ л =103 M 


HEK. ананды. BT 


180 


дар =180 63 Шығ“ 2.89, 


因此 ,可 得 | 
Р; =P(0;2.9) e+e 0,055; 
” е, Ф,=Р;2.9) = Ае”5=АР,<0.160$ 


Р, -Ар, =0.2320; 


P, -Ар, =0.2243; 
f Р, -Ар, =0.1626; 


P, Ар, =0.0943; 


P, -Ар, 一 60456; 


уб P, =Å P, 500189; | 
| Parts = 0908s 
хе + | 
с! Кк е D= (я тст е) Ар). „0.1. 4) 

ЕИ K E k КИ Po АХ 63 年 中 应 有 ©З» 


= 99 с 


РЕН, ГЕЯ ӘНЕ ІНІН ЖЕ Ж. 
”例如 , Ет ані ЕН 14 ТЖ, 计算 则 为 14.8; 总 起 
来 看 , 符合 情况 较 好 . 


Г: St | ° 1 2 |з Г: | з Е [> 

ss tE 38 Ep =. ШЕ 
ШЕ Іі . 10.1 | 14.6 | 14.1 | 10.2 Í 2.9 | т [bar 

ФАЗЕЕЕ, ЧЕЗ, PHHH, 1963. 

РА КАГОР КЕН ЖЕТІК 
素 分 布 的 数学 模型 , 但 是 理论 与 实践 都 说 明 , 一 般 说 来 它 也 可 作为 
下列 随 桃 变数 的 概率 分 布 的 数学 模型 : 

ЕН — ВЕ НАНА т, 

D ЕКІ a- 质点 ， 到达 其 个 计数 器 的 
质点 数 ; . | 

2) А—1Л Ж SË ARZA нын т, 到达 阳极 的 电子 数 3 

3) 来 到 某 公共 设施 要 求 给 予 服务 的 顾客 数 ; 这 里 的 公共 设施 
的 音义 , 可 以 是 极 汶 广汉 的， 诸如 百货 商店 的 售货员 ;工厂 的 仓库 
ЕЕ BU ЖИБЕ СЕЗ ИЗИ, 顾客 可 以 相应 地 想像 为 飞机 . 其 
它 情形 亦 类 伏 ); 洋 口 的 装 序 货物 设备 ;金工 车 间 的 修理 工 ; 电话 交 
换 台 的 干线 等 竺 (在 这 里 , 让 我 们 假设 在 每 一 个 极 短 时 间 内 ， 同 时 
到 来 要 求 服务 的 顾客 至 多 只 有 一 个 。 在 很 多 情况 下 ,会 是 这 样 的 . 
但 是 ， 实 践 证明 ， 也 有 同时 一 批 闫 客 -~ 起 到 来 要 求 服务 的 情况 发 
生 ， 这 也 是 值得 重视 与 研究 的 课题 . 事实 上 ,排队 论 已 发 展 由 新 的 
方法 来 进行 处 理 与 研究 这 类 问题 . 但 由 于 它 已 超越 出 本 书 的 范围 ， 
我 们 在 此 不 去 讨论 它 ); 

4) ж ЖЕСЕ ЖЫҚ. 

这 些 随机 安 数 太 臻 上 都 有 如 下 的 转 点 ; 它们 都 取 正 整数 为 值 ， 


= 91 = 


НН ЗА ЭЕ. SHERRET ЖОШО 2ДЕ 
是 几乎 不 可 能 的 (例如 , 在 棋 短 的 时 间 间 赂 内 ， 可 以 认为 不 能 有 两 
个 或 两 个 以 上 的 电话 呼叫 同时 来 到 )， 另 外 , АВ, А 
与 时间 间隔 的 长 度 有 关 , 而 与 从 包 个 时 刻 开始 算 起 没有 什么 关系 . 
ЖН, ТЕЛ ЖЖ НЕП pq, 彼此 没有 什么 影响 ， 我 们 可 以 证 
明 , 在 满 是 上 述 相 应 的 数学 条 件 下 ， 这 种 与 时 间 有 关 的 随机 变数 ， 
确实 是 服从 泊 松 分 布 的 。 这 正 是 大 量 自然 科学 中 的 随 桃 现象 可 以 
用 消失 分 布 进行 研究 与 处 理 的 另 一 重要 根据 . 
在 正明 过 一 论断 之 前 ， 让 我 们 先 引 入 下 过 教学 分 析 中 的 一 个 
结果 ， | 

引 理 ФО дй ров жшн, HERA 
toit Е | 

fitit ta) =f) кво, (2.1. Б) 

B. SOVER WAIRERE R, Ж о, 则 必 存 在 常数 
使 
+- Куе" (50). (2.1. 6) 
* 证 НС.) 700700), ВОЗЭН ЛЕЖЕ 2, Ж 


Кеа) = ССР". жа-1, 则 有 01)=| AE). тж, ән 
REES meN, | 
(Huo. (2. 1. 7) 
4% r= -mia A /a)=[/(+)] >, 
可 得 。 

0") er (2.1.8). 


O ж.н РАНЕЕ ИП, ПАН 5 А0 НО БЕВ Ж. 
= 92а 


ЖК АЖЫ: 对 任意 的 无 理 数 1>0, 有 
Tase" 

Ж ПН БЕШЕЗЕНЕНЛ ЕЖЕ. 

ЖР ЕНІ 40, (Ж.Ғ) зет" ORE SEDALU. 
ЖӘНЕ to> 1 事实 上 ,车 对 一 切 Е, ВЕ 
| fG =e 
则 当 Осе 村 ,可 有 

一 
ЖЕЙН f(1)= et 仍 真 )， 现 记 7 
= (2.1. 8) 


ая» JG) =|# 的 | > ， 其 中 4o/24 1, а 为 自然 数 ; ЭРЕ. 
коҳу. —Ю#ү>ө, жол жал» йш РОЛ 


Ж! (2: 1. 5), АА (2.5.7), БЖ, ЖЕНТ РО) =1, ЛЕ 
AT TERY: 
1=F 0 ғауға 
fü )=[fO)l6=e- rh, 
这 就 得 出 了 了 矛盾 ,因而 (2.1.6) 式 成 立 ， 
下 面 证 明 Ft!) =1, 
仍 用 反 证 法 ， 设 Ра, WRAHA РО, ӘЖ 
ере ӘН АҒА УҒА - = У(1)-1). | 
т 54 R 1—25', MA 
Р(Мту=[Ё(т)]*—>»со (Nto), 
然而 ,可 以 证 明 , 对 任意 N = 1,2,... 
ЕСМ) (<и (M ЗИ 
ik Ы РОМт) ГЕ). В РО) =1, 
事实 上 , 对 任意 ER 
. 9%. 


|К(#у| М, 
这 是 因为 对 性 一 ӨР, ЖЕ UOL #'+с1) ЕН r, 使 得 
t=r+i 而 由 假设 有 
ПЕС = ТЕСЕ СЕТ) SFE 
= [FCE Е СІЗДЕ Зе ЛЕ 
推论 1 设 ЛС) (2.1. 5 及 在 任意 有 限 区 间 上 有 界 ， 若 存 
在 to 使 了 (to 天 0, 则 必 存 在 常数 ", 能 够 使 (3.1 ORI. 
证 考虑 Ра) то. (ЗА, НР РОЯ НЕ, 故 存 在 
то, 使 


ао 
ЖЕШ: *— BJ 220,9 
Fot) = ау е-е = a" 

ОМОН, X T tE 0, 
则 {2. 1. 6) № зг. 

“КҮН ФАГ ЖЕБЕ КЕННЕН КН ЭЕ ERRA bakht. ЖІ 
易于 理解 ,我 们 采用 有 关 电 话 呼叫 的 术语 来 叙述 . 

G E 表示 在 时 间 泛 间 (9, 村 上 来 到 的 电话 呼叫 数 ， жети 
РЕ, ПРЕ А-А ӘН ЖЕ: | 
| 1 平稳 性 .在 (tavt 如 十 站 上 来 到 的 呼叫 数 是 МЕР, (4) = 
P (£ (ta, ёо Е) =) ЯЕ АЈБ В Е Нет эми 

ЖЖ (k=0,1,---); 

2° НЕ EERE). ЕЕК n "ЖЕР [B| Pc [Н] 
《2 可 人 一 123) 中， 各 和 来 到 的 呼叫 数 是 相互 独立 的 ; 即 若 
жі МЕА А (а,,5,1(і-1,2,--, ау 有 个 呼 册 来 到 ， 则 事件 
са, b] = kb (t—1,2,: п, Эй BU; 


Ф A Eito hti JRR AE ір, ta Т ЕЖЗШ ЫЖ, 
. 94. 


FOH ра) =е-"и, (220), 


тет) „г 
+ пя 4 toi j" 


Зе ВН ТЕШ ЛИНЕ А, Ж # Жан; ШШ 
ау) =1—Р„(@#) —Р, (8), Ш 


аға о... 
уа) =o (2); 


4° JEE RAE. ROJER Ру. Ф 


“ж. 1° 说 明治 松 过 程 的 概率 分布 不 会 园 时 间 的 推移 而 发 生 
se 性 质 2° 说 明 前 一 时 间 区 闻 有 无 呼叫 或 来 到 £ 少 个 呼叫 并 

影响 到 后 硬 时 间 区 间 上 有 多 少 呼叫 发 生 的 概 素 ， 性 质 3° 说 胃 
көшкіні t, ЩЕ 很 小 时 , 二 次 以 上 的 呼叫 来 到 的 可 能 性 是 
可 以 忽略 的 ， 性 质 4" 说 明 不 会 在 任何 时 间 区 税 中 恒 无 隘 叫 来 到 ， 
并 有 在 任何 时 间 区 词 中 必 以 正 概率 发 生 如 下 事件 :或 者 没有 呼叫 ， 
或 者 来 到 1 个 呼叫 、… ан (最 后 一 点 ， 其 实 是 由 于 .各 为 随机 变 
数 并 且 只 取 0,1,2,… 为 值 所 要 求 的 ). 

对 于 泊 松 过 程 ,成 立 下 面 的 定理 : 

ЖЕН 2.1.0 广 松 过 程 &1 必 服从 以 代为 套数 的 泊 输 分 布 
РАУ, Жо 4>0 是 常数 , 即 | 


- PG == GD" (к--0, 1,2, “2. (2. 1.10) 


证 由 1° 52°, 58 Ре r Í 
Р.С, +) = P (t, P, (te). 
显然 Palt) 是 单调 下 降 的 ， ЗЕН P.G) 不 能 恒 等 于 (СЕ, EEE 
的 时 间 氨 间 中 必 有 了 呼叫 来 到 ， 从 而 可 得 在 任 一 有 限 区 间 中 具有 无 


! 


T НЕБА М, Р(О)==Р (5 Со, ORRERA K B: АЖ Лу 
В КЖЧ ТЕ, НИЖЕ P (О) = 


. 95 + 


穷 多 个 呼 器 来 到 ,这 便 与 假设 4* №), бийба 2 я 可 得 ， 存 
在 正常 数 4>0G, 使 

Piser (#>0). (2.1.11) 

往 下 求 Pott)， 将 (0, 分 成 # 个 等 长 的 孔 不 外交 的 子 区 闻 ， 

且 n2>k, jG А, 为 “在 某 上 个 子 区 间 各 刚好 出 现 一 个 呼叫 , 而 在 其 

余 的 8 一 个 子 区 间 中 没有 呼叫 来 到 ”这 一 随机 事件 ; А.Ж? 

有 一 个 子 人 区 闻 出 更 一 个 以 上 的 呼叫 "; Аз 900,01 íF # h ADF 

Щщ Ж”. Ж 

i Р) =P(A) + P(AsN A), (2.1. 12) 


Окшау АЫ 


kar 


е а-ы. | NE ыш. а а ео 


e pa-p- У ee) 


аа 


я. 


ред) е DD үу, 


кт | . 
© РСА) эе". 05 (a>) (9.1.13) 


注意 到 
(=) но 


" 


` B(A, панаа) 


(я->со) Ы 


(2.1.44) 


D Арц е0 нф, Р, 1, kuy А220, 再 由 РОЗ, К А220. 
. Gý = 


H (2. 1.13) № (2.1. 14), 在 (2.1. 12 rH Ar в хо, з н 
a a-il AE)” 
P, (E) =e o Ё 
Па ЖЕСЕ, ЕСО. E 
此 ,自然 会 问 : МАН ЕН, НЕ НЕА, 
有 ?+ 例如, 关于 分 布 图 形 的 上 升 下 降 性 及 最 大 慎 等 ， 


由 | 
P(O A) „Å 
РА „+4 1,15 
Рав k (2.1, 19) 


BJ I, š СА MPi A) РАМ БА И, Р-Р А). 
ТЕА RESAH, ж РОСАу-Р(А-1; 4). dihitt: ПОЛИ 
项 P(&; ДУШ p h 0 变 到 [4]( 这 时 以 [上 J 记 不 超过 的 最 大 整数 ) 时 , 单调 上 
Э, ЖАЛЕ k= ГАЈЕ, AARI PA Д ОЙ А = ГАЈ, WARDA 
РО; А) РОА —1;5А)) 5 ШЫҒА ЙЕ, РОБ ДАТЕ, МЖ 
[ 妇 为 最 可 能 出 现 次 数 . 

Я, МЕН СН я, po РОБ D RBE imap = A, EA FTI 0р, 


1), АШ н МА БЕ Y b (Ë; n, Р.) "P (k; пр.) (#== 0, 1,2, ---, я). 在 这 种 情 
m P, НЖЖ (пі) р —1 < np (в 1) Ра В Шшяр.-Л, ря: s 


яр, 与 (я-++1)р„ ЖЕЛ E F НТ, ИОВ НАНА т, 它 满足 
intl фа 1 ат (я9-4-1) р НЯ, (Дар, А Б) ТЖ Л ЖЕЛ] НЕҢ Ж 
REA: Гар, ] = т-—1 Сар < (9-1), 1 р), Жар, [яр] 
> intip l ANRE] = т (Гир. > (n 1)p.— FPD. 在 此 情形 。 二 者 
АЙЕЛ ЕВНА И. ЖҒНЕ fr hp АКИ BB IH — 项 分 
布 的 最 可 能 出 现 次 数 或 者 相 针 或 者 泊 检 分 布 的 比 三 项 分 布 的 小 1 但 在 np 
为 正 整 数 时 , 消 松 近似 的 最 可 能 出 现 次 数 为 [np,] 与 [sp] 一 1; 但 二 项 分 布下 
(n, РО 的 最 可 能 出 现 次 数 却 只 有 一 个 ， 它 为 [#8] (因为 在 这 种 情形 下 (а 
1) 不 是 正 整 数 )， 同 理 , ФЕ (9-1) EERS, = 项 分 布 的 最 可 能 次 数 
有 两 个 : (atipa 与 (4 十 让 8, 一 1; 但 它 的 铂 烩 近 侯 却 只 有 一 个 最 可 能 出 现 次 
Жа (因为 在 这 种 情形 下 ар, ЖЯЛЕЖЖО, ЗЕЕ [np,] 一 m+) p, —1. 
NZ. 1.16 RREN 3.1.15 中 一 个 友和 李 内 最 可 能 出 现 的 又 丽 次 数 及 其 
概率 。 - 
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a 


м EEEH MIEREA EA AA E, KI EAR ТИЕ 
BAE пр. = 2, 共 出 现 的 概率 为 Pam 0.2320. fE 2. 1.15 ВИ 
中 ,我 们 可 以 看 到 , KEHA, КН 2 К НИ ЛЕ Қ (14. В 
ж), ARMERIA 3 次 暴 两 出现 的 年 数 最 多 (19 年 )， 去 次 才 是 出 现 3 次 
ЖИПЕК (14 F), A EEN A RE HE k. 


ЖЖ, ЕКА LAO. 并且 它 的 分 布 
到 与 二 项 分 布 有 着 密切 关系 ， 在 一 定 条 忻 下 ， 后 者 起 它 的 极限 


分 布 . 
称 随机 变数 5 是 服从 超 几 何 分 布 的 ,车 它 满足 ; 


数 ， 由 下 面 的 等 式 : 
("= (ам. ая) , 
ЗН z" 之 系数 , 容易 得 证 


cosco =1, 
НЕСЛИ АІ. А, АОВ, të 
意 抽取 个 ， 则 其 中 恰 有 的 讼 品 个 数 4， 便服 从 上 述 的 超 几何 分 
Ж. ЖӘМІШ limpa, ( 亦 即 ,在 无 限 多 个 产品 中 ,废品 率 是 
P), НЕ ,保持 不 变 的 条 件 下 ,有 а СРО —p y=, 


” 亦 即 ， 超 几何 分 布 的 极限 分 布 是 二 项 分 布 . 这 正 与 我 们 的 直观 想 

Зе: ЛЕВАК ДЕ р Вуда БДА, ЕН е 个， 
СЕИ a ОА НЫ) КОНЕ ТЕ СИР “ pi à НИ” ¿k 

一 事件 发 生 了 2 Ж ,ш FP АА e as £, ЖА Жіп жі ui] Cap 
. 98. 


МАЖ ЕК). ҮЕЖЕ F, ТЕЛЕ ҖУК ДН АЕ 
=. АЖ ЗНАЯ. 
Ж ТЕШ. ВАЛ ЖЕЕ 89; 
ОИ орут, 


М ! 
жм? m0 


Сиб Мү НЕ (М—М)| 
cx ki (M Еур (n-k) (N—M—rnth)i 
RICON —n)1 
NI 
n! M-(M—1)(M—k+1) 
ШТЕСЕЗІЗІ N-N-N 
NM) (N — M—(n—k) +1) 
NN 


. N N... M 
ММ —1)-..(N—n+1) 

R plimay =p", limby = (1— Р)", limey=1. 故 得 证 , 

下 面 进入 讨论 非 离 散 型 随机 变数 . 

= аоныптиохикан 

如 例 2.1.2 БЖ, ЖТ. ҖЕНЕ ЫЙ EHEER AAT 
PAIS FË 0 ANEKA, ЖҒА- ЖЕ — DB] N EE 
ЖБИ НЫ E 由 干 它 的 慎 不 是 集中 有 限 个 或 可 列 无 穷 个 
点 上 ; 国 此 , RA RaRa FEAA БАВЕ Раса 
а<5 为 任意 实数 ) ,才能 个 反 它 取 值 的 概率 分 布 情况 . 

对 于 了 最 值 非 离 散 的 随机 变数 ， 共 中 有 一 类 很 重要 且 常 见 的 类 
济 , 就 是 所 谓 连 续 型 的 随机 变数 . 


定义 2.1.3 ЧЕТ НГА у(х), Г. /\т)йл< со, WE 
БЕКЕН РЕ Б (а, 5) ж 


а ОА алом Ск» 


. 99 a» 


Р{а<&<Ь}= | 0) йг, (2.1. 16) 
则 称 为 具有 连续 型 分 布 或 称 E аа f(x) 称 为 & 


“а а es" h, SIA TAMER Рон, T 
жИн(2.1.ө69жға)-| Қойда. ниже 


知道 ,此 时 F (a) 实际 上 是 绝对 连续 的 ， 因此， 把 这 种 随机 变数 称 
之 为 绝对 连续 型 , 而 把 分 布 国 数 P (z) 连续 ， 但 是 又 未 能 以 非 负 画 
数 的 变动 上 限 的 积分 表 出 的 。 称 之 为 志 续 型 可 能 更 为 恰当 名. 考虑 
到 本 书 并 不 讨论 后 者 ,并 且 大 多 数 书 中 都 称 注 足 (2.1 16) 的 随机 
变数 为 连续 型 ， 雯 虽然 不 是 很 恰如其分 ， 我 们 在 本 书 中 仍 采 用 这 
一 传统 的 称呼 与 定义 . 

由 定义 2.1 3, # 


[| та) ае =Р( со 6%) 1, 
因此 ， 同 高 散 型 随机 变数 前 概率 函数 一 样 (比较 (2.1 DA 
对 密度 函数 f (а), 有 
Бау>о, 
Әкелі. | 


如 果 我 们 把 Pts<#<8} 看 作 在 区 说 (a,5) 上 的 质量 , 则 f (z) 
EREN. 
由 定 2.1.1. ВРАГ РЕНН RRE, HiHi cE Ж 
Plac Eb. JAEL. 
对 于 连续 型 随机 变数 Е, ERE- z 的 概率 为 水 Е, E а 
=з) а-а), 


aml 


(2.1. 17} 


и) A. N. Sbiryayev, Probability, Springer-Verlag, N. Y, (1984). 
4100. 


Pifas} пор ficat РЕ 


zł ! т 
=lim| Рада Га): 0. 1 


ГАН, тж 

D Раза = Ред Рі Сі! Рт.) 

2) 概率 为 9 的 事件 不 一 定 是 不 可 能 事件 ， 同 样 ， 概 率 为 Y 的 事件 让 一 
定 是 必 有 然 事件 . 

对 于 高 散 名 随机 变数 2, 


ЭКЕЛЕ ТЕЗЕ ВА ЇН РЕЈА 6- 画 数 ( 印 广义 卫 数 ， 有 关 它 的 概念 和 性 质 
的 斌 论 参 考 117])。， 则 对 于 高 散 型 随 册 变数 ， 也 一 拌 可 以 有 《广义 的 密度 于 
Ж. Ип 


#, (ay DS pra) 


ӛзі 
就 是 一 个 密谋 函数 , EWE (2.1. 17)， 也 满 是 (2. 1. 16). 
下 面 举 出 一 些 常 用 的 连续 型 随机 变数 的 例子 . 
#4 2.1.17 ( 均 名 分布) 者 随机 变数 的 密度 函数 为 


Ка = = 4 аи, 
0, 其 它 ， 


则 称 二 服从 在 Tasb] 上 的 均匀 分 布 (或 说 ,§ 均匀 分 布 于 La,5j), 
可 以 证 明 , f(z) И (2. 1. 17), 
ftw) 之 0 是 显然 的 。 且 


ы 
f(z) 的 图 形 如 图 2.1. 10, 


(2.1. 18] 


1 їз 1, 
-а 


b 


> Е. 


| 


Æ 2.1.10 5504 ШЕН 4k 
H (2.1. 18? 易 得 
1° Р{&>В}= | ozz=o， 
同 理 , Р{2<а) = 0, 
2° Жа<с<і<Ь, WI 
# ду 1 


Ріссе<4)- | ==; (4—с), 


因此 ,具有 均匀 分 布 的 随机 变数 5 的 物理 意义 是 : £ ЗНАТЬ 
或 小 于 а HREH 0, 2 КЭ 1 地 在 区 间 [a, 丰 中 取 值 ,并 且 £ йу 
EAA Lab] PEEN Ce 条 中 的 概 素 与 区 间 Се, 4) 的 长 度 成 
正比 ， 

在 数值 计算 中 ,由 于 四 舍 五 人 ,小 数 点 后 第 一 位 小 数 所 引起 的 
RÆ 5, 一 般 可 以 者 作 基 一 个 服从 在 [一 0.5,0.5] 上 的 均匀 分 布 的 
随 轴 变数 .又 如 在 Le, 人 中 随机 掷 质 点 ， 用 上 表示 此 质点 的 事 标 ， 
则 一般 地 ,也 可 把 上 看 作 是 一 个 服从 在 fa, 5 上 的 均匀 分 布 的 随机 
变数 . 

例 2.1.18【〈 正 态 分 布 ) 若 随机 变数 所 的 密度 国 数 由 式 


gp (z) = = (zCh,) (2.1. 19) 


给 出 , ПУХ £ BRA PANE E ЖУ А, 简称 三 服 从 正 态 N (0, 1), 
H (2, 1, 19) nB H p (e) 220, B. 


. 102+ 


“ ети. 


если RE PB Wk ЕЖ. 
正 态 No 也 的 密度 函数 图 形 如 图 2.1. 11, 


=з Z} -1—0670671 18 4) 
Б0% 
62.3 
95.62 


99.7% Е 
УФ 


2.1.11 正太 密度 函数 o (z) Bl. ЖТ: 
СЗТ 99,7%, КЕМ 
жх Ш АНА. 


现 考虑 函数 


1 14-0)? 
Pao 2) > ° ға (ев). (2.1. 20) 


显然 ф..(2) 220, Н. 


o (|. е Tds)" еза ЕЯ тте: 
аг ат)” „им [Га таз Ya = U " 


салаға 


p= (Г. е dedy. f 
ВНЕ: = ›созй, у= r аш Ü, шал | | + Ұға = а. 
. 
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(еее гании 29), саратан. 


т 
随机 变数 5, 若 以 {2.1. 20) ЯҢА, ИТКЕ ЕВ 
N (a, с). 
正 杰 №(а, с) ВНА 2.1. 12， 那 里 的 a 一 0, Жұ 650, Й] 
将 图 形 平移 至 以 4 AAPL, 


фо ғ {=> 


dail 2770.95 
1.210} ----0 = 5.5 
` 1.0 E — g =j 
Б 
` 
Ñ 
i қ 
nu， 1 


= її 
2.1.12 Ekat (0,0) Р 


从 图 2.1. 11 WR RAER МО, 的 随机 变数 的 直观 意 
义 是 : 它 以 很 大 的 概率 于 0 的 附近 取 值 ,而 取 正 值 与 到 负 值 的 可 能 
性 (概率) 相同 ， 取 值 于 充分 大 的 数 的 一 个 郭 正 内 的 可 能 性 是 很 
小 的 

жїз Жк, Ж: Ж EMBRAER NO DA 

1° Р(—3<{<3) 0.997 1 UEA TER RIN 
.104. 


2° РЕЖЕ 0<а<ь, A 


3° осм 足够 大 时 , РОЕМ) р, 

这 种 随机 变数 在 实践 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 例 如 : 理论 与 实践 
ERNER E RAER М(0,6),0 的 小 或 大 , БЕШИ T ЛЕР 
СТ РА ӘР РЕ ЗА, ЛК БЕШ T ЕЕ Е ЕО Е. x 
ЖИЕ АН ЇЙ Да 26 SA F жеде» БІЛЕ ДАЈЕ ЯН, 
其 它 ,诸如 机 机 制造 过 程 中 所 发 生 的 误差 ; 人 的 身长 ;海洋 波浪 的 
Ең; 了 电子管 中 的 噪声 电 访 或 电压 ; 飞机 材料 的 首 劳 应 力 等 等 也 都 
相当 准确 地 服从 这 种 “中 间 大 ,两 头 小 ”的 正 态 分 布 . 

上 证 提 到 的 测量 误 亲 .人 的 身高 、 区 浪 高 度 . 电 子 管 噪声 电流 
”种 以 及 上 例 出 现 的 射出 误差 铝 竺 之 所 以 能 够 相当 近似 地 服从 正 态 
分 布 ,就 是 因为 它们 都 有 一 个 共同 的 特点 : 它们 部 可 以 看 作 许多 微 
小 的 ， 独 立 的 随机 因素 作用 的 总 后 果 ， 而 每 一 个 因素 的 影响 都 很 
小 .例如 ,射击 的 误差 就 受 荐 许多 随机 因素 诸如 空气 的 温 强 放风 
速 .气压 .射击 仪器 的 随机 料 动 、 圈 准 者 情绪 的 适 机 波动 移 等 的 综 
合影 响 ， 在 正常 的 情况 下 ， 冬 一 种 因素 都 不 应 起 着 压倒 一 切 的 主 
导 作 用 .根据 后 面 第 五 章 讲 到 的 中 心 极限 定理 ， 鲁 可 知 其 有 这 种 
特点 的 随机 变数 , 一般 都 可 以 认为 近似 是 服从 焉 态 分 布 ,这 正在 
态 分 布 在 理论 与 实践 土 都 极其 重要 的 不 因 ， 

THRA ЇН, 即使 对 于 我 们 已 熟 皂 药 二 项 分 布 与 泊 松 分 布 ， 
当 试 难 次 数 无 限 增 大 了 时 (在 二 项 分 布 的 情形 )， 或 平均 出 更 次 煞 4 
无 限 增 大 时 { 在 泊 松 分 布 的 情形 ), 它们 也 都 是 趋 于 正 态 分 布 的 . 因 
此 ; 这 也 提供 了 一 种 近似 计算 二 项 分 布 或 铂 松 分 布 的 途径 . 

定理 2. I.3 (АИК ERIO 


а) Abraham БеМбсіуте, Тһе Doctrine of Chance, 1718, Pierre $. fap- 
Jace, Thione analytique des probabilitëés, 1812, 
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设 某 事 件 АШЫН ЖЕЖ РОО <р), ЕК 
ЕАН KAREKA P.G), mit а, 6], іа 


_ квр = +. 
T,= — apil- —р)' #—1,2, 
TA: 上 几 五 使 得 asrah, DRA 
БЕЗ, 
Наш-/ярдР, (№ = H „у, (2.1. 21) 


其 中 q=1—p. В, 4 kA EAL Ь] ЕЕ. 

k AE EB PS TER ез Sk ЖЕ Ja Hik НП жж. ХШ 
IR H БУ. 

Я 2. 1.19 设 生 产 革 种 产品 ， 出 现 座 品 的 概率 已 知 为 0.005， 
(ЕЖ 10000 件 产 品 ,其 中 恰好 有 40 件 度 品 的 概率 是 多 少 f 


Ж (2.1. 21) 可 知 


L елеу 
P.G) e p ые Уы”, 


(2.1.22) 
H Bl, =10000,р=0.005,4=1—р=0.995,&=40, № 


— Евр 
“пра = A/ 49.75 ==7.05, WAT 1.42; 


1.421 


Paon (d0) ме Y ~ ~ 1456 -ч0,0206, 
(щите # 0.456836 е Fagop. )- 
ТЕН, ЕЕ РА ҒА 

№. IER REES. 4.2. 
定理 2.1.4 (ЖЫ ж-е ы ЕН т ЕШ) 
ЖІП 2, ЛАЛА АБ (п, р),0<1р<С1,НП P(E, = k) я 

СЕРІ- ру, (%-0,1,--,ө001М 


limP («< = 2) ra Í «а, (2.1, 23) 
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例 2.1.20 Æ ЫАЖ Ж-Е 70 ВЕ. 
Ж 15 n Pry= a rh Н Я Ens ШН яр = 50,8 


ёзар 20 
P (š ||s70) = (ле; 78 5./ apg `~ 49.75 


2.84 Ры 
z 


=P (—7.09< T 22. 84) = | е 14: 
7.00 


= np Эл 
= Ф (2.84) — P ( — 7.09) = 0.9975. 


这 时 ,在 20 的 情形 ,中 (9 一 -7 六 | 6 асга (HY 


TO, 在 ><0 的 情形 ,利用 对 称 性 Ф (2) 1 — Ф (— 2), нг ИЖЕ 
ЖЖ Ф(а), 

Я 2.1.21 随机 抛 硬币 100 25, 设 出 现 正面 的 概率 为 0.5, 问 
“正面 出 现 次 数 小 于 60, 大 于 50” 的 概率 是 和 多少 

解 ” 记 出 现 正面 的 次 数 为 与 ， 现 #a=100，3 一 0.5，z2 一 50， 
w npg = 25 一 5, 故 由 (2.1. 23) 


Р(50< < 60) = p(507 50 РУТЕ 


=р(0 9050.2). 1 | ° ае =0.4772, 
5 „27 3 


积分 极限 定理 2.1 4 还 有 许多 应 用 . 这 里 再 举 一 个 例子 . 
ің 2.1.22 (座位 问题 НАС ИРУ Е ТА. (Я 
如 ,可 以 坐 汽车 直达 , 比较 快 但 路 费 稍 多 些 , 也 可 走 水 陆 联运 ,时 间 


稍 长 路 费 却 稍 佐 ) ,每 个 旅客 以 沁 的 概率 选择 一 种 交通 工具 ， 假 设 


有 1000 个 旅客 同时 每 天 由 甲 地 出 发 至 乙 地 ,车 要 求 在 100 次 中 有 
99 次 有 足够 座位 ，( 从 各 种 交通 工具 的 管理 人 员 的 角度 看 ? 问 各 种 
交通 工具 应 各 设 和 多 少 座 位 ? 
Ж 1000 个 旅客 到 来 , 可 看 作 是 作 了 1000 次 贝 努 里 试验 ， 对 
» 107 + 


PAALA 4 Ж, НИНЕ 0.5, ЖЖ s ТАН, ІШ 
НН ВЕН В УР, о СЕ) Ф (872807 


RER D Pion (+) 220.99, 亦 即 要 求 
k= 


1 (258) о. 


~ 250 
жағы 
8--500 
一 一 -一 . 
259 222.33 
JPH 536.84. 


РЕ ТД 4 至 少 需 设 537 个 座位 ， 岂 在 100 次 中 每 次 有 
1000 个 旅客 随机 选取 交通 工具 时 ， 最 多 只 有 1 次 发 生肉 位 不 
够 ， 对 另 一 交通 工具 如 也 可 作 辐 样 寺 论 . 

ТАТ SE ИНА НЕНА yfi E ВЕ. 

“定理 2.1.5 对 任意 的 a<, 有 


: s О 
lim ЭРО = ө dz, 


узы A 
ХД =А ТЫА 或 b- 8—4! 
. ЕРЕ 

这 一 定理 的 证 明 留 待 第 五 章 里 谈 者 自己 去 完成 . 

Я 2.1.23 (线路 问题 ) 设 电话 交换 台 4 要 为 2000 个 用 户 服 
务 ,在 最 忙 时 ,平均 每 小 时 每 户 打 电话 占线 两 分 钟 ,( 亦 即 每 户 用 线 
的 撤 率 可 设 为 上 5 一 前) 假设 各 户 打 电 话 是 相互 独立 的 ， 问 车 想 以 


89 多 АУ РАВНЕ я РЕЖ, РЕ РВ 
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(2.1. 24) 


ЖЕ mkA uran te ЕЛА ТАКУ ЯН, ЕШ Tau iB ЫВА np 
=2000- 2 ~ 66.67, 现 要 求 最 少 的 线路 М, 


N — 
0.88-< DP (k, 66.67) = е “йт, 


k= 0 


ERII, F а 0.99 时 


N — 66.67 


75667 一 人 327， 


ik 
N= 66.67 + (2.327) (8.027) =85.3, 
ЭКЕ, 安装 8 条 线路 就 可 以 了 . 


ШЫН НЕЕ СЕЗЕ НА НАНЫ 
llaspa = А20, 
Млла, 
b(Rin, p.) ae P (Е; npa). 
Hk iB ЖЕЛЕ Bh R hr ае Pr NF ЖЕ EB (SE BE 2.1.3)X WT LL ЕЖ ЯР 
#0: Ф cpl, Ч n КЕР, 有 
h-a Ы 
ыш „орар 5° Зе)", 
ВАЖЕН, МЕНЯ Тит ОНЕР ЖИЕН 
这 ,可 以 发 现 , 于 各 以 前 讨 过 的 , 当 了 Pp 很 水 移 时 收 , 妈 使 4 不 用 很 大 ;用 沂 松 分 
HEWA. CR AA H EALE 3.1,11 Мы ИЯ. {Н 
是 ,在 这 种 情形 下 , 用 正 塌 分 布 去 近 介 二 项 分 布 ， 却 会 产生 较 大 的 误差 ( 真 观 
上 也 可 想像 得 到 ,yp 很 小 ,# ЖЖЖ, ЖЖ az? 一 4 一定 不 会 很 火 ; 根据 这 里 的 
定理 2.1,.5, 正 态 分 布 就 不 能 很 好 地 近似 泊 松 分 布 ， 因 丽 也 就 不 能 近似 被 讼 
ЖЕНЕ ЛЖ. 
在 既 不 接近 于 4 也 不 搂 近 于 1 的 情形 Ур F 1 Hf, МШ4-1-9 
ВТЕ 0), 用 正 态 分 布 去 近似 二 项 分 布 , 效果 就 较 好 . 
ТАНА ЈЕ БАЯ Д ОЕ. 
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站 


-m 2-2, 


k biki 2500, 0. 02) K (BD, 7) РБ 


25 „0000 „9001 „0000 
Bü ‚ 0056 „0010 „0007 
85 ‚0052 . 0057 „0054 
40 „0212 „0205 „0215 
45 ‚ 0460 (0442 „0458 
57 , 0569 ‚0570 „0563 
55 . 0424 ‚0442 40422 
60 . 0199 ‚0205 -0291 
65 . 0061 ‚0057 „0062 
70 .0013 ‚0010 „0014 
75 . 0002 ‚0001 „0092 
例 2. 1. 24【 韦 布 分 布 ) ЖИПЧЕ 上 的 密度 函数 由 下 式 给 出 
—(g- r)" 
{у= fas -.(х--у)"-е ғ Ш ть, 
0, эң д», (9.1. 25) 
其 中 ,mm 称 为 形状 参数 ,v 称 为 位 置 参数 ， zo0 称 为 尺度 参数 ， 
- MU3F 二 服从 事 布 分 布 . 


参数 mv z 的 几何 意义 的 示意 图 如 图 2.1. 13, 
可 以 证 明 , 上 面 给 出 的 FORE L 17), 


BR SOO RERE) f(s)ds=1 
事实 上 
Г. flr) dr= mj. (= — р) 16 -Rgz, 


£ = ЭЭ", АЖ 
ГГе-чш-1. 


FR IB E тетігі ИМ. 
нж n ТН ын, Біле K AB. Л 


а 116 • 


Y= = 1 $, 所 人情 的 影响 


ұс \ y=Q 


ны 


m= 2, w 0 в 
Ш2.1.3 Hia г $ ЕИ ЕТА 


“111: 


[Н] IR ЕНУ Л z ТЕ НЯ 


-一 CD 一 CD 一 - 


图 2.1.14 


以 二 表单 个 环 不 被 拉 断 所 能 承受 (最 大 ) 的 力 ， 则 二 是 一 个 随 
МЕЖ. Ш, НЕ ТЕЛ ЫН, ЕЕ. БЕК 
效 的 概率 为 Р(Е<Са), Я PECORA. 

注意 到 单个 环 不 被 拉 断 的 概率 是 1— Ple, № 

1— РЕЗ) =, 
若 环 前 最 低 ( 最 大 ?承受 力 为 (常数 ), 则 拉力 小 于 * ЖЖЖ, 
й 
0, 当 z<, 
20, Шуи. 
FEA E ЖЕ АВАРА, ЕН z ЖАН, 
KA К, ИПИНЕ fkr Ku ЖОК, ДЕЛШ И 


z(a) = | 


КС 2інің ақ >», 
g(z) -| Zo 
0, 24 ху, 


Ep т, 为 常数 且 г>9,т>9, РЕМ 


š Е >) 
li-e = |2 тр, 


| 0, 24 тесу, 
Жайы К (д) = РО), Ша fay = Еа), ШІ 
Ват 7 "у; т. У, 


уб) = (z) = Е 


P(£<z) = 16709 = 


0 ‚ Щ уж. 
{2. 1. 26) 
ш ЕЙ ЕН ИВА, M 


ік» 


Р(а< <Б) = F(b) — P (a) =| (yaz = Аба) йт. 


由 此 可 见 函 数 (2. 1 上, 26) ДЕА Н БАЈО BE 5 БІЛЕ ЛА hu ЛЕ 
Ж, 

а EHH, а 这 
秘 物 理 模型 时 便 需 用 到 韦 布 分 布 , 

显然 ,这 一 模型 着 用 于 : Нм, 便 引 起 全 部 机 能 售 
ЕН. (Ai: 交流 电子 管 收音 机 中 蘑 一 电子 管 的 失效 ， 便 会 
使 整 部 收音 机 不 能 收音 ,如 假设 各 电子 签 的 各 个 参数 大 政 一 样 , 便 
可 应 用 韦 布 分 布 去 研究 处 理 , ) 

韦 布 分 布 最 有 用 的 特殊 情况 之 一 是 指数 分 Ай, В Ж ЛЕРИ 
数 是 


Де-!®-®,  г>у, 


f(x)= ч (2.1. 27) 


0 ‚ Ші. 


这 只 需 在 (2. 1. 25) 中 取 参 数 т 1,2-4,8. 
例 2. 1. ты 车 随机 变数 的 密度 函数 由 下 式 给 出 


кә} Лат ату” 5, 220 (2. 1. 28) 


0 , 20. 
Жаһа>--1,Ө>0,ШЖЕНА/Г-оЖ, 520) 2 MEB Га, p] 
( 广 - 分 布 有 时 也 称 为 皮尔 撑 【I- 型 分 布 .》 

参数 a, В 的 几何 意 交 ,如 图 2.1. 15 及 图 2.1. 16, 
这 里 | 
Г) = Ë z" le-*gqz = 2 ҚАҚЫ” (ас>0), (2.1. 29) 


RB Т НЮ Г Н РК 
ia) = ОГ 1); (2.1. 20) 
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2.0 3.0 4.0 


В 2.1.15 В-і,а ЩЕ 


В 2.1.16 a=; В, 8 KOEN 
. / — 
roei; г) 


~- fte 


需要 验证 上 面 给 出 的 f(z) 满 足 (2.1. 17) 式 ， 
显然 , f(z) 之 0， 下 面 来 证 | fors, 
事实 上 


| grrrs “#=тчатту К” (Ф зр) 


1 = 
“Тау ETD 1. 
硕 便 指出 , 当 а=0, RANES Г-Н У 
分 布 的 密度 函数 ， 


1-5 
i <х<<оо; 


пе 
| о, 其 它 . 


荆 - 分 布 既 在 推导 统计 学 中 有 重要 地 位 的 入 -分 布 . 1- 分 布 和 
下 -分 布 时 很 有 用 ,又 在 水 文 统计 ,或 最 大 克 速 ， 最 大 风 压 的 概率 计 
算 中 经 常用 到 、， 它 是 一 种 重要 的 非 正 态 分 布 . 

例 2. 1. 28( 对 数 正 态 分 布 ) 设 随机 变数 的 密度 河 数 为 


dige „+С . 
аз 7 оте ‚3220; (2. L. 31) 
0 ‚ Щ ><0， 


其 中 o>0, р ЭЖ, ИЕ БАЛҒА Ж. 
еби ЛЖИ, RIRE . 
如 图 2. 1. 17. 
可 以 证 明 , (ал А (2. L 17). 
BA, еу>0. BLUE 


[шу 一 1。 


事实 上 


* 113° 


= е, СС y" 
сек а. 44 


= _ Jgz—# 
= 2л. Z|. еу (е = 9; 
对 数 正 态 分 布 在 者 全 试验 ЗЕЖШ БІНЕ! БИМЕН НОМ 
如 下 : | | 


ЕЖ-ЕШЕешн- ЗЕН or Bb E ВЯ 22: НЕЕ! 
起 ， Жіп ж Е, 后 者 为 记 &,(п=1,2, mady 昌 它 们 的 关系 为 


取 对 数 ， 便 得 
lg = У ЧЕё,- 
EMAN laz, 也 都 很 微小 且 相 互 独 立 , 于 是 由 以 后 叙述 的 中 
心 极限 定理 , 可知 lg AERAN, WRAN Си, с). ЖЕ 


服从 上 面 的 对 数 正 态 分 布 ， 事 位 上 
Рх) =Р(Ё<а) =Р(1в 182) 


гіт 1 一 
"|. Mor oe dt, 
и ЕЕ): ФР(ту__ ge _ _‹ seet къо. 
| dr Оли хт * 


由 假定 220, Р,(т)у=Р(&<ж) = <, М 
О Сто). 


LENAT ЛИК КН БЕ Sk ЖИ БЕ ИП. ЛЕ уу т УП] 5 
ЖИ. Крис, МАО TERMER 
布 最 为 常用 ,必须 却 以 特别 的 注意 ， 

=. БАШКЕ жен 

ІН ЕЕЕ, ЕРЛЕР, 其 取 值 的 概率 分 布 情况 ， 可 用 
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分 布 列宁 描述 .对 于 连续 型 随 册 变数 , MORTS РО ШЕЕ Ar АНЯ), Mi 
用 密度 函数 的 积分 来 描述 ， 但 是 除了 这 两 种 随机 变数 处 ， 还 有 过 
续 取 全 而 非 连 续 型 的 ( 即 密度 前 数 不 存在 ) 或 沦 合 型 的 ， 为 了 理论 
醋 帘 的 方便 ， 必 须 给 出 一 个 描述 随 册 变数 取 值 的 概率 分 布 情 阅 的 
统一 的 方法 ， 一 个 常用 且 较 为 简单 的 方法 是 引入 如 下 定义 : 
定义 2. 1.402 4 88) БЕ 变数 ， 对 任意 ER, 


令 
F(z)= РЕ}. 


титр 


НЕХ 2. 1. 4 立即 可 以 得 到 : Мазь hF 


Р{а<&<Ь} = РЬ) —Е (а). (2.1. 32) 
Ж Е, 25 
Қа «Ьу = Е) —{&<а}, 
Н. 
{&<а}С{&<8), 
к 


Р!а<хсЕ<Ьу=Р{&<Ьу—Р{#<Са} = Fh) Fe. 
Я Рава ЗЕ, КЕ А 
Е(2) = DIP{E= z}, 


жас 


УЬ—м—————— 2. L. 
па б Dt =". 


图 2.1.18 LETTET TILTI S 


Ф Фар 0, ahe 
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Жол ЕЁ А ЖЕ А, ncr 的 指标 进行 的 ， 它 的 示意 
РАХЕ 2. 1. 18 
ята талл ЗУ А 5) 


Р(гту=|` fz)ds, «ей, 
示意 图 如 图 2.1. 19. 


2.1.19 连续 型 随机 变数 的 分 布 函 数 


ж. хув, Wl 
#.F(z)= Қт). 
反 过 来 ,对 于 随机 变数 ¿, ЖИП T зін ЖЕЖ PO): 
F(z) =P(E<z) 
则 当 志 为 离散 型 随机 变数 时 , 它 的 分 布 列 也 可 由 分 布 函数 所 确定 ， 
事实 上 ， 
Р,=Р( =) =1иаР(т„<&<г„+ 1) 
—на|Р а, KEL Pen} | 
= На F (z, -2)-ғаә | 


к Р.«а-1,2, … 可 由 分 布 函 数 求 出 。 


.114. 


当 ЖЕНЕ МИЯ ЕН, EAE E ВА КОҢ Ж т), Шш 
(9,1. 32) зе 


[| raya = Ра ЕБ) ЭР Fa). 


ЕЕ АГРА боа РИ Д — 
确定 . 

下 述 定理 络 出 了 分 布 阐 数 的 基本 性 质 . 

定理 2.1.6 lk РЕ) ЖЕ Е ПО, ЙІ 

1° F(z) 为 单调 不 陈 ; 

2° Е(т) ЖЕ 

3° Jim F(r)= 0, Ша P(r)=1. 

(这 两 个 臣子 ,也 常常 记 为 PR( 一 0) -<0,РбСо)-1,) 

证 1° тоса, На} СЕ т, (ИШЛЕР ЕЕ, Ж 
边 必 发 生 ) 得 

F(a) =Р(&<т,) KP Er) =F (ту), 

因而 证 明了 Рг) ЖЖ, 

2° 对 任意 xzER1, 由 于 F) МА, ЗЕ F(z) 左 连续 性 ， 


АШ: шаР(:-2)-ға). 
事实 上 
F =-1)=Р(1<#-1), 


RFU — 1 [= G<, веса 


n п 


„кү 


利用 概率 的 连续 性 定理 , 可 得 
lim F (а) на Р(<е 2) Ре <а) = Р(х). 


这 就 证 明了 РСН, 


* Tip + 


nm em 0002 


3° 由 于 站 (п) е Z, B {#< а) о (6-а 10) А 


limF (~n) =HmP(š<—n) = РО) = 0. 


Fih T [J (са) = ОСО), B (6а) Саса кі, йа 
ъ=] 
limF (а) =lim P (<a) = P (OQ) =L., 


读者 可 试 作出 以 前 学 过 的 服从 各 种 分 布 的 随机 变 获 的 分 布 国 
数 的 图 形 ,从 而 进一步 验证 上 述 性 质 的 真确 . 

ЕВЕ ЖЖ, 定理 2.1. 6 的 道 定理 也 成 立 : 

ЗЕ ЗН ВИЖ F) ER, WEZE 2.1.2 中 的 1° 一 3*， 则 必 
存在 一 个 概率 空间 上 的 随机 变数 £, ДРОЖЖИ, ЯШ 
1°—3° 完全 刻 划 了 一 个 随机 变数 的 分 fi РЁ. ИМЕНЕМ 
需 用 到 测度 论 知 误 , 所 以 从 路 (可 参看 [1] $ 2. 2). 

景 后 ,在 本 节 之 末 , 让 我 们 指 
出 既 不 是 离散 型 ， 也 不 是 连续 型 
的 随机 变数 之 存在 性 . 

例 2. 1.27 设 

0, 当 х= 0; 


#(2) = L, 4 O< r=; 


1, 当 z>1, 2.1.20 ЗЕД 
如 图 2. 1. 20. 

ША РЕН 2.1. 2 之 1°—3°, Жо, ІНРЕЗЕ 
РЕЯ (Ех) АД Ты, НУЖЕН), IEE% 
型 (ЁС>уЛл у, КЕШ Мау Ж ЗЕ АЖ ВУ EB И). 

ГІЗ ЖБ ACS ITN PK P Ti RRENO. GRA BR 
ажа ИВ, ВЕНЕ ЕАО LRD 
41264. 


分 ) 的 情形 , BPO ВЕЧЕ, RIEA РЕ in 
3, Бо) 为 z€ ГО, ІК Ж, H| Кол) ДЖАЙ ЕЈР), 且 满 足 РО) 
=0,F(1)=1. ЗЕ Са) ЕЕЕ Д ЕЕ (-ос, 0) 55 (0, оо) Е. 
РЕШ, 令 Р(жу-ч0, 当 2550; М F (z) ==1, Ща 1, ЗЕНИТНЫЕ (z) 就 是 一 
фена Ир БЫ ЖЕН X Ея. НЕВЕ, ЗЕМ, 
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一 、 二 维 分 布 苗 数 及 其 基本 性 质 

在 生产 实际 与 理论 研究 中 ,都 常常 会 通 到 这 种 情况 : 需要 同时 
用 几 个 随机 变数 才能 较 好 地 描绘 某 - 试 验 或 岗 象 ， 例 如 ， 炮 党 在 
地 面 的 命中 点 的 位 置 站 由 -… 对 糊 机 变数 (两 个 坐标 ) 来 确定 ; 电子 
放大 器 的 干扰 电流 由 其 振幅 和 相位 这 两 个 随 棍 变数 来 给 定 ; 飞机 
《的 重心 ) 在 空中 的 位 置 由 三 个 随机 次 数 (三 个 坐标 ) 来 确定 , 等 等 
RNE n 个 随机 变数 5,5,2, Én ШАМ ES Enio ouid n 
元 随机 变数 (或 4% 维 随 机 变数 )， 由 于 二 维 与 n 维 没有 秆 么 原则 的 
区 济 , 故 为 简单 及 容易 理解 起 见 ， 下 面 着 重 讨 论 二 维 情 形 。 a=] 
时 的 一 维 随机 变数 ,就 是 52.1 所 讨论 的 随机 变数 ) 与 32. 1 相仿 ， 
引信 如 下 定义 : 

2% 2.2.1 (二 维 联合 分 布 Ж) £, n 为 定义 在 同一 个 
概率 空间 (0, 字 ,P) 上 的 两 个 随机 变数 名 , 则 何 , 四) 称 为 二 奴 随 机 变 
数 ， 对 任意 z, YER， 

> 

Ға =P (о (о) ки, (2.2.1) 
或 简写 为 | 


Ф ВИ. H. Ж: ЕЛЖ (ЖОЙ УЕ, МНН 1953) р. р. 268 
~ 一 264. 

O {ИЖЕР НИШ, НЫ БЕН, АЕХТА-ікежін E нж 
(Es п) ХВИ. 
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Ра РО ту). 
# Ра, 0С т Е ОЛГА, RER АЯ. 
定理 2.2.1 ШРС, у) ЖУБЫ HL ҖЕ СД, т) та ХРЕН, 
ы | | 
1% Ра z ЖП у 单调 不 降 , 妈 
Ё (жу, у) ЕЁ (х,у, 22>%), 
Е (Ed FH) М >, 
2% Fap HENE л 6; 
8% (im F(z,g) =0, Jim Рай) =0, 
| ш (2,9) =1. 


ЖЕЛТ, ШЕНІПЖЕ(-о, 9) =0, P(z, --ос) -0, 
F (оо, oo) = L. 
4” 对 任意 四 个 实数 ач, 
алы. 
Е (Фу, bs) —F (ai, bs) 
=F (bisa) +F (a,, а) 20. 
МЕ 1°—3° BEBH 38 (CUT E 
E2. 1. 6. CARE 4°. 如 图 2. 2. 1， 
给 号 аі, ө<<5,, 显然 
ОР (в, ва) 
“РФ<5,тс<ы)-Р(Е6<азт<А) 
—P{É<b па} +P1<a,n<a) 
=F (b, b) —Р (a, 5) —F (bisma) +F (а, aa). 8 
闻 样 可 以 指出 ,定理 2. 2,1 206 жш ib j ЗУ 60. 
ETAREN (хт, у) (z, CR WK о. 2.1 的 1" 一 4 
0 НИШ, ГЫСЩАТЬ 
* 122 • 


У fE UN 5 БИС + 
特定 的 概率 空间 上 )， 和 使 F(x, 六 
是 对 ,的 联合 分 布 函数 . 
这 一 逆 定 理 之 证 明 同 样 需 用 
HRE te panin, 所 以 从 赂 ， 
值得 注意 的 是 : 在 多 维 随机 
变数 了 时 与 一 维 随机 变数 时 不 一 样 ， 
肇 划一 个 联合 分 布 图 数 ЖЕЗ 加 设 图 2.2.2 
条 件 4°, ТЕ — IE BH АҒЫМ” ЖЧЕА ЖЕ 19-29 ЕН. 
1, Шт--у>--1, 
例 2. 2, 1 вер}, мау}. 
Ш, Рун 1°—3°, НАЕ 4°, НУ, 
F(1,1) —F(1, —1)—fF(—1,1)+F(—1,—1) 
=1—1—1+0=-—1. _ 
与 一 纺 时 情形 一 样 ,二 维 分 布 也 有 最 常用 的 两 天 类型 ， 
1) 离散 型 ， 当 随机 变数 与 5 只 可 能 歌 有 限 个 或 可 列 个 值 
时 , 称 其 联合 分 布 函 数 为 离散 型 分 布 革 数 ， 称 二 维 随机 变数 人, 力 
为 离散 型 的 . 
对 于 二 维 离散 天 随机 变数 , 与 一 维 时 情形 一 样 ， 用 表格 给 出 其 


* 
(5-1,-1) 


туз з 


ВАН тек ы, М ВУЧ: 
Ж 2.2.1 
#з п s ў 
š i | 
Е p(1,1) p(1,2) т. pilk) 
T: p(2, 1} p(2,2) e pla k) 2“ 
=; p(i,1) pei,2) .. ра, ... 


. {23> 


Жара, =Р(ё=,т=),р(#,®):>0,Ң. 
Ур, =1. (2.2. 2) 


ісі =! 


ЖРС, 0) (@,Ё=1,2,--) 为 概率 函数 ,此 时 有 
FOr) = 全 ) 忆 全 一 2 一 3 一 人 Ур, В). 


тех F; TF ЕГІп Pear 


例 2.2.2( 一 稚 两 点 分 布 ) ВЕ, nH 2.2.2 ІҢ СЕ 
Ор 1), (2, УЛЕА 9 7-р. (显然 满足 (2.2.2) 式 .》 


Ж 2.2.2 
— ， 
° i 
£  — А 
0 1—p 9 
1 0 В 


2) те ЕАР С. АЖ fiz, 7) ;对 任意 z, ЕВ, 使 
‚ F(z,3) =| f f, pjdudv, 
其 中 fGe,y)20 НН 
ГОГ ferdy=1, (2, 2.3) 

M| ЕЗҮ: э л ERA Зу ВА Я (Е, р) НЕРІ 
КЕМЕК, ЖЕК ВӘ ЛЕЙ Баз, у) 为 连续 型 的 联合 分 
AAR., Жк (х,у) ЖЕ) БА L 3: quta 

п ЖЕ ЖЕ У, ЛЕН (z, #) ЖА ЖЕН ЖЕ 
gir), ME 

Г seye 

нг, (Е 


17(2,9)1<9(2), 
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则 


ЭР(х, у) _ 
“w ` - Қа, y) 


ф12.2.3 ЕЕ (5, л) ЕЛГЕ ЕЖ 9 


Я щас кк 
Ға, = а) (b;— а) = а, 5156, алау .02) 


0, 其 它 ， 
ШК (£, n) BB АЗЫ 7940Ж. 
可 以 证 明 ,f(z, 妨 满足 (2. 9. DR, Ка, 220 是 显然 的 ,县 


Elfen maa 


#2. 24 ЕО) Я, ПАЗ Ж АЖ 9; 
1 Басы 


1 
Көре асыла ехр} 201—7?) gi 


onim plem) -mp |} © 
zr E š ++ E || ы: 


其 中 1,0222 O, Ri Ma HAER. ігі<<1, Я, 办 服从 二 维 正 


ЖУ М (mi, isma, бат). 


2.2.8 ЖЕНЕВЕ 


Q 此 处 记 expi ' |= el "1, 
* 125 + 


—&Е ЖК EE PR 3 лк ЖЕ WL BI 2.2.3. 
Ра o ШАЮ, PILER, / Се, у) АЕ (2. 2. 3), HD 


证 | ra, y)drdy = 1. 


жн, E =u, о, ВНЖ] Gn, DL hC) 
яч, M 
ОО 


= 1 = 1 Е 
=s Tl. exp Шекесі 2ruv 1-0%] 1» 


іг 1 
- | # (CI ri} ехр f— > (I— zami? —ти)® 


+ (1—т?)ы?] je 


-31 1 
sx | > — 


“ар zr peru)? lav 


иу аре С!” (2.2.4) 
9 
Ге, рана [пва =1. 
E+ 
fa) =| кер dz, 
Беті 


с-та 


1 
д С) “o 2a 23 + (2. 2. 5) 
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(в) =[" ра, | 
2. (2.2.8) 


Р 
рб) =|? feat. 


由 (2. 2. DARCO 2 DRA F) PEERAA. EE 
ЕД ЖЕЖ FEAR (2. 2.6) 式 ;有 
ва) |" ов |" aj" қаба 
=lim| |" 0,0) йо UmF (2,4) 


а= F(z, 00) =Р(6<2,9< 00) 


=P(#<s)@. 
Е: 
, ғ - 
каю | Сан 00 a|" Се, уба РСоо, р) 
=P (¿<co,n<y) = Р(7< и}. 
即 


F .(z)=F(z,cçoy=P18<x)=F,(z5, | TLN 


F,(g) =F (oy) = РО) =F}. 

二 、 边 沿 分 布 

土 面 的 (2. 2.7) 式 说 明 , 若 二 维 联合 分 布 国 数 。 其 中 有 一 个 变 
ЕВ, ИЕН Aoi, FaH 
И, iu TAR ХИ, ЕКОЛ, R 
们 引入 

定义 2.2.2( 边 沿 分 布 ) Wk F(z,y)25 E, ПИКА. 
4- 


@ КИЕЖНЕН 2.2.1 Ниже, Ша Ре, 9с) = юз, р) B 
Ғіс,р ИР ба, р)» : 
*J27 ° 


а Асано + аза S anam О. ` азе алла саж э 


F (z) - Flr, oo), | (2.2.8) 


F. (g) =F (co,g, 
分 别称 Pz) 和 Ра (0) 35 P (z, у) AT Ë ЖИЕ T телі НА 
数 ， 或 简称 为 ЖП ib in ay 3 


根据 定义 2.2. 2, 可 知 
Рут) =Р(т, со) = Нар (2,4) 


Ра, < 00) =P {{< в} = F(x), 
Fl) =F (ооуу) = limF (а, 0) 


=P(#£<co n<) = Р{<су} =Р. (4). 
对 于 连续 型 随机 变数 (纪念 , 则 有 ， 
Pilz)=P lx,00) =| (7 уса, о) быв, 


| Р.) =F (0g) = [" | faro) dudo. | 
我 们 把 


Г уа, юу, 
- -.. (2.2.9) 
Г ауда | | 

分 别称 为 ,7 yh R 88, РАМЕ ГОК ЖЖ. ОК 
LO ORAO AORE ут, ETAL: 
密度 函数 . 

从 (2. 2. 4) 臣 和 (2. 2. 5) 式 知 ， 二 维 正 态 分 布 函数 的 边沿 分 布 
ИРЕН. 

ЯЕ ДЯН ЕЖ Е. 
机 变数 (& 功 , 则 有 
* 128 = 


Р(х) = Р (z,coy = 5157, Б), 


чс, | (2.2. 10) 
了 (的 一 机 (ee 的 一 全， 了 Bi) 


чу + 


ЕНУ >) 表示 对 一 切 са 及 所 有 ИЙИШ 4,6 ЖЖ, 
同样 ， 把 
Ура, 
ЖЕ 的 边沿 概率 函数 ,并 以 pti,:) 表 示 ， 把 


2796,9 


ылым тайы қын ные e ады 


Pi(#1) =р0, 0) а= 
Py) Ep) (#=1,2 90) — 
ЖР, е«О,6і-1,2,--) Р,(у), (k= 1,2,.2yB|28 Е, п В 
Жж. | о 
42.25 ЖЕНИ Е НЫШ 1,2,--,!, п REH 1 2 
e, ПЖ (2,1), ОЕ НД 和 边 НИ Жи 
2.2.3 
2. 2.591, Sac 2 bF, TE НЕЕ № Н.Ж б ar ВЕБЕ 
ЙЛ ТЕРИДЕ ЖЕРЯ 4" Hi ЖЕШ Л, КЕЙИП СОЁ ЕЕ: 


(2.2. 10)” 


р 
Е.Н 
G12, e,n). 
АЯН, 5 ВОВЕ АЕ 


+ 129 = 


РФС, =  (®=1,2,—‚я). 


Ж 22.3. 


КЫ n? в: я 
А I 1 1 Ар 
мә | + + oe 4 УП Ука, D=! 


{#2.2.6 5 £ RU 0,1,2, рин 0, 169 Вик 
CE, n OREK ды 2. 2. 4: 


2-01 ‚_ _1 
PO, J) =4 ()=0,1), p(1,0) =» 
1 


i PEF 2(2,0) = _ s(2,1) т 


№ 2.2.4 


= 


z 
P (=G, D= i=l; 


Р.С) =, -| 

11 

24 . 

ое ЈЕ EEA R S E 
情形 ; ЕСА, 2,7-6, Én) ВОВЕД 1р ВАЎ 为 Е (жуд, зу Шы), АР 


Fis, С. 2, а "е, дь) = F (ашу, Zes +, Euy СО, t СО) 
= lim F (zu, Ze, ‚Фу, ужу) (1н). (2. 2.11) 


Жазы Hre бы 


$E Fie na (Zis Zr se Za) Ау (1 бл, s, Š) Өзін 2%» 同样 可 以 证 
BEE (É, fo -, W 的 联合 分 布 函 数 ， 上 述 的 过 论 同样 对 于 
(En nr S) ШЗ. | у 

жа ®П#ЕШ, 如 同一 维 正夫 分 布 一 样 ,二 维 或 多 纵 正 术 分 布 
在 许多 实际 问题 中 也 起 着 重要 的 作用 ， 如 射击 问题 中 ， 炮 弹 在 平 
面 上 的 弹 著 点 就 可 用 服从 二 维 正 态 分 布 的 二 维 随机 变数 来 区 
刘 它 . 


k=—1. 
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一 ， 相 互 独立 随机 变数 
我 们 在 第 一 章 引 人 了 素 件 独立 性 的 概念 ， 现 在 把 这 概念 引用 
到 随机 变数 上 来 . 
定义 2. 3.1 设 扎 ?为 两 全 随机 变 效 ， 若 对 任意 实数 ry 有 
P(£<z,n<y) = P ((£<z) [\ {0<#}) 
=P ice Pinga, 2.3.1) 
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ДЇК £, n 相互 部 立 . 
Е ЗЕЕ (2з) БИ ту НОЙ ЗУ, 
ERE Р(х, У КЕ, ПОНИРЕ ЖА, Wa DAS 
价 于 
Ре, =F (Г. (9), (2, 3.1) 
Е. (z), Е 120 5," УАВ. 
对 于 离散 型 随机 变数 ，(2. 3. 1) 等 价 于 ; HEELE z. 7. 
D 
РЕП, = Piim Piny} 7 (2.3.2) 
亦 即 | | 
РО) =, Ә?С,). 
事实 上 ,车 (2. 3.2) Али, Ш 
Ру = >) РЕ, Пе} 


ах paet 


= УХ УПР{ф=л,}Р{ =з} 


трса Fy<J 


=| Eru- =a) | Ри | 


26, суй), 
BH(2.3.1)' 成 立 . 
反之 ， 著 (2. 3.1)' 成 立 , 则 对 于 任意 ЕК zu ура, 9: СЕЊ 
rT) 有 | 
Рал) =F (rd — F (2,); 
Pip 00а) = P (y |) ЕР: (91), 
ЗЕЕ, BANDAR, БИ 422. 
Р(х.) Р( <) = қоғау, £ 


or x. 


Фф 4,1 ВО — ED R| fE {К ЖЗ y z iz a Ze Ы ЕРОТ 
* 142 。 


— F (rO РС) —F (s )F, (йу) +F (CT) РТ) 
= Р{ту 7, 0998). (2.3. 3) 
应 用 第 一 章 性 质 1. 3. 4( 基 于 概率 连续 性 的 定理 ?于 (2. 3.3) А, 5 
Er $ zi Уз} 91, 8 
“Р(ё=т,п= у} =P {=P = s). 
ЖЕ fay) 为 外 处 连续 的 连续 型 随机 变数 . 条件 
《2. 3.1)’: | ш 
fz, = fka) -fa (2. 3. 4) 
事实 上 ， 若 (2. 3.1)' 式 成 立 ， 则 将 (2. 3.1)' ҖАН z R IRE 
0, 便 可 得 到 


i 00. = р, (z), вй = fii). 


根据 假设 再 将 上 式 积分 ， FAMAREN 与 密度 函数 的 美 系 ， 便 可 
得 到 


FG, FF) = [0 а й, Со) доба 
=Í Г. рб. ШАРА 


ЖИН ЖЖ ЖУЗ, ra DAEN НЕ f/(z.,y)20 存在 ， 
Н. 


Ға. „= 0) (+), (у). 


Вр (2. 3.42 К. 
=, 4 (2.3.4) 817, ШЖ 


ИИ ОТЕТ 


=|" уш. Г nanay =. к=), (0), | 


№ (2. 3.1) АЖ. 
. 133% 


ЖЕНЕ 2, 不 是 独立 的 ,我 们 就 称 它们 是 相依 的 。 
ТЕЙ 2. 2.5 rh, HTF 2,7 的 概率 国 数 有 


#,Ю=Ь рб, 924, 
pD = 1, 


МНЕ 4,5-1,2,.-, Ж? 
pik) =р(4,-Ур(-,®). 
ЖЕ, 5,7 是 相互 独立 的 . | 
但 是 在 例 2. 2.6 в, ШЗЕрСі, Әзер, -ӘрС- 9 (їп р(0,0) 


1 " _1 _ _ 13 
=° 而 P,(0) =P (0,.) =, Р.(0) 一 PC 0) =5р ік 2(0,0) 
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1 . 
i МЕ HIE én 是 相依 的 . 


例 2.3.1 设 二 维 随 机 变数 全, 四 的 联合 密度 函数 为 
: _ дет», Ж z>0,y> 0; 
Кед =} аге 
Жі: {г> | 
fz) fay = [ea 


24 ж=с0 8 
fz) = 0. 
同样 
еї, y> 0; 
= i 0, 3 y=<0. 
让 此 知 
То) =). 
ИП #, ЕН. 
ЗТ ЯГА 2. 8. 4 中 看 到 ， 对 于 二 维 正 术 分 布 随机 变数 
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(2,1), НН Се, р) з С) Св), 因此 它们 是 相依 的 ， 但 当 r 一 了 
时 , 则 可 者 到 /(т,у) = С) Си), тті, 5, 是 独立 的 ， 在 下 一 
еЗ Оз З], Wr В B phar ñu. рац (Е, 9) S ahi Bi 4 
ЖМИ 2, 2. 4 HEROM B AHT ЗУМ, ЙЇ r =0. | 
随机 变数 的 独立 性 , ЭГЕ ЗА В SS P| Sy ВВР, 
У. 2.3.2 2,5, +, Ез ЛИЛЕ РО, … 1) 
Б Е.С) ИСЕ én 60), ӛ/бі-1,2,-е,ө)-% 分布 ШЕ, 
EIER 51,21), Tn 
(я Í е, Zm a) =F Се) Р.С), (а), (2.3.5) 
财 称 Es Enes En 是 相互 独立 的 ， 
定理 2.3,1 Birine in MEDY, ПЕ EOE) 
个 随机 变数 EEn ein 也 是 相互 独立 的 ， | 
证 ЖЕЖ, W ila =s, i P$ а яна 
假设 及 (2. 2. 11) 式 ,我 们 有 | 
F.a, EEREN а) ' 
| a-k + 
= P(z;, ras", 2, OO) o, оо) 
=F (g) Fala) Fyla )F IÍ . (ooy. F (So) 
= F, (g1) Fi (zs): Faia). g: 
ЖХ 2.3.3 Ш, L. 3 ВЛЕВО ЖЛЕ Ж 
b= 2,--,,, J РЕНИ É t... Ë, юй Улай 
| Fi, РЕ АС Л а) | 
Ре КСФ (а. С 3,6) 
ҖЕ Р, ба 2,1, 2,. ә жы, джай, НЯ ЖЕН 


. Ф тра "s aÜ 92, 09, ' ооу те лу) “ңа Еу 1099) = “Байсә). & 


-FASER ИН Ж. тж. нә _ УО, Fip p Zir Шуу, y Ta) = 
; lim- СЛЕТА ЫР, ош, 
рода 


4.12 


列 是 相互 独立 的 随机 变数 序列 . 
次 伺 地 ,对 于 若干 个 随机 启 量 ， BARESE MAEA. 站 性 . 
Жи, E mo т, nə 分 别 为 让 ҖЕ, na Es na ЕВОРА ALIR ES ғ.а, 
РР), F, Q...) . ЖАСУЫРЫ 70099919 тетт 的 分 
HAR. Хол, ть КА ЖЕЖ A P. „ШЧ у с) yan 
中 人均 为 任意 的 实数 ,我们 可 以 作 
出 独立 的 定义 邵 下; | | ШЕ 
车 任 到 实数 nO RA Fang „уз кушты, ГНА 
0) =F, (0, RD РР, з, En (gy ves уз) Ж 
Is RFR Po 70, ЕЖА. 
ЯРУ ЕЕ LAA ЗУ, 需要 验证 (2. 3.1)” жж. 3. Б) 
式 或 (2. 3.6) 式 ， 至 于 独立 性 的 直观 意义 ,还 不 能 从 上 述 那些 式 子 
时 得 到 较 清 晰 的 认识 ， 下 面 我 们 引进 条 件 分 布 这 一 概念 ， 进 一 步 
认识 随机 变数 独立 性 这 一 重要 的 报 念 . 
TAGER E EAM 
20 2.3.2 R mret ne PRIES Ét Sparus "e Éin 
ме Eni im Мөде Е KE F 
hempeili rE) =L Ès 
ңі А . 2202. .. - 
1° m 9] ЕР; 
2° 若 加 设 所 有 to ЧЕН, Шу, е ть АЙЛУ, | 
МЕРЕ ЖЕЛ ЕЕ ENMARO PALL š 2.7) , k BAR, 
条件 分 布 _ 
仿照 条 件 拔 率 定义 ,我 们 可 以 定义 两 个 随机 变数 的 条 件 分 布 ， 
下 面 着 重 讨论 随机 变数 5, 为 离散 型 或 连续 型 时 的 情形 . 
(1) ЖЕ ЖЕНЕ, РОТ, В) ва, ) pka 
ERE nm № n МИ ТС, 9>0,рС,402>9,ЖІҒГИЖ 
OO) (&—1,2,-) (2.3.7) 
“156% 


Җ%&=т, # t: FB ДЕ Ж n ñb ЖЕНЕКЕЙ ЗЕ РР {И = yE =a) 
RR. ЖЕН, RTA p/i), БИИ 


pli, kD ... 

с {(+=1,2,.--) (2,3,8) 
为 7 二 如 ЖЕЕ БЕН, 63 E ТЕК ЖЕ, РР {E= хп p) 
Rro RKA plik). 


Яп (42. 2.5, 28 8 


рО, __1/ns 12... 
PED = = Үл =} (-1,2,2-,1).. 


同 理 
Р = (4==1,2,-,п). 


X intaj 2. 2. 6,4 i= 0, Ш 


2(0,0) 1/4 1 _ 
(ву0) 1207) 1⁄2 2 щ k=0, 
? 2(0,1) 1/4 1 41 
p (0, ) 1/2 2 , 
Me i=l 
| 20,0) 164 ` _ 
ра) = РИ," 7|2477 45-0, 
ря, = 1/8 3 41 
20,5 7/24 7 , 
№12, 1 
PO, 0 — 1/8 3 _. 
ODES РО, Ba 34-9, 
? 2,1) 1/12 2 ҮШ 
р(2, -} 5/24 5 z . 


还 可 求 得 , 取 k= 0 Bf, № 
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aa a ұшамын. то у 20420-40 у у + 


(0,0) 1/4 _ . 
PCO 13/24 ñ 54-0, 


PD 1/68 _ wa 
210) <. O C 18/34 5 i=l, 


pf(20) 1⁄8 _3 _ 
TORN Baa “>” 


E k=1 Fr, WI) 
р(0,1) 1⁄4 _ 5 ‚_ 
pop uana 当 i=0, 
_ Jp(1,1) _ 1/8 
29175.19 ДҮР 
zG, 910202052, 


我 们 称 
2100,0 
С 
ж n= В HAA PESI RA 
RABA F/P). 
同样 称 


(2. 3.9) 


2068 
RESA Fr). 
ALERE Рау) F(r/zO 2843 той y 的 函数 ， 
НЙ: у, х, БВ ERER = 
(2) E fn DERRIER, Га, ҺО) 
Emé K n DEKAR HIER z АУ 


fle) fe > 


(2.3.10) 
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АФ =F" faao. 


шж р | 
Г льды [ры 


l- ғыда PO 


(2.8.11) 


РАИ Бел А T 


简 记 为 ОГУЛ 
ж F y 
Г fGo)de |” fbr, wav 
r Рада 742) 


Ее» Fie). 


Ф ә = Иер, rep =, (2.3. 13) 


№ (2. 3. 11) №. (2. 3. 12) 两 式 可 改写 为 : 
Р) = |" Қаш, 


(9.8.19) 


о (2. 3. 14) 
F (y /=) = Í rere. 


ИСРА ЛАДЫ НІЛ ТІСІ 


ҖЕ ise 下 ,7 ЖЕН 
例 2.3.2 (Е, п ЕЕ N (0,1; 0,1 r) ВРЕ 
机 变数 , 试 求 Ку 及 Га. 


解 МУ, = сурер! – 2 二 (一 ТАҒЫ 
根据 (2. 8.13) 式 和 (2. 2. 4) É (2. 2. ORR 


(я, — 1 
faia) Тш) алта 


1-т 


. 739. 


ке у <=" —2rzy + g И exp” j 


周 理 可 得 


ала. 
а RD ди 


әрі туби —209+0%)} /7 жом 
(于 
“ГУЕ —т? 
上 二 ЕТІ ЖА = z F, n йз ЕО 
N (rz, icr), ВЕЖЕ пу Е, £ ЮЖ НЧИ ЛЕТА qk АНЕ 


ЖМ (rr, ИГР. 后 者 的 几何 音义 为 : f(z/9) = CE P RUB Eh 


Ë + t E EB Sk PGE МЕИЕИ ПШ ЕЖЕ ИСЕ y ЖЫН УТ ЕХО ËD 
过 人 (00,89, 站 点 的 平面 所 切割 ; RARIARAT РАС 333 Bb ih 
Е. цу 变动 时 ， 得 到 一 族 形 状 类 但 于 图 2, 8.1 的 曲线 ， 可 以 证 
BJ, 由 (2. 3. 9) 式 人 (2. 3. 12) 武 所 定义 的 条 御 分 布 国 数 ， 也 满足 定 
A 2. 1. 2 甘于 分 布 函 数 的 三 个 性 质 . 
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*(3) 一 般 情形 
(2, т) 的 联合 分 布 国 数 为 了 (2 y), Ш 


F(r+ В,у)—Ё(т—@,у) 
Р(0<315= а) = Ша РЕВ, со) Е(х- а, соў 


(а> 0, 820). (2. 3. 15) 
ЕЛЕ, УК ЕЕ 6== р, п 的 条 件 分 布 国 数 . 
”” 广 意 ,在 适当 条 件 下 , (2. 3. 15) 式 确 是 (2, 3. 12) 式 之 推广 ， 亦 
ИЙ, 当 PCx, 妇 有 联合 密度 函数 1,0, 使 


E=] ЕГІЗІ 


了 时 , 则 在 适当 条 御 下 , 由 (2.3. 15) 式 可 得 出 (2. 3.12) 式 , 
事实 上 , 此 时 ， 由 (2. 3. 15) Af 


全 "Г fyddo 


Р(ү<ү| = z) = lim >=: == 
er "| | } бю, a) dapds 


-e 


1 жй 
ер (гю, ара - Тогда 


Г „На, vw) dv 
Қаз” 


== 


се ее, ДӘ FDR] Ка. 94 {Ет 点 连续 


多 可. ) 
最 后 ,让 我 们 指出 , 若 $n A M o EES e 的 条 件 下 的 
Ж YE 2y НЕЕ п йч (XG 38 fF) ЖЖ Е.) Е, ЖЕ 
所 期 望 的 结果 . 它 告诉 我 们 关于 随机 变数 儿 立 性 的 直观 解释 ， 
WK. Ж 5, п йл, Bs (2. 3. 15) д, Щ 
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ланы Ға, -Ға-а, y) 
РЕ z)= lim Few В,соу -F (z —a, соў 


Е.а В)Е. (у) —Ё\(а—@}Ё,(у) р 
= in . КТМ) pa +" 


GW Рату) НИЯ, 可 同样 讨论 .》 


524 随机 变数 的 函 糙 及 其 分 布 枉 数 


在 概率 论 与 数理 统计 的 许多 问题 中 ， 常 需要 考虑 随机 变数 的 
函数 或 其 变 覆 ,特别 在 数理 统计 中 更 为 重要 
例 2.4.1 由 统计 物理 知道 ， 气 体 分 子 运动 速度 的 绝对 值 £ 
ШАН, ЕУ 
dz? -E 
0 : 当 r0, 


(ас>0), 


试 求 分 子 运 动 动能 ?= 卫 m 呈 所 服从 的 分 布 (其 中 mm 家 分 子 的 质量 ). 
ж “3 的 分 布 函数 是 


Е, (2) =P[ ym <=)= Р(о<ғ< A 


-| еа, 5 «>0 М» 
АО EARE 
^ . | 4 2х 
r m, 24 . 1 
ЖЕ» =P, (а) = ае ЕТ 
”A ! 
бл Q 220 F. 


BR, асо, F. (r) =0, АЖ: 
f, G) = 0, 38 z==0 Bs, 
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现在 来 村 论 求 一 ОВЕ саас жай ыы. 这 和 样 一 
З 808, — 6 Г: 
(аа, no) 为 站 维 随机 变数 ， 若 已 知 其 联合 分 布 、 ХИ 
有 天 个 sg 的 函数 ; 
а= (Ё, а» зә би)» 


mig (61, бл» би) в 
ЗЕ 9: (6, Ë.) (іс-1,2,Ң, №) В №) п Е В б, М 定理 
2.8.25, m ВЖЕ. ИН ОН, па, tsa) 的 联合 分 
布 如 何 求 出 ? 
这 辣 题 的 一 般 解答 如 下 ; ' 
Ғ, тре, (Яя fase 8 ) == P (r Cn m cy," h Cp, } 
= Р, (Ë, Š s Em) Is g (Ess ба, r бы) S Y 


=Р{ (1, EnEn E S} gr Eey] (2.4.1) 
іші 


这 里 事件 Éin én E] g -се, ФОТ (дА, 
рей 


ЕЭ Ый, е» pno т 6н) <r) Ba htik h X. Ж 
一 步 ， 当 (与 ， 5) 为 连续 型 的 时 候 ， 即 B # E A 9 Е 
ЛЕТ ә), 
E ранить (б y Hs) = [Ге а, у йш. 
(2. 4.2) 
其 中 р 4555 9, (Zi, 2,) i ЖЖ, 
#4 (21, бан Ба) АЕ, МЕТР 
围 上 求 的 = EAR. 
表面 看 来 , (2. 4.1035 CR (2. 4. 分 式 ,或 离散 型 的 # ЖОО, 
解决 了 全 部 问题 ， 但 是 进一步 考 态 着 于 于 实际 计算 时 ， 归 真 的 描 
. ifj- 


F..sn s=, п, (Mu asss бы) ГОК АЖ HI, ЖИЕК». 
ИНЕЕРО УҢ КА АНИМ ах, НИЗА ЕН КМ 
讨论 几 种 重要 特殊 情形 . 

一 、 和 的 分 布 

(Е, 52) 的 联合 分 布 画 数 为 也 i о. (21,22), DI E +E УВ 
PB 3k 29 

Рич, (a) =РСЁ T Ë: <>). 
З Р, (а ze) Ж БЕРИК f... (ы ze), H (2. 4.2) 58 
Fac G= || „(тзг dn. 


积分 区 域 如 图 2 4.1 的 阴影 部 分 ， 
+ 


zZz=T1+ Z, 
Ну 
有 
(а) | 1 0|]_, 
Ә(х\,2) [—1 1] ` 
ың бон Шо 2.41 


piss) = (7 обез а—а) авз. 
Bit, it é 之 分 布 密 诬 国 数 为 
fitale) =| fi es din {2. 4.3) 
特别 , 当 Z, 2 相互 独立 时 ,有 
aa C) 一 人 G) Fe 一 sir (2.4.4) 


(2.4.0) шае НЬ ОО 
Фя. іа | | 
» 144 а 


fa Dfa =" faa) [а-я 0.4.5) 
由 此 得 一 重要 结论 ; 
定理 2.4.1 жі, АННУ НЮ, М 
&, 十 #4 也 是 连续 型 随机 变数 ， 并 且 其 窗 认 函数 为 它们 二 个 密度 郊 
数 之 卷 积 . 
对 于 离散 型 随机 变数 之 相 加 ， 也 可 以 有 类 似 的 卷 积 求 概 率 公 
起 ， 例 如 , 设 én 为 离散 型 随机 变数 , ОЧЕР 


Р(&=а)= р DPS, 
я T 
Р(п=5) =, УР, 
О, b=] | 
W! £ +n fb2y fa БА Ж | | 
Г. (1) = P(É+n<x)= > Po 
афт Баса 


-5 > Мы 


其 中 记 pi 一 P(GE=ag 一 号)， 上 面 的 第 一 和 式 是 天 固定 时 ， 对 所 
НИЕ и <= b, ЕЖЕ, 88 £ Булар, 上 式 变 为 
ЖОҒЫ 51 оэ. | 


hula rT- bs 


值得 注意 的 是 ,上 面 式 子 述 可 以 有 别 的 表示 式 ， 由 于 十 7 Ж 
多 只 取 可 数 个 值 la t 5} Tast( 其 中 有 些 值 可 能 相同 ), 国 此 ， 


Fielt) = 5) У P(S mn ёа), 


其 中 第 二 个 和 式 至 多 是 可 列 个 相 加 , 因为 
Р(&=ат=4—а,)50 
© S$" ШЕ, Ш-%, Жа Ыта 金 部 排列 成 
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пе зы али т-н а мыл. ш чине 2220022... эч эйтем a нажить. т 200.22. 


{е 7-1, ШШ А лақ 
Р(Ё+п=с,) = > Р(&=а,т=о,—4). ` 
іші 


这 个 公式 类似 于 连续 型 的 公式 2. 4. 和， 特别 , 当 点 与 了 相互 独立 
hr f. | 


Рае = 2 P. Руа). | 


这 个 公式 类 似 手 连 峡 型 的 公式 (2. 4.5), ШИРЕ n É5 W + 
分 布 列 的 卷 积 . | 

下 而 利用 定理 2.4.1 ИЯ: Ж HE Eh ЛУ 的 服从 厂 -分 布 
的 随机 变数 之 和 , 仍 服从 厂 -分 布 . 

定理 2.4 2 F Erino H E Sor, BE MAT- A 
PaP G= 2k), ШЕЯ 15-5 té АГ-> 
Hr (а +оо + @-++Ё—1, 6). ` 

Ш uE k=2 ЮМИ. НЕ, БОЖЕ: 


| Һа) = gam ауе" 当 z€ (0, со), 


Ва) = рагу рез aC (0,co)Bf, 
由 定理 2. 4.1, 得 | 
-Fa 一 全 лари) бк, 


=: - _ 1 | М а; | РА Их r- wy 
ра турт 9680 e a Е) у, 
== : 1 ` е © МЕСЕ )°%4х\ 
perati “ra, +D t 1) А t 1 
1 -2. taat | 
т атта аа) йт лан, 


即 得 E +5: RIKI Са ratl p) ИНФА, k ҒА, 
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и Г (ny 


pa) атаана, = 


ы = қаз 
ay a a ва 


-EY женеді Qa) 4%) 
一 (| ane еее, 


> арғарааата F3E0 Е ЕН, Ü 

后 面 我 们 将 要 看 到 : 在 推导 于 统计 中 有 重要 应 用 的 -分 布 ， 
1- 分 布 ,不 -分 布 时 , 远 用 定理 2. 4.2 将 带 来 极 大 的 方便 . 

再 举 一 例 说 明 独 立 随 机 变数 和 的 密度 函数 公 武 (2. 4. 4) 式 之 
应 用 . | | 

#2.4.2 ЖЕ, НН, НЕНИ [0,116 й, ЖА 
бА, АЖ А. ОВЕНА, 00 

ж Hik 


› = ‚11, 
fe) = =} 当 аего,1] 


0, 其 它 . 


fatala) "EZO ‘Suade =f fa (r— z) dr, 


-[ tar. БЕ 
如 图 2. 4.2, 4 0<z 一 1<1 时 ,上 式 等 于 : 
Г. 14 =2- s, 
当 0<z<1 时 ,上 式 等 于 ; 
| Kx | 
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о ж-1 I £ Г 
=" 
НІ 2.4.2 
ЖРЕЖЕЮ 2, LAS F0. 
[4 


т „34 ===, 
f. (z)= 2—=, м 1<а<2, 
19 ‚Ж. 


Фф =. G), НИ 2. 4.3, Е: 


ралы, (а? 


‚ аля 
каю ано faod, M (R&D 
的 分 布 函 数 为 
= p (š. 
трт Р(&<) 


H (2. 4. 2) 4,19% 


“1%” 


Fa (2) = ме» аа) dr dy. 


& 
z=% 
Ts 
TE Te 
有 
да,а) |2: 2 
Әс, = 0 1 
= Xs. 
[а 图 2.4.4 
P. (一 | (7 боза аа) Таа lärda, 
亦 即 全 的 密度 函数 为 


fu (2) -人 Faz, ыд 1а баре 0.4.6) 
特别 ， 当 51,4% 独立 时 ,有 | 
fa. G) = |" р ео реа. ~ 0.4.7) 


0 2.4.3 é 人 相互 独立 ， 其 密度 函数 分 别 如 下 (如 图 
2. 4.5): | 


1 - 
>, z€, 3 - > 
һе = к {е ею», 


2 
0 :其 它 ; . о! 9, RE- 


试 求 fi), 


и [е 


Ааа, (Ddr. 


м ДОМ |7 ваа) Аба) Габа -| 2! 


* 449 + 


W 2.4.6 


如 图 2. 4. 6， 当 0а, 


ШІ 2.4.5 


% 
т 


f: G) = | 


тт 671: dz, 


н|- 


1 z =®% z 
eget a| ++ e rD фу 


1f 3 -G-s) _ 3 -(4-:) 
= 让 于 人 一 人 人] 
_ 1 (6-9, a- 
72° +5 
ларь 
=e" [е (1+2) —е z(3-Fz)]. 
ЖЁН 2. 4.7, 
l 3 
На 
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071 le 3 2 3 
21 2 š 
ВЯ 2.47 
Ў, (z) = [Tan dts 
zd z -3 
.-42. 44%, | қ 
кате жі 
-2.- е (3-а). 
最 后 得 
2е гета +z) —e (z +3)], 4 0-2% Ñi: 
=) б іа), 1 са МЗ 
0, 其 它 . Е 
几 上 面 类 似 的 方 疲 ， 还 可 得 到 随机 变数 的 车 的 分 布 与 积 的 
分 布 . 


三 、 随 机 变数 的 线性 变换 与 平方 变换 
设 主 为 任 一 随机 变数 ,Petz) 为 其 分 布 函数, 则 
1° Щщ а>0,—со<&<со, Ж] 
Рааб) (2-4) 
щ a< 0, —co<b< eo BF, # | 
Fane =1— Е, (22.0) | 


a 


(2.4.8) 


GAE Р(2+0) ПішР(а-8)). 
特别 地 , 当 Peace) 有 密度 图 数 fz) 时 (此 时 Ре) ЖЕ), 有 


a łbie 


_ 1 2-һ 
у= т ( 8 


当 为 离散 随机 变数 时 ,有 
b 
МҮРГЕЛІ = РВ, 


РИ) Fils +0), ЭЩ 1—8 №}; 
0, Ж. 
(9. 4.10) 
当 Р,(ту{ ЕЕ ЖЕН У.б) (或 (о) 只 有 有 限 个 间断 
点 }， НО 


Пи = ПА Cs) +f, У, @>®. @.4 Ц) 
AE ЖИ 1°, ао, 
р.а) Рай +®<а) =Р(Е< в) „=з 
若 有 密度 函数 , 则 | 
ЖЕСЕ r (Жү. м f Gu. 


«> o= au-r b, 9 | . 
стах, „мег? уд 


)) 4520. (2.4.9) 


> pw | 


故 
ат) = 1 f: 2 一 | (а2>0). 
а “€ 


同 理 可 证 a—0 时 情形 
ЕТТЕРІН 


P. (zi) =Р{а&+&=х,}=Р J =b) =P, 20). 


a 
其 次 证 2” 设 z>>0 
. 152. 


Р(х) PE P(— z ЕМГЕ) ` 
=P (83/2) PEE— VY) 


-Р,Ө/а)-Б,(--/ж 40). 
Ғ,Қт)-0,% rad, 


当 F ЕЕ А Ы СОМ» CE утты 
AO RUE Аа 
AORTA ON И) (ао). W 
Ф x 
012.4.4 1) O ¿MD E N (0,1) 2 fn, Ж 46% РА: јата 
ж. 


2) они Мот, а), ж<- 7- теат 


РЕ 


м 4) faato = h әже а” F Waf +6 Ш ЖЕ Ж 
Мф, (ар. | чон. 


бахт 1) 9 
一 2:4 


2) ЖР уш 28:. , КЕ а ЗЕТ 


1 т ЖЕ N (0, DER NO, DARA MEERN, 1), 
谢 线 性 变换 9 名 苏 为 对 随机 变数 9 的 标准 化 ， + 称 为 标准 化 随 


机 变数 )， 此 例 说 明 服从 标准 正 态 NO, D 前 随 灿 变 酸 入 了 线性 
эа НЕ АЛЕ. Е, ЖАН- ЕН 
也 必定 可 以 标准 化 , ВЕКЕ Y (0.1. | 

912. 4. 5и ЕЕ (0,1), жа 之 密度 函数 . 


ж Ат) = 


z 


А Ое Уш") 
| =" За А ` (т>). | о. 4. 12) 


К а. 


m EBAT- 分布: г(-+,2). 


m, -Ai t-i, -AA 

应 用 上 面 讲 过 前 知识 ， 现 在 很 容易 推导 出 在 统计 中 жж кш 
应 月 的 三 种 分 布 . 

定理 2. 4 3(X -分布 ) 车 nn 个 相互 独立 的 随机 次 数 5, с, 


ганизм, D, W t= уз 的 密 诬 函数 为 : 


$, =š z>0, 
f, у= г (у (2. 4. 13) 
о, . 其 它 ， 
#k (2. 4. 13) 为 自 НА я Қ t- W Jš PR НН ЧЕ) Ф 
:证 HI 2. 4.5 59, £ B 从 NCO, 1), ШЕВА Г- 分 布 


Г (- + 2). 电 定理 2.4.2 44, 各 | жг-яжг(-3. +а—1, г), 


вов (9.1, 2), жир (2. 4. 13) 式 成 立 . Ë 


у 
推论 1 (2) 0204770 (ш>0),. (2.4.15) 
Ф TE 4. 4 4 知 ， E m MAER бы, Lars BANO, 1), ж 


此 定理 亦 可 推广 为 :“ й 
Ж љанин тә вы ш ЕЛГЕ 


ТЕ езе) 6.6.14) 


ЖЕНЕ We 3 (2.4. 13) 式 . 

жаю, каис юв, т Башы ЗЕ 
面 爱 来 与 mu or НЕ, SB E GUE ОЕК qË mv, КК, АЗА ИЖ 有 
ж.ж ИЕН 8 E E 03 ГА | 


154“ 


证 (2.4. ЕНІН. @ 
推论 2 


г-у] ie (ш>0), (2.4.16) 
2 
证 由 于 


PEZE) = PEE) (8 6>0,>09, 

得 | 
F,(z)= Fel), 
从 而 
R (z) = fe (a?) 22. 
M 
` f МЧ) = fa (аз) -2z, 
即 得 (2, 4.15). Ë 
“图 2. 4.8 显示 了 -分布 之 密度 函数 图 ， 


#1 2.4.5 Х-Н ЖЫ ЖҮН 
定理 2. 《40 分布 ) 05,5 ЭН НМУНН ЛК, “ЖА 


EN (0,1), z 服从 自由 度 为 的 2 分布, 则 1 Z 的 窗 


* 155 ° 


ERR H 
т 1+1) - 


r( ap 
= уг" ән , (2.4.17 
称 f, z) А ih EF 25 п з 大 分 布 (或 Student >) 的 密度 函数 . 
证 КЖ, бё умса H Н.б. 事实 上 , F, У 


Аа)=] 


=P (ë < z, /#<ю =Р(& <х,к<п?) = P (£<x) ` Р(а<лу®) 
Рау Р 2-а) =): дм 2>0Ң. 
Р 26920) "0 Ба). 0-Ғ.(а)-Р./.О), эң ОВ 
АСЕ & Gv z/n 是 相 下 独立 的 ， 由 (2 47) 式 , 商 的 密度 函数 为 
f: @) МЕЛСӘССІРІСЕ 


A х 
2 | ях5 
пло а "ч 
(3) 


4 u= һмтат z ОМА» 


ей [Гао 
іе rG vraie F енге du 


KOO ) 1 


* 156 * 


ге +1 Қ ақына 
"(N 
证 明 过 程 用 到 了 公式 
Гб) = z" te tda = 2 17 "ау (а>0. W 
M249 ERT n= aS РАННЕЕ NODER 


ЖОН, 25 a30 kt, ЖАНЖАЛ, FH Е), (8) Д т, 
я>30, 也 非常 接近 .这 可 由 附录 +- 分 布 表 直接 看 出 . 


N(0,1)5y 36 f ir 
1200108 -— 


— 
一 


N (0, УЖЕ 
кре -———— 


№ 2.4.0 m=2,55F t-r Jt МО ПЕН 
妆 一 1 时 ， 得 到 


f(s) = 1 


к (1-1) 
2 Жи БРГЕ Ж. 
定理 2.4.5 (F-yr3B) Коч назна, 分 别 具 


# В H Ж m B. ал". 4 
а 


let 


(2. 4.18) 


* 157 * 


f. G) = r (ey) 3 2 22419 
r(%)r >) (mei a) T | 5229. 


# f G) 为 自由 魔 为 om 及 的 了 -分 布 的 密度 函数 ， 
证 “由 商 的 密度 函数 公式 (2. 4.7) 式 : 
fa, G) ЕЕ 


E (2. 4. 15) Җ: 


. ( LAY 1204 
fa (ж) Ре, (20). 
* г 


2 

кп . 

"ү үтү 

неуна Ка аа 
т я B 
КЫ 1-е + а , 

其 中 

О=т KANKI r ). 
> (та ін), 得 


f, 4®- б.к! 2 ааа 
= 全， (mz +) ° "о | 


Қалы 


2 mrin 


т-і-" 
СӘТЕН 
т 


= —— T їп. — 0 | 
Pr)” бту өзе». 
丈 - 分 布 的 密 诬 函数 图 如 图 2. 4.10 
在 上 面 几 个 例子 的 计算 中 ， 我 们 09 
可 以 看 到 ， 在 计算 随机 变数 的 的 数 的 ““。 
ЗУРАВ СНЕ ВЕ ВА) (2. 4.2) 式 中 ， 
常常 需要 作 积分 变量 Вю 1.6 2.6 
出 ， 现 对 于 连续 型 随机 变数 将 这 种 计 图 2.4.10 к-ка 
算 过 程 总 结 成 下 面 的 定理 . 
定理 2.4.6 ité, МВА (т, а), Ж 
对 于 国 数 | 


(m = 10, w = 5n) 
(m= 10, n = 4) 


P = (жу, 22), (2. 4. 20) 
Ye = 9. (23,52) 
HEFER: 
1° FEE Б ОЗ 
КИ | (2. 4.21) 
. Zam z (Vols): А. О. 
2° 有 一 切 违 线 的 一 阶 偏 导 教 、 记 
| Эа: дк 
д, Әу. 
J= Jn дш, „ 
2590 Эн зт. | 
Налет CIRR ЕСЕ И МЕТІН Х) 
fa Ga о) 22 (Р ЭУЕ. 2 2.4.22) 


证 首先 ,由 定理 2. 3.2 nj Nl, т, ЖАЗЫҚ. RR m 
m ЮКӘ АЕН (2. 4. 2), 129 
* 159» 


Fa. EII = П s Ta) dz dts 
р 


Fi 
= мы АЕ (91,93) 2. Со) 1, IT lde doy 


т, т 的 联合 密度 函数 为 
Ба iy) ИТЕЛЕ ЭРЛ У) 1171. | 3 


ЖЕН Қ (2.4.21) КЖ, ВУИ (0, TEF X 
МАРЬЯ, БЕЛ ҰЛЫ «аср ЕАН Os 使 每 一 
Ар RANE — fb pc Ea Ве, 则 在 БВ Вани, азр Ж 


Ts (жу, T) dë de, == s fi Ёа, nu ta) dadn 
р 


і-і G np 
* n" 
ОНО seo no) | TP ld dvs 
tal 


-人 


че YU sa {rE 0 2) АСТЕ 


> Ж (телоютжан» 


т 


На, muy) = 21а? С ОСОО, 


e ЖЕЕ В, № (2. 4.20) 3F T О, ЄР В, ЕЕН БОЕК, НА T 
RREI OTi Ma) = (gls 6 NS 浊 有 可 能 于 E, PRIA, ВЕ 
E, СИ Br 0. KUATI O m а RERA 
Гына = 2: fm aA дид а, зо) рана 4.40) 8; 
ы ЖЕ O 

下 面 举 一 — Bš im kar ya иба Н. 

Я 2. 4. СЕА СК зуе ан) j& САВАНА ИЙ Р gia 
жй, Л гт 1547715 


Б +22 


1 жалп t: 
Да (тут) ертті e 2% `, ~ (2.4.23) 


tit ин 
+ 


= 160 » 


图 2.4.11 


хш НЕ ХА. ИН # УИЙН л = 
Я-А В ЖЕТИ f. (x)，( 值 得 一 提 的 是 , 这 种 分 
布 叫 做 瑞 利 分 布 , 在 噪声 理论 和 将 浪 理 论 中 很 有 用 ,》 
解 令 
多 =маї +23, 
9—2 
СЕК у= ||, р>} |). 解 之 ,得 


z = Ми 07 
) | i i (9.22191, PERD, 


Ta = 82 
Јо Әт aj М ти Муу? 200” 
Эх; да; 0 1 | му 
Jy 9 


о ¿=l y 
Ме NY = 
А 1 | “міс 


НЕД Суз, p.)PR ОЕШ F. 


fas Иа» #1) => f, ибо йз), (gi 8) ЕДИ 
4-і 


СИНЕН ин 
1 2 
СЕН, а TCA 
Оло Му ЛОУ уі 
s ғ? z 
y -ұар! 
ЖО hon Oond =° ы ІШ ея 
у ғ? у С" z 2 
=l а Ti 07% = 5167281 0). 
рем ы шеней ы ае ереді); 
最 后 可 得 
n 5 
4, | 
ЖС); оте 4 205 2 0.4.24) 
"lo Spo В 


Bm, ИН АЕ т=2,»= 0, до 20 之 情形 . 
值得 注意 的 是 : 定理 2.4. 6 МАЖА, НЕЕ К 
问题 , 有 时 直接 按 定义 去 求 出 分 布 函数 , НЕН КЕРТЕ ЕЙНЕК НЕН 
数 , 反而 会 更 为 简便 ， 例 如 , 对 于 上 上 例 可 直接 简单 计算 如 下 : ЖЕ 
0 情形 ， 
F, (E) = РОЛЕ Е) 


1 22-4! 
= || Ола: exp( ~ ` л еб, 


мт 
其 中 ,所 ехра = e%. E 8 У pk 
кү тооз Flapa) | со --твіпй 
f =rsinÜ` д(т,8) 一 | sing тсов0 =" 


a 162 * 


ёс #201, 
Fa) =-[ z+ rp 


i z 
= | exp( 2, тбӛт-1-е Е (2.4.25) 


从 而 得 
f G= А) Lota, що, 


当 0 时 ,ft 一 0 是 显然 的 ， 


习 м 
1. 甲乙 两 省 黎 球 队员 独立 地 轮流 投 澳 ,直至 某 大 投 中 筑 图 为 庄 ， 邻 让 
Teis ШАТЕН ООО 0.4, Z 0.6. ЖАЛАНЫ БЮ Я 


№. 
2. ШТЭН таа: 


ЕЛІН 


Ріі-а) 


ки 
{ 


21 
4 т 


ü) n= Е+2, 其 中 етін 
iii) £= coa £, ЕЛЕҢ ИНЕ, ` 
3， 设 随机 变数 具有 连续 型 分 布 ; 
F (z) 一 | уо dt 
k РЯЕ 5 НЫ ВЕ ЖІ ВЕДА 35: 
ОЕ АШ = alt ЕНІ, 
2r, що 
f (a = 
0, Ж, 
求 D.ii. ЕЖЕН, 


4， 随 机 变数 二 的 密谋 函数 为 
. 153 . 


= 一 人 [一 他 |Ә 
) а нав" Фәжр g 全 卫 | 
үж (1-92 (#)ф А 5 “ах osan 
“ Я _ Г 
(yq = а 41-2 = (1) gY q-7 ү =* i 
MERETE 
00000 "ИО 9004 Leti ВЯ (ШӘКЕ 
ds — (3) MOLLES ELES rabi d sO =d 
ш" -- 
м-‹фа 90+ (094 5 ержан бре 
4 s£ d 
“= (TS на -+5 = (r) $ 4 ӛлі b= 
1 — = 
Ору оэ ЕС: 
0= (Фа = (0) á tepaga | €F) 
9= (3) "з= (1)% ЧН 
| = 
! ЖЕТ ЛДЕН И ду 


“ 164% 


(1+ 5).0 = (9а 


пъ) = (я 


ый —1) =u) 


[一 (人 


wa оза 


т 


4+ (та) лафа 
т 


— 


ра 


14 
I 


£a 


= 


б-(Ҙ)Ш 


2 (392 


"+ 7T 


ест O 
I— <s <р 
MI бе % 
1=2 = | ф@- 
{1 рет (I+). s sg 4 
ф= р М Б” 


а 


к-т} 


ЖҚҚ a ост усш 
а> 


ы 01_= ив“ 


0 
1. уф 


* 165 * 


arme Шам - 22. . 


ге %ф 


элет бару! 
3. pa т +9 
, ЕТА 

02-е 
РЕ Тр Фома 


Е 4-1 а И-ы = (F) Š 


аше 
янот. rntOT СНТ 


= (2); 


А 
TS 7 98 


一 一 «б = (5) 


[2522 


ЖЕ ЕН ЕЕ. ж? 


+166 • 


(dr нї) 


(0-т.2-өш 
EDEN 


-(ра 


тв 
Сен) PDE 


chean = Da 


(Hic Gg 


к= (pa 


== (Е 


{т=н Tst) 


(04-ы 


%іліш) 


% 


Н == 


с 0 2- p- 


ғо 


` © 
ою . 
P в Саан)" 
Есі: БЕЙІТ. 
一人) | ES-4 
(т) (ш) 
ma (эрү) 
一 
Жали 
“ (ӘЛЕГІ H-t 
ET (9 
=m 
дату 
or ау 
оты ау а-а 
z = fz 
„, КЕДЕ 


+ 552. 


“ямы ыг т жшн ДЕШЕ аи 


— á á... Н РН 


1=d | А Я 2х 
Da 2 i~ 
to (а | 5.5 
to= (7) G наи | 
кшз (я Өз Я брата plat- РАУЫ WAKA — нш Ж — 
чи = (7) 38 I _ 
тн % | 
==} =. | 
zi = q) =" ам 4 А 
zl z z | $ 
z и ее ару? 1058 ть е 00100919) Br q — 
qp "ЫТЫ UIS встр) UE Prarie тента Г шзгзт 一 一 一 
z =i") 
m 9204 ji | 
t= | 4% % 
) мир курд : қағы 
| . = (үре 
84—94 ¿m ld да (21 руф А 0—3 Шеше 9 ыж” 
бе (0) (908 ü i 
а 
ла | маи. | 四 yy 
ee 
- ожа 
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кә (асовз, м <<; 


10, ж, 

D ЖЖЖК а; ii) {ЕҢ fO) Ж РЗШ; 

iiD ж к(о«г<т) 

5. НАЖШИН,Р(г)-А--ез(0сасо) в ЕАН 
КҮ rcot, P (z) = 07 

6. Mk š ЖЇО,1] ЕМУ, Н Р(4<20.20) =0.75, 如 果 п = 
1-4, Ж А, EB P (p<) =0.25. 

7， 设 某 动物 生 下 ? 个 蛋 的 概率 是 РЕ r) «Жаз» . # ТЕН 
налан ПЛЕН SB MERAN. ENR 
有 无 个 后 代 的 概率 分 布 是 具有 参数 为 ДРА yfi, 

8， 在 (0, 中 线段 上 任意 抛 两 个 点 ( 摧 祷 的 二 点 的 位 置 在 (0，4) 上 独立 地 
MARISA). КЖ A DE ӘП ЭЛЕНӘ. 

9. WEB: £ R AP OR IB ЕЛИНЕ ӘЛИ Р (а). Жоп =P (D 
т. 

10. е ЖЕНДІ (а, Б) biaa Р4ЕЕ(а, 5)}>0 的 连续 型 随 
HER ЛЕО Р. Е 在 [0,1) 上 服从 均匀 分 布 , 令 n— Рт! (D 
ЕДЫ Š ЖИШП ЛҮ fi EB Р, | 

11. ВА, РОЛЯМИ, |}: 1) 本 (2) 十 了,(w) 是 否 为 分 
ЖЖ: 1) Жа>0,а>0 3363888, Н gy 二 as 一 4. 证明 

ma F (x) + aF, (e) 
为 分 布 函 数 . 
12. 证 明 任 傈 分 布 函数 具有 下 列 性 质 ; 


limf + Тася) = =0; limr ari) = =0; 


Ша а[ Жаға) «- іше) аға =0. 
13. ЖШ; 如 果 FP (z) УЖЕ, ШАНҒІН 2720, АЖ 
Ф-Т "Руа fj 一动 | Рад 
әлін, 
. 169. 


1I4， 设 二 纵 戎 机 变数 а, 四 在 以 原点 为 中 心 ，P МН ЕДЕ A 3] 
ЖҮЛ, REK A S ЖОН ДА S Y Жїл) А Ж ЖА. 
15. УЖЕ, m) Ao НЕВА 0 


ғау т MEE 1,0552} 1 
о. ЖЕ, i 
Ж: D (&, 由 的 边沿 分 布 密度 函数 ; 
H) боман а: 
Hi) PEHD; РАЗВЕ n < 


16. ИЖЕ, 5) ПОЗИ КЕРАК А 


1 hi~i pa CE a а 
“тыгып 72006. 


ж, AE RRIA Е. 


LI7， 设 随机 变数 Е: РС =0) =1, ТШ £, BERGS MALES, DEM: Z, 
ығ 相互 独立 . 


із. WO) АЖА Л ЛЕ Й, F 上 与 了 是 否 相 五 测 立 ? 
D 


(a, y) = ka` “T ас, д) 
о, 其它， 

iD fs; а, оса. 

19 ИИ (¿ ЛОВА RERI 


Ка. #) E Grepo) s] 


жа, DRETH: S+ = tb ina. 


а? 


20. ЕМЕН 2 БИЕ» 
Ба) 一 4e -12 (—¿—o< z< o), 
#: i) ЖЖА; й) POSEI); 
Hi) яж F (m). ` 
21. i) 设 二 是 [0, x] 上 的 均匀 分 布 , 求 n = sin ë МИ, 


н) W£ & [-=, 至 | 上 上 的 均 多 分 布 $ n = cos £ ЯНА, 
. [70 + 


22， 对 事件 А,(#=1,2,-—,а) АШ 
0, otd, 
к м е, 
АЙЕ: 事件 Ao Асе, А, MEBER E Ду, 0, sE, ЖИНАЛУ. | 
23, Ш 5 š, MERI Ж АОВ Жа] Н ДИЯ Я P ii = k) "рды (із 
1,2;Ё=0,1,2,.). 
i) ШЕЯ: , 
РН = (k=0,1,-- n); | 
iD Жа--тах44,, б. 03) Ж; 
Hi) жңне, 的 联合 分 布 . 
24， 放 随机 变数 5, 9 НН, Н.Ж АТА ж: 
fiim Асы, те«0,1,2,-ф 


faía) ш пз-0,1,2,4% 


ЖШ: 上 十 了 ЧЫЛАН Ж Ат, ФАР EM é + n, Е БАРОНА ЛӘ 


Ж: 
Раат, т, №). 


26. 2 Улу, НН: ЖЕНИ 的 分 布 ， 
D «<, т жиа: 


В = 
ü) 2550 ЖРА Ny: 
Plm) = 5Y GT (т=0,1,2), 


i ; 
аж к ; 


Рун) -oa( 言 (=) ` (a==0;1,2); 


Hi) 24ГО, 1 内 服从 均匀 分 布 , n ФЕГО, 2] EER У.Е ЖЕ y dis 
(P y€[0,11, 
НН) 52-59, 91,2], 
0, Ж; 
іу) #,n 分别 汶 [一 5 11 501, ЗЕ? 
м) ҰШЖ Мба, о), Ж — 5.5] ER ЫДА 
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т: а сл же аныз 2 


vi) Же 


fete) = 67, 0<<2< оо 


-4 
һе =e: 5, a 


У) 投 随 机 变数 СОННЫЕ] 上 均 名 分 布 ,9 ТЮ ЖА 
F, (3). 

26. ЖШ: MEIER 所 与 了 独立 则 分 布 ; 

fel) =h) = М , н 

я 

D ¿+n вт; 

й) ¿+n + 
也 是 相互 独立 的 - 

27. Ш 2 ынны, ЖИА NO 1), W PL nt 与 En ЖН ШТУ. 

28. ШЕИ É 相互 独立 , 分 别 对 下 面 兰 种 情形 求 АА 
£— s ЖЖ: 

D BLS ЖХ Р, (0), Р, (а); 

Н) Нм РС, a) Pq; 

Hi) ВА М(0,1). 

29. ВЕЙ Б (所 9) 服从 均 
у: 

l; (Е, ЕР; 
fa, n "е, 

其 中 力 为 右 图 所 示 的 于 Е. ЖҰ 
щл ¿=n ШЕЕ. 

30. ӘСЕМ с, 服从 正 态 分 布 


fep атъ), 
те 


БЕ Ж 2—7 服从 开 么 分 布 


31. BRILE 6,7) WEAR ЭЙЯ КЕСЕ И, Rb 
ЕЖ: 
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i) МЕА N(0,1ly3y fi; 

ii) ЕҢ JA (0,а) БЇ ӘЛ; 

32. Vk Z, оны, ВИНИЛ, Нокия. И: 
Я ЕЧ 2—1 НЕА, M 5,1 БАЛЫ ДЧ 0,2—7 SHE A F 53 Ж. 

33. ЕК, 他 的 生日 在 一 年 中 性 一 天 的 概率 均 为 1/365, #4 
PRH 730 名 大 学 生 , 间 有 4 КАНН ли: | 

34. МЕЖЕ 200 人 台 同 一 型 号 的 车 床 ， 由 于 种 种 原因 ,每 和 名言 床 时 常 
上 需要 停车 ， 假 宏和 者 台 奋 床 的 停车 或 开动 是 相 占 独立 的 ， 有 每 台 奏 床 有 60% 
ВСА Грэ, УЕЗ ОНЕ АОН АЕ) Е. НЫ 少 要 殿 给 这 个 БН £ pis 
Е, ТВБ 99,9% НИЖЕ ІН АЙН мае: 
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第 三 章 ”随机 变数 的 数字 特征 


GIBBS E ЕМЕ, ЖЕЗ 'Etb 5 f БЕК БЕ 
Ж, ЕНИН, ЖАҒЫН. ТЕПКЕН. ЙО 77ТЕН 
征 ， 在 第 二 党 我 们 举 出 常 部 的 随机 变数 分 布 函 数 的 务 种 例子 ， 很 
多 分 布 涪 数 含有 一 个 或 多 于 一 个 参数 (如 泊 检 分 布 含 有 一 个 姑 
数 1， 正 术 分 布 含有 两 个 参数 a 和 о), хн В 
数字 特征 或 其 他 数值 所 决定 移 ， 因 此 找到 这 些 特 征 , 分 布 钞 数 (或 
概率 函数 , 密度 明 数 ) 跟 着 就 确定 了 ， 但 对 一 般 随 机 变数 ， 要 完全 
确定 它 的 分 布 函数 就 不 那么 容易 了 ,不 过 在 许多 实际 问题 中 ,我 们 
并 不 需要 帘 全 知道 分 布 函数 ， 我 们 只 需要 知道 随机 变数 的 某 些 特 
Фев Т. Min, ЕЖЕ ЖЫ, ЖЕН, 
5%. ЧЕРТЕ, ЕниМЕКНИЗЕНКЖЕЯЫҚ-/Ж 
的 长 度 ， 又 如 对 一 射手 的 技术 评定 ， 除 了 要 了 解 命中 环 教 的 平均 
值 ,同时 还 必须 考虑 稳定 情况 ,命中 虚 分 散 还 是 比较 业 中 ? 这 些 特 
征 往往 为 数字 煌 征 所 决定 ， 由 此 可 见 ， 池 机 变数 的 数字 特征 的 研 
究 有 具有 通论 上 和 实际 上 的 重要 意义 ， 


$31 BF3 391238 
先 看 几 个 例子 . | 
918.11 设 射击 手 甲 与 Z. 在 同样 条 件 下 进行 射击 ， 其 命 中 
的 环 数 是 一 随机 变数 ， 假 设 由 历史 纪 好 可 得 到 它们 分 别 有 下 面 的 
分 布 列 ， 
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| 


| > | 
Р | ГАЈ | 6.2 ЕС | 9.1 | 0.05 | 0.05 | 0 


tz. | 10 | 9 | 8 т | 8 | 5 | 0 
в ре - т [ва ва |а” 
(其 中 0 环 表示 了 脱节)、 试 间 , АНАТ ВРА СЖ. 

解 ” 由 射手 甲 的 分 布 列 很 清楚 地 知道 ,他 命中 10 环 的 概率 是 
0.5， 换 和 名 话说 , 他 发 出 100 粒子 弹 , 约 有 50 粒子 弹 命中 10 环 . 同 
理 , 绚 有 20 粒 命中 9 环 , 约 有 10 Жут ЗТ Ж, ЖІҢ 5 Жет 
中 6 环 和 5 Я, ЖАМАНЫ. КРУТО 


125010 х505-9 204-8 х 107 х 10+6х8+5х5+0 х0] 


„ао | 18 
1 


«8,85 ОЖ), 
我 们 把 它 记 为 Eli), ЕАН 
__ БО 20 10 10 
5 5 0 

+6 тбр+5 тфу 0 5% 

= 10 х0.5-+9х0,2+8х0,1+7х0,1+ 6 х0.05 
+5х0,05+0х0 | 

--8,85(3Ж), (8.1.1) 


《3. 1. а ЕТЕ P Н ЕК ПИШЕ ВН. ИЖ 
是 由 5+ ИЧ ER TE H ШЕН ЖЖЖ ЖӘНЕ ОЛЕН ДИМ 
平均 得 到 ) 的 . | 

АЕ, xT сс теме Ж 

~ В) =10x014+8x01+8x01+7x01 
+6 х0,2--5 х0,2--0 х0.2 
= 5.6 (SF). (3.1. 2) 
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H (3.1. 1) K (3. 1. 2 看 到 ,从 理论 平均 命中 环 数 看 ,射手 中 的 
射击 水 乎 高 于 射手 已 的 射击 水 平 . 岗 时 ,我 们 也 看 到 , 这 种 反映 随 
ОНА “207 0 РЕНО ЕТА, Eea L E R Ay 
切 可 能 值 与 相应 概率 乘积 的 总 和 . ШЖ РЕП, Л Е ЖА 92, 
ту, КОХ E ЖА АННЕ АЈ ра, Ра, +, ОБОИ ОЕ” ЖООШ 


字 特 征 沟 В (Е) = р: T papa + oss =r, Po ЗЕ E ü ёр 
f 
均值 . | 


ЖЕЙРЕН. 2 ЫЖ ЖР, БЕ T ESE A 33946 ал ЕЖ 
外 ,还 可 具 射 击 命中 环 数 的 集中 或 离散 程度 来 考虑 ， 由 上 所 述 , 射 
手 甲 命中 环 数 的 平均 值 是 8.85， 因 此 ,他 命中 10 环 与 平均 值 8.85 
的 偏离 值 为 10 一 8.85= 1.15， 偏 离 的 平方 值 为 (10 一 8.85)* ， 但 身 
手 甲 命中 10 环 的 概率 为 0.5， 因 而 , 在 射击 100 发 子弹 中 约 有 50 
次 出 现 偏 高 的 平方 为 (10 一 8 85)*， 同 样 理 由 , ЯК (3. 1. 1). 


m 3.1.1 


м = К 10-8. 85 9-8. 85 в... 5—8. 85 0—8, 85 
fim Герд | (10-8. 85) | (9-8. 85) | 人 |(-в.вөз (9-8. 65) 
га жі 95 | 0,2 = | 9.0 0 


Венна EGRE, HFFA hA “平均 "的 平方 偏差 什 
可 为 


向 [Go 一 8.85)* с 50+ (9— 8.85)2x 20 十 -om 


十 (5 一 8.85)2x 5+ (0—8. 85)*x 0], 
Жер Ка, 改写 后 为 
РС) = (10— 8.85)? x 0.5+ (9 —8.85)t x 0.2 = 
十 (5 一 8.85)2x 0.05+ (0— 8.85): х0 
一 2.2275。 (8.1. 3) 
* 775 = 


He, 可 得 
Рс.) = (10—5.6)*>x 0.1-+ (9—5.6)2 01+ ee 
+ (5—5.6)*>x 0.2+ (0 —5.6)*2x 0.2 
= 10.24. (3.1. 45 

任 较 (3.1. 3) 8 (3.1. 4) ру НТ, 从 平方 偏离 值 的 “平均 " 值 
看 ,射手 甲 的 技术 优 于 射手 乙 ，- 

把 (8.1. 3) 5 (3.1, 水 抽象 成 一 般 形 式 , 得 到 ; 车 离散 型 随机 变 
S £ ВЦА та, НАЛЫ А ру, Fa,…， 则 反映 5" 平均 ” 平 
方 偏离 值 特性 的 数值 为 

Гәі--Е(Ө1%р + [tE -- = > [z BE) J Pe 
记 它 为 DE). | 

这 里 ,我 们 求 平方 偏 高 值 的 “平均 " 值 ， 而 不 去 求 妨 离 秆 的 “ 平 
жүзін, 原因 在 于 : 偏离 值 有 正 , 有 人 负 , 在 相 加 的 过 程 中 ,不 应 让 它们 
TEW, Е ВИА ОК ЕЕЕ ОНИ НЫҢ, K 
ЯГА НЫ ED 8 , ДЕЛ ЖШ ЕВЕ ЗЕ ЛБА. 

一 、 离 散 型 和 连续 型 随机 变数 的 数学 期 银 和 方 楚 

下 面 ,我 们 引进 它们 的 正 沽 定义 : 

定义 3.1.1 ВЕХИ, КАБИНЕ. 

É | | | - | x | 
Cread |a [| к | —- (0 = | ~ 
其 中 | 


4 
8 
a 


2.20, 2 2 = 1. 


4 =0 
Ж - : 
Slepp, 
42% 


Ф {нй НСО, ЖІБІМЕН ЖНЖ, ETAREN 
Әй ЖЕ, ДЈЕЛА ЕЕ ТРЕ СЕНБЕ. 


„17У 


记 


EE) = Ур» (3.1. 5) 
称 Е (Е) ХЕ ПЕ. 
.车 : 
Dir -EH ИР, <ee, 
м. 


DCE) = DLr — E (£) Tgp, (5.1. 6) 


称 D(5) 为 8 的 方 着. 
由 DCE) 的 定义 ,立即 可 得 : 
D= Drip EE. (3. L 7) 
і 


事实 上 ， 
D= D [s EH] A 
= Ee 25,80) ТЕСР = 
= D rfp —2E(£) P Tr, p НЕВЕ Ур, 
i i 4 
= ар EGT. 
ШЕЛЕК мМ ар $ ао Ев", Wa Jr ИТГ T 1& 
BH SL ak ЗЕН, BELETA THARE ЛЕ ЕНІ 


它们 的 香 解 ， 司 如 在 (3.1. 5) rh, а z, 想像 为 第 1 个 质点 Pr kb ЖЕ 
кіз, 表示 第 1 个 质点 的 质量 , 则 (3. 1. Б) жк WU R 


(% x сөя, ”) 
о т ера ~ 


加 ”符号 如 ( 自 有 时 简写 为 ке. НЕЕ) Ч DEEGEN R F 
妈 . 3?， 对 于 连续 型 瑚 机 变 教 也 这 样 规 写 - 
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W ШАН А к, WI (3, 1. 6) 则 表示 该 质点 系 祖 对 于 通过 重心 8 (8) 的 纵 铀 的 转 
за. 
Ки ЛКЕН ЖЕ ЖЕ ШЕ ДЕЙ ЗЕ, 


设 随机 变数 上 服从 运 化 分 布 , 即 Рс =l, Rop е АЖ, 
TARA ЕСЕ) =c, (6) =0. 
3.1.2 《两 点 分 布 ) 


ЕО РАН 
¿ | о | 1 _ 
Р; | 1—р | Р 
а а. 


Жо ЕСЕ) =0-(1—р) -1:р=р. Жіпе4-1-?р, Wi 
ОСЕ) = ЕГЕ EE) п = (0-р). (1— р) (1—0)? p 
= р(1—р) =p9. (3.1. 8) 
13.1.3 (二 项 分 布 ) ЖЕЛЕ TEA H 


Сёр(1—р) =! = раға-мез | „ва | р" 


| i-p" 
Жай 05<р<1,1-р-4 为 常数 , 求 数学 期 望 与 方差 . 


М EEDA- р)" = пр у Ор" 


大 = кеі 
. n-—1 
== ар У 10 Р-р" пр [+ (1 —р)]"-! 
Қай 


= вр. | (8,1. 9) 
由 (3.1. 7) 式 得 


+ 179 = 


DE = УТРО р) * -- ГЕСЕ] 
&=0 
= өсі р*-!(1—р)"7°*—(пр)* 
kai 


-1 
= ар DO CET DORIP (1—р)"-1-* — (ар)? 
Еті 


іе 
=np[(n—1)p+1]— (пр)? =n+-p. (1-2) 
一 用 有 了。 (3.1. 10) 
HT УЖ ЗРЯ Жа ЯП p Pr it E ОКЕ, s.p 给 定 后 , 二 
项 分 布 唯一 地 确定 ) ,而 由 {3.1. 9) 与 (3.1 10) Хм, Щщ ЕМ 
DEZES E, np 便 崔 一 地 确定 ， 芍 可 和 服从 二 项 分 布 的 随 
机 变数 的 分 布 列 ,由 它 的 数学 期 望 与 方差 所 队 一 衫 定 . ` 
例 .3.1.4( 泊 松 分 布 ) 设 随 机 变数 的 分 布 列 由 下 式 给 出 , 


ы -p В ТР ee l-a 


раю | РЕ | A 
31 


WoR Е(&у 5 20). 
由 (3. 1. 7) 8 
pu) Уре (E) язь (ет) 


А“ 


катаров АГА+1]—4%= 1. 


к 0 


ЭСЕН ХРЛАТ, ЕЕ БУЗА 
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相等 ， 即 
Е(#) =DE) = 2. (8.1.11) 
因而 得 到 : ДЕ БАТА ЖУ ЛЕВОЕ ЗЕ СИЕЗ ЖЇН ЕЛУ ЖЕНЫ ОУ 
盖 ) 唯 一 确定 . 
在 讨论 连续 型 随机 变 教 的 数字 特征 之 前 ， 让 我 们 再 来 计算 一 
қалы нн ы. 回忆 起 在 第 二 章 81 E, Sk £ IE P. 


超 几何 分 布 ,者 


Ж Окам, О МАМ, = Мі (И, п), НЕЕ 
ж. Жж ЕЗ ро). # 
Е(2) = 92 2105 5/65 ТИ 
HUNCA Уи — +(&—1)1(М—Ё)1! 0; 


бт 0 


=M- ош! «сулары Дент) 
k=l n 


=n- M / N. 
рб) = SPORON MOIM 


= эси P(N, Min, k) — М? М? 


k=1 


(жама P(N, Xin, D „б: 


=" aM тру 1, M —1l;n—1,k—1) — я" M'N’ 


Еш 


=" арм Мио 


k=1 


a ]#ї + 


nH ПМП a 
=N Ут tl т) 


N NN—1) ММ —1) ° 
下 面 讨论 连续 型 随机 变数 的 期 望 与 方 闭 . 
对 于 违 续 型 随机 变数 ,仿照 定义 3.1. 1 有 = 
定义 3.1.2 没 二 为 具有 密度 函数 f(z) 的 随机 变数 ， 
ж 


w 


[| телегу оо, 


É — 
Et) = Г: Суат, 3.1. 12) 
РОЖЕ ianya, 
Ж 
Ге волков оо, 
із 


р‹=|` [2-Е OTHE), 


“ӘРІ 
同 离 获 型 随机 变数 一 样 ,有 


ро (7 = Рб) —[E (8532, (3.1. 13) 
事实 上 | 
р-р 

=| аа) 


a 12а 


-28 [" fas ТЕСТ" soya 
= (7 28у) EHT. 


ЖТ. н БА т: 
Фона 14 b ЭЕ ӨГ sy BN ТАНИ» f (z) 的 质量 连续 分 布 于 整 


ARE ЕЖЕ эң, эй Ө ае 


例 3. 1. 5(8J2J2r ki) 
设 随 机 变数 三 的 密度 函数 为 


z, шаа 


b—a 
f oË 其 它 ， 


WoR E DE). 


ж во of ste] 
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ра) = [| оет | w(t) 


b—a 
_ 1 „b'at _ b'ta +2ab _ bi+ ab +a _ b'+a*t2ab 
Ба 3 a 3 4 
_ bt—2ab at (ьа)! 
12 12 


вр а, 
(3.1.14) 
' Б. 


_ Ф—8): 


俏 3 1.6( 正 态 分 布 ) 设 上 服从 N (a, о), ЖЕ, ИЖ 
Az)= зке TS GER), 


до 
* {83 > 


试 求 ЕЕ DE. 
- MEDE ELE 
т & (š) =| ге жаз dyg ( z=" ) 


=Í (ez Fa) e 74: 


2 
а - 4% | 
- е e "Калеп, 
= 1 м, С -=*) 
= — r3 | ©з Z wa — 
D8)={| (se Z 
_ оз N -®- _ СЫ [- -4 #5% [` 2 ] 
=>] е da= т ге |... . t E dz 
z жə АХ ` 
= 2-1 е ° dz= o° 
мая 


Da) _ l (3.1. 15) 
АЯ Я БАЛЕ. 2+ ПОВЕЛ, ЛК 6) ВЕ ES ВСН Т Fak ЭЛ 
与 方差 所 唯一 确定 ,并 且 参 数 a 与 数学 期 望 丰 同 。 Еке БЛ 
Ж. | 

例 3. 1.7( 韦 布 分 布 ) 设 随机 变数 的 密度 函数 为 

m. асан 2 
f(z)= A в |, іст 

| 0, | ткр 

Җен m>0,z42>0 Ë v DAR, КЖ ВБ рО). 


2-6) 


| ж E= | Ba: y)” ЕГШ? 
. (< y= EN 


=f (z trye edy= «лг (1. --1 )+», 


. 184 + 


- а 
~ = 


> 3 
DE =| z Ela- ye ® в [Еф 
(т >)" 
(в) 
и Жо 


= 2 2 = 
-| тол тестін + | еду 
в 


- 1 


1 
+?» ауға ау — [EOT 
z ^ 1 
= ж (5+ 1)+ 2yr "I (1+ 1}+ м 
z 1 A 4 
— "Г е + 1)" — ут” Г С + 1) 


| = «г (2+ 1)— г + 1) 


Е =a "(L+ +o, | өлш 
розг (E+) -rT (+1) 


例 3.1.8(CP- 分 布 ) ВИДЕ £ В 


亦 即 


_z 
š, #20; 


1 Г 
_ са ° 
HEDE l PT (a+ 1) 20, 


0, - 
фар, й>0 为 常数 , 试 求 (Е рб). 


Ж EE) = Дезерагу e С 2) 


ш m+ 一 а В шата 
Е le "dy = ат Г ата} 


= Ë _ 
Гео ) 


= B. (G+ 1). 


p = | зету бб Lee] (4 1—1) 
тет ral, "етиу [B (£)J* 
.P'(w +3)— A (a+ 1)* 


Ши, 
= 8. (а-+2), (а-„1)— В (а 1 
= 8*(m+ 1)[(a +2)— («-+1)]= B" (G+ 1). 
亦 即 


BEB(E)= fpa tD (3.1.17) 


DCE) = Pat 1) 
ва (3.1. 17) ери, RAT- -分 布 的 随机 变数 的 密度 函数 由 它 的 数 
学 期 望 与 方差 所 唯一 确定 . 
МЗ. LIR ESAD I MERKAR A 
lge (меу 
қаз- 72" ат ° 
0 


+ 


Ж 00, д ARM, 求 Е) 与 DD. 


+ 4 ri; 
34 т<20, 


== — = 
«/Эл 
азіһід 2% 
z ll +1п10 #+5—*1л1& 
= 10% 7 一 10 T 
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с 1019 


K+". 
= 10 2 


DCE) = [= ще У rp 


7 о” | 
_ Іра 
(+ 3 一 -下 一 全 ) 
10% [~ Тез -5 % 
= 10996 00-809] 
=10° КЕТТІ "тиз _ go таз қ 


Zata #2 


4... 5: 
== 10 ТЕ :F510 1 —1] 
к= 102= +“? in10 010? le10__ 1). 


LOES A 
p(#y= 102+ inio (107 510 — 
故 服 从 对 数 正 态 分 布 的 随机 变数 的 密度 函数 ， 也 由 它 的 数学 期 记 


与 方差 所 唯一 确定 ， 
例 3.1.10(X*- 分 布 ) 设 随机 变数 ШЕЛ 


ro гу. 
0, 其 它 ， 
其 中 ЛЕН, АЖ EGOS ВФ. 


D? (3.1. 18) 


# 0 


ро —“ t'a largo) (е:-3 
2іг( 4) 
| 


[70 а-у ГЕС 


г) 
("= -4(3 +1). п а-а. . 
Rp 
р) 221 (8.1. 19) 


例 3.1.110- 分 布 ) 设 随机 变数 + 之 窗 座 函数 为 


f.Cz)= re 1+2 
„ат FOK ЭМ 


其 中 = WEER, АЖ EC) 与 Deb. 
т 


С Г +1) tt | 
ЕСЕ) | зу +=) Тше0 (а>1) 


C RAKETER); 


7. (sz: ТҮН 
кә), 一 一 2 (1+2 ЫЯ 
мат г) " 


o tt эм а 


* 138 о 


л—1{” 
2 2 


一 -- 


ЕШ 
G yx Kau .) 

ет ty SE- я 
1-а =a (=i 


(аянт | оа. ) 


жəн: 


> (24 я>2 M). 


即 得 
ЕС) =0 (Ha> н> (8.1. 20) 
DE) = (я>2 0). 
当 #=1 时 , 2- 分布 就 是 4=1, 2=0 时 的 哥 西 分 布 ， 期 望 , 方 
ЗЕЛЕ СЮ, Я З. L. 13). 
38 n—2 时 , 31 Ж DE GEA B HPM DE — oo, # 
DE) 不 存在 ). 
例 3.1. 12(F- 分 布 ) 设 随机 变数 皇 的 密度 函数 为 


rT) о. р 
uo (ЧУДО =e 


Ж m.n 为 正 整数 , 试 求 ВБ DE 
м 


пу aus 


ае za) s; аба (4 s= z) 


г(ж\г(®) =)" Шы (тия) Š 


-| алге ты 


пр) аат 


34 r0; 


24 250, 


n ГС”) За різ 
гг” 


г") 
=] 


"г ЖОО ) 
:TE „ > 
г цу "+ 

Ф Бет, 学 分 折 中 热 知 的 公式 


Cr 
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B (5-1, 2 т. г}? (H п>2 时 ) 


# 


同 理 可 得 


— 202 (n + m —2) 
р() = TEDL CET) (24 r> В). 


期 


Е(0--- (а;>2), 


_ 2з%(п++т—2) 
DE) = m(n—2)2(n— 4) 


ШЕН Жж, ЗЕЧЕВА ВЕ ВЕ š ,都 有 数学 期 望 和 方差 
存在 . 

例 3.1. 13 (数学 期 望 和 方 益 不 存在 的 例子 一 一 再 西 分 布 ) 

ЕЖЕ 


Кг TE (ER) 
则 EOREE, 因而 ОВ. 
á 2 


1 1 Aq(1-+ z" 
ж 由 于 | ligoti a = 


| (3.1. 21) 
{п>4). | 


Linii 49) 
Жж 


к (不 存在 ,因而 D{E) 也 不 存在 

二 ， 一 般 的 随机 变数 的 数学 期望 与 方 要 的 定义 和 性 质 

我 们 在 况 一 段 ， 对 二 离散 型 和 连续 型 随机 变数 给 出 了 数学 其 
раи, 给 出 了 定义 3.1.1 及 定义 3.1. 2， 在 那里 给 出 
了 两 种 不 同 的 定义 形式 。 但 对 于 一 般 的 随机 变 教 〈 既 非 高 散 型 也 
JERAR 数学 期 望 与 方差 黎 设 有 给 出 它 的 定义 ， 因 此 需要 给 
出 更 一 般 的 定义 来 解决 上 述 提 出 的 问题 ， 为 此 ， 我 们 可 以 藉 助 于 
黎 量 -斯 梯 阶 积分 (简称 R-S 积分 ) 来 定义 随机 变数 的 数学 期 望 


D мн HII. 


х=А 
r 


->со, (А-»с5), 
= ü 


е іеі =• 


和 方差 . 
定义 3.1,3 (数学 期 望 ) 设 点 为 随机 变数 ， 黄 分 布 国 数 为 
Pdz), 者 | 
Г lz]gP(z)<co, 


则 记 | 
sab = |" «ӘР (т). (3.1.22) 


并 称 F(E) 为 上 的 数学 期 望 。 


° (8. 1.22) КИ 8-5 积分 , FEP (z) ЖЕ # 的 分 布 函 数 , 放 单调 上 升 且 
Жї, 因而 (3.1. 22) 式 基 有 意义 的 ， 

зрна а, ев [0 свата тауа” 
дит из Кин" ТОГЕ, ST R-8 积分 也 有 类 ИЗ, Ж 
引 人 L-8 MAO, пета овар ERES, 

我 们 也 可 以 不 依赖 于 2-5 积分 ,直接 作 出 ген ИНОЕ S СВ ОХ 
一 定义 实 磺 上 也 可 以 化 为 -3 积分 的 情形 )， 先 设 ЭЖЭ} 的 随机 变数 , ЭК 
即 存在 常数 加 使 得 

|£ (o) <, 对 一 切 260, 
жм, 我 们 可 以 令 


Ея 


кый, ат соян, EREHE һе Sk ARA ЭАе, 
此 时 ЕЁ ЕЕ. ЕЖЕ, | 


En (ш) = o) "Те (< (Q) s 


其 中 
Е 1, 41200) |М, 


Талко) =}, ZJE DN. 


Ф MWE RER h KE БЕН $5, 
. 192 * 


Жанан lirl ЕВ < +оо, 4 
ЕЕ = im ЁЁ. 
УХ. ЖРТ RRITE ДЛЕ ШИ. ШЕСІ Ж, ЧАТ 


到 书 中 一 切 有 关 数 学 期 望 的 结果 ?。 Ее TEPEN @А 
W >: 


24 Ё 为 离散 型 随机 变数 时 ， 则 C3.1, 22) 式 变 为 
Е(&) 一 Х22:Р{Ё= 2). (3.1.23) 
Ж Е, 当 РС) Css (c-i e k=1,2,-. Бі, 由 附录 ПТ 中 
的 积分 定理 .2.3 立即 可 得 ， 由 (8.1.23) 式 看 到 ， 此 时 数学 期 望 
ВЕ) БУ 3.111-щ ”  - 
当世 为 连续 型 随机 变数 时 ， 则 《3.1 22) 2839 


ЕЮ = |7 еда. (8. 1, 24) 


事实 上 ,由 附录 П 中 的 积分 定理 2.2 可 得 ， 由 (3.1 24) 可 以 看 
到 ,此 时 再 (和 与 定义 3.1 2—Ж. 

А ышы. ш 
Ж, ЗАП A ІІ 221151 

定理 3.1.1 设 F(x) 为 随机 变数 8 的 分 布 函 数 ，9(z) № R 
上 的 连续 六 数 ， 阁 | lg МР Са) < co， 则 005) 的 数学 期 记 
EB[y(&)] 存 在 9, 且 

BEg(8)1=| азаға), (3.1 25) 


证 只 对 ?(z) 是 = 的 严格 上 升 菌 数 这 一 情形 加 以 证 明 ， 令 
7-4(0. Шода 


D М. Loeve, Pzobability Theory, 2nd еа. D. Van Nostrard Со. М, 
Y. (1860). 
© 出 定理 2.5.2 50,46) 5208 Б Sr. 
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Р.О) РОО = РСЕ (p) 
=F (g7! (#)). 
由 定义 3.1. 338 


Во) 0 [7 уар, ру = ғау) 


“Гжамға). Фу). W 
ЖА п-4(Ә» (3.1.25) М М BDNE) ЖООМ 8.1.3, 
ED = | yap, (У), АР PaO л ВВ. Ш, RE ЕЗІ 


Ре). 定理 3.1-1 告诉 我 们 ,在 定 ВТ, БАНЕ ЕН 
AR Fai G.L 25) 式 右边 的 积分 求 得 ， 这 对 我 们 计算 随机 变数 .的 国 数 鬼 
数字 畦 征 十 分 方便 . 


性 质 3. 1 1 设 随机 变数 如 有 数学 期 思 EE), Anab, 
(а,Ь 均 为 沼 数 ) 的 数学 期 望 是 
2 ва +, 

нич a= оня ЕФ) = b. Ямале на 
ж%. 

1 МЕР ғау аад 及 8-8 积分 的 
Жар 

Бор) =ЕГаё+5] -Г. (az--b)dF(z) 


=a за) +6 аға) 


=aB(£) +5b[F (eo) —F(— со)] 
=a (2) +b, 
МЕХ, 特别 当 а=0, ДЖ ЕО)-ңБ(ОУ-Ь Ë + 
定义 3.1.4 设 随机 变数 二 的 分 布 国 数 为 F(T), 数学 期 望 为 
ЕО), EE-E < co, 80 ЕВРЕЕВ, рО) Ё 
的 方差 ， 
. #94 + 


由 定理 3.1.1 有 
ро) =EL- ВВ = | (ЕБРР). (8.1. 28) 


НХ 3.1.4 知 , БЖ D(CE) 存 在 蕴含 了 数学 期 望 存在 ， 且 方 
Ж Ю(5)220. 与 数学 期 望 情 形 类 做 ， 346 为 离散 型 随机 变数 时 ， 
(8. L, 26) 28 


DE) ЕГЕ BP S Ez —Б( Ур, (3.1.27) 
ið 


АЕ ШЕН, ЛЖ (3.1. 26) E Ж 
р(фу = ЕЕЕ) | r= ЕСУ" Cæ) de. (3.1.28) 


性 质 3.1. 2 ЕНИ ЕСЭ) <>. ШЕ 
DOREL | | 
DE) =E [Е (3.1.29) 


ПИ аға), <| ғаға), ЕС 1.30) 
( (3.1.30) ХЕ УНИН). 


证 由 定理 3.1.1 及 R-S 积分 性 质 ， нянек 
ва 有 


zl |7 аа Га РНР 
= Г "арау |" пера )=1 FEE) <co, 
Ж КОЖЕ, В: | 
розви ву [ес 
= (7 тарту -2800) | ааст) С 
+в] кш) = 
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=F(#')— [FE(8)1t <o, 
ЖЕН Р(2) 220 即 得 (3. 1. 30} В 
和 性质 3.313 设 随 机 变数 上 的 分 布 疾 数 为 (т), У DE) 
存在 ， 则 = 22-6 的 方差 | 
Din) = (аё +b) =P DCE). (8.1. 31) 
#9134 а-0,"ІЖ 20) =0. 
AE (3.1. УНЫ 2. 1. 1 #$ 
Рр = D(at£ + b) = F ak b-- -Blag +b)J* 
= Е[аё+Ь—аЁ(ёу Б] | 
=F {a E-E 


= |: атестата) 
= |” ге (D Марс) = atpep В 


| 在 理论 研究 和 实际 工作 中 ， ЖЕНИ EER 
随机 变数 进行 所 请“ 标准 化 "; 当 随机 变数 上 前 数学 期 望 (5) 和 方 
ж D (6 都 存在 时 ， 考虑 它 的 标准 化 随机 变数 : 


Es- &—Е‹(Ёу 
АҚЫ” 


НА 3. 1 1 及 性 夺 3.1. 3, 得 
в EC] 
ЕЧ") - УБЕ -E9]=0, 


DEV DL 
例如 ,随机 变数 扣 服 从 正 态 N (a, о), 由 酌 3.1.6 知 了 (8) а, 
ба) = 02， 则 它 的 标准 化 随机 变数 i = 5—4 的 数学 期 望 为 
EGY = 0, 方差 DEY =1, Bi £ 服从 标准 正 态 (0,1). 


ЧЕМ 3.1.4 函数 /(1)-8Г(4-2)71,ые 8, г-и) 时 
* 196+ т 


ЕЗД МН. 
证  f(zy- B[(£—zyt]= Е (62) — 2080) та? 


Ке = 2r—2E (8). 


ЖК = 二 BOX p 的 一 个 逗留 点 ， 再 由 
2102. = 


асаудай, ik KOER == Ерзин МА, IER 
5 
ДЕЛЕ EEI Ë р 

性 质 3.1. 4 说明 ; 随机 变数 对 于 其 数学 期 望 的 储 离 程度 比 它 
关于 其 他 任何 信 的 偏离 程度 部 来 得 小 ， 假 如 我 们 用 转动 惯量 来 解 
释 方差 , 则 这 一 物理 直观 就 更 清楚 了 ， 因 为 ,质量 分 布 于 模 坐 标 畦 
ынаны 
он К Pt ЛЬ. 

定理 3.1.2 (ЕДШ ЖЕ А SMIRK ENHL DE 
存储 , 则 对 任意 6 之 0, 有 


| ғы | JON (8.1. 32) 
СЕ КЕЗУ ҖАЙ Fa) M 
о _,‚ Ко) 
<| өн шю 


ЕЗІН EOTF). 
= ГЕ | 


定理 3,1. ‚зый, м $ ЮЛЕ, ОЕ СВ еер 
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从 的 概率 就 小 ， 换 句 话 说， 事件 {18 C ECO |<) ЕЯ 
大 ;也 就 是 说 随机 变数 2 ЕЕ ЖЕ КЖ ЕСУ, КЕ 
步 给 我 们 说 明了 方差 的 意义 ， 同 时 , М DOE, (3. 1. 320% 
给 出 一 个 随机 变数 与 召 (6) 的 偏差 不 小 于 。 的 概率 的 估计 式 . 
推论 ж 00) 二 0， 刚 & 以 慨 兴 为 1 地 等 干 它 的 数学 期 望 
ЕЕ, PIE= Ё(Е)} =1. ° 
证 由 假设 DIE =0, ЖАНЕ n—=1,2,..., 有 


pl sQ I> 1}<РФ, о, | 


9 


IAA _ : О 
пав) = 0 с» B. 
ж 
| -r170 < Же fie- BCs) > Ше 
ш 


Р(&=Е(& }=1—Р{|&— Е (Е) |520} =1. 0 

НИИ, що Е o PF, БЕЛЕК ЕН 1 НОВОЕ 
Ж РЖ ЕЕ, КИТАЕ: 围 线 它 的 数 
学 期 望 的 偏差 程度 


143.2 ж 


随机 变数 的 数字 特征 除了 上 述 数 学 期 望 与 方差 外 ， 还 有 其 他 
数字 特征 .这 一 节 我 们 介绍 随机 变数 的 各 阶 矩 《原点 矩 、 中 心 扼 
等), 它 们 在 数理 统计 中 有 重要 的 应 用 ， 

定义 3.2.1 ШЕИ. ЕС: < 
` {й»,=Ё(&*),а,=Ё(|41*) 
= 94 • 


йй», Ж £ a k Br М ДН, J: Pk a ЕЮ k B: ЖА 
XE EFE, В. Ё(1&— Е) |5 < оо, ја 
H= ЕТЕ Е (5) J*. 

则 称 и, ЕВЕ ОН, К ВЕСЕ ЖЕ 
фоя. 

ЯН v m= 1,» ECE), жа-1,и1:-0, на PCE). 

定理 3.2. 1 (пыл) ИЛЬЕ 的 二 阶 原点 绝 
АЖ a, 存在 , 则 对 任意 :>0 有 | 


Р{ EDESA (3.2.1) 


证 етін» F), 
°{|&1>®е}=[| арс) <f lelt ipe 
>а а E 


іші Раг 
<f ñ аР) = 2,4. Ш 
上 述 定 义 的 原声 矩 与 中 心 矩 之 间 有 如 下 关 条 } ` 
ра = ЕГЕ Е (Е) ]" — (ПЕ + 


一 之 人 (一切 04 (1) уь (3. 2. 2) 


h= 0 
ЕГІЗ 
Ho 一 工 
u 0, 
=v rl, 
из = ra bva t 2t, (3.2. 3) 
Ha = — yay t бул? 31, 
Hs = ув буар 10узуй— livi tdrt, 
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EARM, ПИ ЕН Жн АЕ. БЕ, ЕН ГЕ bajo 8 
РИБ, ЖЕ F (BL 83.4) 
э„=Ё(&"у=Е[(#—у›,) Фә] Ses, YELE) 


к-й 


= Јони. с (3.2.4) 


故 可 得 
ya =1,. 
=85(5), r 
з= па EO, 
PaT Bs Зум, | vi, 
уал р. dy Hgt Erit tet, 
Ys = Hy + бу, рег 101 uat 10218 yi, 


(3.2.5) 


CETTTETETSITE 


例 3.2.1 ЖЫЯ 59 2 N (a, о), МИ £ ЕВ Е Ж 
> __Са-ау? k r> -4i 
пудр) е0 Y =з юе as. 
а 6 ОН, РЕВО ЕРЕ, k пъ = 0. 
H ВВС, Ф722, M Е 
2 aa S a Hea 
4 . 


(аст 
ТЕ ТЕН. ТАГУ 


рег) 
=g (8—1) (8—3):-1 (24 22). (3. 2, В) 
таж 
Но =1, нь a’, p = 3o*, pam 150°, += 
FERIR АЕС A,. 
显然 , 当 于 为 偶数 В, = us. 
з 200» 


当 t тажы, 与 求 Hy HRN, 有 
- _ стай 


Ea Ki в” (6: 7) g, (3.2.7) 


因而 有 


§3.3 多 锥 随机 变数 的 数字 特征 

与 一 维 随机 变数 类 似 ， те 
义 如 下 : 

ЖХ 3.3.1 设 = 维 随机 变数 (61,50,56 5) МУЖА 
F (zi fyt z,)- 8% ІЛ Fala), (Е--1,2,:%, n) (66) 
DRAPERY Fal т). © 

AA y timpu MANKA. 
记 


a BiP 2), @= 1,2, зв). (83.1) 


Як (ау, 5,0.) № n ІТ ЗЕН. 
记 ba SEILE, EEDE E E)]) 


[ie E(É; TUF < эщ i=k 


6,5:е1,2,--, а), ЕСЕН? 
称 bilki) bB ЛЕ š, 与 & 的 二 ИБР СМЕ, 统称 Din 
СЛИ i =k ы) жа, 《有 有 时 又 写作 ba = cov (E$). ) 
称 方 阵 


» 201 s 


F= “ | (3.3. 3) 


bm ба се 4. 
п lu ku (2,2,5, Y НЕЕ, 
协 方差 矩阵 中 的 元 素 5;; 存 如 下 性 质 . 
И 3.3.1 1)5,-2(8,) %-1,2,-,% 
2) 而 一 六 
ано ЕЕЕ АКЕН, 
3) bibu bog . 
Ch 
证 Doss Ja воал) ойы) 
&=1,2,. | 
2) НЕХ 3.3.1,5,= б, анн | 


8) 由 R-S пою техни. ' 
| =й: 3.3.2 对 任意 实数 to (i=1,2,-.. 5) 有 


bs 20. Вр т'ЕТ>0; 
іші 5-1 
f: . И 
ЗЕ. 3.3), . } T 是 卫 的 转 置 , 亦 即 T = (tis 
. РД 
terg tnde 
证 >. ғ, 
іші k=l 


= > УГ ее, ЕСУ Cte ЕСЕ, ЧР, г) 


|" аге все ЕЈ 


феи" 


"ВР (Zi, tes t Xn) 


ГГ нео ЖИС 
>. 

性 质 3.3.2 1% (3.3.3) AADA РЕ ЛЕ ж. Ж 
ЕСЕН АА ЕЖЕЛ 8,8,2 СЕА 对 任意 k=l, 2, 8, 行 
ШЕМ | 

bi, ba се br 

bn бы = бі >0, (3.3. 4) 

фы bai “бы 
畦 别 取 天 一 2 得 ， | 
| ba б 
Ба Da 


=b, 1522 — Бара 220. 


注意 到 
bo = By, 
即 得 | o 
bibb 
这 正 是 性 质 .3. 8. > 3) 的 特殊 情况 . 
` Щз. ЩЕ, 6, É, 均 是 离散 型 随机 变数 时， 
设 其 分 布 列 为 : 


Er | gt ку? .. Р m 


P (Ë = rit? | ВН’ ры! © р? u 


а 203 + 


记 РРР) = Р(А =, = Р. 
ik=1,2, n 1, m=1,2, +» 

WC. 8.1) Ж (3.3. 2) 变 为 、 | 
ас=Е() = 2а Ур 9,і-1,2,:5,". (8.3.5) 


F Е рз =. n 
21 Drp 806010297 — Ва рее, О), irek 
Бас "т ` 
t [EPEE р, i=, 
1 `. 


i k=, Zye, R. (8.3.8) 

当 Ез а» ч» En нал ты ЖЫ, 设 其 т ЖЕФ КЕРЕ Жу > 

f (xy zs -A КБЕ Уу f Сә) E faza, gx), HH) 
(3.3.18 (3.3.2) 

a= БЕЛДЕН -Е(60,41,2,-5,. (8.3.7) 


b= [7 га 92 СӘЛА za dai, i= k, 
° теоре) dr Yih 
8-1,2, а. (3.3.8) 


#13.3.1 (二 维 二 点 分 布 ) 设 &,7 的 分 布 列 由 下 表 给 出 ; 


则 


ВЕ) =0-[{1- p) T0] 1: От р, 
Ет) =0:[(1—?p) 4 0]+1: (0 -р)=р; 
Я СЕ, тр) В ЗЕ EB O p) (Hh 122220). 
буа (0—0) + (0— р) 1 — д) -(0-р)(1-р)-0 
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+(1—р) (0-р) 0+ (1— р) (1— р) Pp 
P+ (1 — р) p= р(1— РФР 
=p(1— p), 
Ви = D(&)=(0-—p'(—- p) + ap pp Р), 
аз DCE =p — P), Ба = bis, 


o В ЗЕРЕ 


(ға-" 1) 
pap) та-р/ 
91 3.3.2 я ШЕСЕ, 7) ОФ НА 9) 


《一 в) l aa) H aKa bs 


Қа, p- ке 
_ 求 数学 期 望 和 协 方差 矩阵 ， 
ж mina 5 45 


. ` 
а) | ает 1 а= е 
а, 1 


а= (п) = аа, 


м.а? | - оу 
а p = Di) = ФЕ, 


OO 


1 3 te) ің к 2.6 -Ға h = 
(а) | Kum s 24-0 


“(ытау(ыта)!., к 


АХ (Z , л) ЕНЕ ЖА 35: BE НІ 


ba = D(#£) = 


(Бау, EOD) m (hye һақ), ) 

(b i— s) 0 
人 „")- `12 | (3.3.9) 
Бі Фа | 0 аі 


ФЗ. 3.3( 正 态 分 布 ) ФО ФИЖЖАНО> 
了 (zy 的 = 


1 1 |== mi). 
2яс |0, ете |- 2(1——т*ў Е 


op Am) (ати) y (#— ma) 2], 


“9% өй 


其 中 cu 0:>0, mom ЮЖ, -іст<1. ЖЕЛШ НЫЛ 
АН. 
ШЕ НИЗ ECE) = m, E (0) = ma 
hi = D(£y= ol, bx = Біз = ой, 


I А 1 
елены 


(а-а)! (ты) (ить) 1 (ут? 
е а я 27 ац; | + 3 laar 
P 2(1—r*) ` 


- жа)? 


; j ОЗ а 7 (ат) (у— mO 
от т т . 2 рани — 
= 2ла: уміт j. Ë а y |. 2—71) 00 — ma 


. — Астан * 
exp | ат т с; ) |. 


каапкан эз 
= 1 аи roia Суз tm y 
| ете е" ¿r 


= f. рур ау (toe) |а 


= 2" ==). (gas 2-27 т.) 


БЕРЕНЕ Җ 分 布 的 方差 可 得 
b= Ч-т т) „з EE =roT 
Og |. “ ГН а” ін 


НС — st YE 522 Ар (6, AREMANIA НЕД 
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CECE), ЕО) = (mi, ms), 
b, ba 01 "т. аз? 
(2 аңы өй ) 
因此 ,类 似 于 一 维 情 形 , — B E & ЭА 5 Ж Н ЕЛЫ Ж АЕ WS Ы 
Б ЕН (3.3.10) 式 所 唯一 地 决定 { 即 它 的 五 个 参数 ті, ть 
0 i047 ZAR ЕС), EQ), DE, DO), bu 这 五 个 数 及 唯一 
确定 ). 


由 上 面 的 bs=rotos 得 | 


r= bu. 《3. 3. 11) 
тту 


通常 称 由 (3. 3.11) 式 定义 的 7 为 随机 变数 8, 的 相关 系数 

由 例 2. 3. 1 后 面 的 说 明知 ， РРА Е 59 Ж N (mi 
«фт», саз г) ШӨ НӘ Ж СЕ, m) РТ, 当 其 中 的 参数 r= 0 ЕТЕ 
HEY. Ж (3.3.11) H һа =0 hEn 相互 独立 。 

对 于 二 维 正 态 分 布 , 由 于 

(z— б=т)? 902 ст) (2— += а м 


of 


(3.3, 10) 


(4 是 常数 ) 时 ， жая [ КИ 
0,0 = Ж. 

ЖЕНТ y ЖИ. ГЕК (Е, PETET TTT. 

E., we СРН) 25: 


К" 


QQ) = | 
е, р: (= z=) -2r m) Өстә) а сз |. 
令 | . 
` ты. =pcosð, 
Y gA = psin0, 


* 207 =. 


016980 — рну sin 


ас, H 

atp, 0) оззіп? рс,совӣ 
从 而 有 : СА ЕЖ >, 
КӨРІНЕ | 


` д») 


= DG а. 


1 ТЕ” 


к= „1-тәтї# , f ` 

лм, 1, au m pandg 
= _ -yy Вк 1 一 P _ 

а-е А a —|, 1—твїһ2@ 

_ 
一 1 一 e зася), 
其 中 我 们 用 到 了 
1 1~-r? 

1 creo) 2л^/1- г? {77 11129“ 


Жи ОВ, (BI £ S т RRS), REPAR Tana а A) 


=1—е Y. НЕО. 4. 25)). 

现在 让 我 们 将 二 维 的 均匀 分 布 与 正 态 分 布 推广 到 * 维 上 面 
去 ,从 而 得 出 两 个 = 维 随 机 变数 的 分 布 函数 的 具体 例子 、 

@ 3: 3. d Ca 05-4) Ез E ia о 
Жш 


п 


П 1 А 
T М a sx sb t= l, n 
ри) = 41-1 (5--аф)” ыы а," 


0, 其它 . (8, 3. 12) 
ЖК СЕ, е EDEM a 维 ) 均 名 分 布 ， 类 似 千 例 3. 3.2, 易 证 其 数 
学 期 望 (向 量 ) S tiy y 26 35 BE 25 B: 
(E£, ВЕ) = (254, бта ана 
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b, -- 8, ы-а)! 
Ë ... =) 12 0 
бы се Dan . 


| (Ба-а)? 
0 ы - 


ЗЕН, 易 知 5 É, EHAE. М» 
{әсә za) = р.) е, (zzy 
АЗА n tE ОНЖ ЕЕЕ 2, ИАН, — 
ТЕНЕ Е: Жахан ГИЛЕЖІЕ, HERE ДЕН" 
(BI А Е п р), 
А! Гл>2, 


Қал Жары. ЭШ, өз f МН 4' = (Air s Aa) 


AIA п ЕЖЕ fi о ЛЕШ AUT: Е 
例 3.3.5(n 维 正 态 分 布 》 ИИ О-о 28 
度 函数 为 
КЕГЕ 1 сехр (== maoa- м, 
| (луз 


3. 3. 18) 
— co < z < e, .. i=l, уйу 


ҖЕ |Z | НЕР > ХАРА, X: 


түү -** бы т, т 
BE=| .» .- |, М=| : |, х=|: |, 
Си 57 Си | т Ж 


ou mi 了 二 1，…; 1; 都 是 常数 ;三 是 对 称 的 正定 炬 阵 ， 了 -1! 是 它 
іне 9ЕБЕ, С, М ЕБ. 
RINES: УР ДЕДИНЕР (3.3.13), ЖЕЛІНЕДІ 
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Ши. 

1° то) ERRAR. | I 

2° Е(&) Em, i=1,2, 

3° ЕСЕ. ЕЕ) ТЕТЕ Ф.з» 

š j=l, 2, 

故 可 称 开 与 завадив (向 量 ) БУТ. 

1-19, ШЕУ ЖӘНЕ ЕЕ, ЕКЕН, ЖЕЖ 
ант, тата латы 10. 230 


20004448 0 | | 
б=Т'®Т 4 КА Б с}, >0. і-1,--,%. 


0 ой» 
从 而 有 | 
作 变 换 . З=тОТ’, э бз=т'®Т. (3.8.14) 
Х—М=ТУ. (вянжяж|% ү" ше). 
即 得 (下 面 记 R" Эр а RRAN) 
Fo res. aane as, 
ы 


“аятта! “ме (~ ro- ҮС Тақ. ‘dfa 


-Üf ә (- Асы. 
证 2” 运用 上 面 的 变换 ,可 得 - 


— 1 хр (— Gan z "(EID ) 
к» кш z 2 
sdg" 


„ү + ыы ZEY 


= 210 * 


-dyi AY n = ты» 
《其 中 用 到 了 : ta ETRE ЕВ ENK B 


[а == i exp (-% 267 Уви, ть, 
"ада — Ë: и = 
r „Р 5 с. P ( fijan 0). 


证 8°. 间 样 运用 上 面 的 变 痪 ， 并 注意 到 《3. 3. 10, 可 得 
„= |-. fæ m) (z — ту) f (ж, "x ra) dzy 


YC-1Y 


4, ково. = 


kai іші 


g- Y . i 
= 上 | {5а Ол ра стт гехр (б йй dy, 
вњ 
=D faine? =G и м 
k=1 ! 


ЖЫ. 24 =2], (3.3.13) HH R EL 38 эл йу КЖ 
分 布 . 
事实 上 ， 在 此 和 情形， : ` ` i 


{у ч! м" ) 
bx бо т», 
15 [= вва (1 кс 


созо (1—т'); 


+211. 


МУХ м-р (ba (a, — mt 


— 2,00 т) (re тз) Ebu (arm) 
Kipas ə (2 — ее Сәтін) 


о өз 


— Pot) an ) 
因此 ， 在 -2 的 情形 ,二 (3. 3. 1 便 重 新 得 到 例 3. 3. 3. 
4 я= 3 时 , 且 设 АВАВ, 由 (3. 3.13) 可 得 到 


ауа ИЕ И xpf те) 


аулада” 


其 中 о, = DED, 上 式 可 解释 为 分 子 运动 中 分 子 说 坐标 轴 的 分 速 
5,2,8, 的 概率 分 布 雍 度 (也 称 马克 斯 三 分 布 ), ЖЕ, КЕНО = 


ждет жоғын, 是 一 常数 。 


оі-оі- 


$34 多维 随机 变数 的 函数 的 数字 特征 | 


ХЕ S 8.1 中 对 于 一 维 随 机 变数 的 匡 数 的 数学 特征 , 定 源 3.1.1 
给 出 了 它 的 计算 公式 . 这 一 区 ， 我 们 介绍 对 于 多 维 随机 变数 的 全 
部 的 数字 特征 ， 与 一 维 时 一 梓 ， 有 如 下 定理 { 这 里 只 从 叙 壕 , 不 予 
证 明 ). 

定理 3. 4.1 Е F (Eis Tar ое, шь) 为 随机 向 量 (E1, 22675 ба) ИЧ 
ЛЕВАК, о (zi хә, се, Za) A n НЕ. № 


Г. | … Г. 9021.1, Ы =.) МАР (z,, ga, +, ж) < eo, 
Ж Elg ЧИ, Š = ОТ ЕЕ КР. JER, ЧЕЖЕ 
时 , 有 | 
Elg (f, бас бы. 
. 212» 


={ F oÍ очи dF (а, ss), (3,41) 


+ м. — 


{3.4.1) № В-8 积分 的 性 质 , 立即 推 知 ， 
(5107, En) 20, Eg (E ta En YTE TE 
=Eq(Ë,, ÉD 20.2 
这 一 性 质 通 常 称 为 :数学 期 望 具有 单调 性 , 
现在 当 151,52，…, 9) 为 离散 型 随机 变数 时 , 有 


ВЕ, 
= È g Pap APPP, eO, 


lila iyami 


其 中 Ра», P,e эт?) Р{&,: х9, Ё, zih,- -Ц6-а с), 
H (Š, ба, Š.) БӘР ИВ АН» Ж 
Еф (Eo utsin] 


-| ЕСЕСІ Zary йл) f (4152; “er da dr Чт, 


其 中 ЕЕЗ СЧИТА š.) У Е ВЕРЯ К. 

ЖЭ. 3.4.1 Ң: R gnin ©») йч Ж ЗЕ, THERE 
Ёз ЛАРА, 然后 按 定义 用 (3,1. 22) 式 去 求 ， 面 直接 由 (3.4. 1) 式 
жй. 

慈 举 一 例 说 明 ， 

例 3.4.1 КОИ 2. 4.6( 瑞 利 分 布 ) 中 之 随机 变数 m 的 数学 
期 望 I — 
ы м1. Rm = ET ж жі. щй 2. 4.6 E, 


# ты 
таза ба 7 
(0; 459. 
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[е и Оттон 
im 


„д. 
0-29. ҮЗ. атаеы 


#2 运用 公式 (3.4. 切 ， 可 得 
Em -f м/ 21 + 27 fion (z, 2.) dx, бту | 


[араас 0/20) anda 


= ГГ 7 (re TET /®яо®) ‚тадаг 


== Е Е 
не кин АО, "Шан? 省 去 了 求 密度 函数 Г.) 
259. Кез. 
在 实际 问题 中 , 存 村 需 计 算 一 个 随机 变数 点 ы п Етах(2, 
n) (п: 最 大 风速 的 平均 值 ); 或 计算 Bomia (2, ” (Ни: ЖЛ 


ИЮН). 
13.4.2 谍 上 与 了 相互 独立 , 且 都 服从 М(0,1),Ж 
ш 
Emin(š, g) = ИЯ кузе Т ёт 
{е -= -aa la М2 1[7 и Ц 21 
Је Со s= ее 
从 定理 3.5.193], 09.3. 2) 5 ВАН Ы, ИЖ 
7 һь=Ё{[#,—Ё‹Е,у]{[#ё,— В]. (8. 4. 2) 
有 了 定理 3. 44.1， 我 们 可 以 得 到 有 关 ФЕН ОА 
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келшы олю, EHIE ыы ТЫН МЕГЕН 
我 们 许多 方便 之 处 . 

ФЕ 3.4.1 Бан (5,4, =o ФӘН 
在 ， 则 有 

1) 线性 性 质 : 对 任意 常数 ci 一 1 和 80 有 | 


(Dos, Жена» | (3.4.3) 
. іш1 = . . | 
2) Ж &,,#,,--,8, 相互 独立 ， 则 | 
ЖТ )= T zo. 3.4. 4 
(Пе Дғао A 4.9 


证 1) 由 定理 3.4.1 Х R-8 积分 性 质 得 с 
РАТ; ЙЫН a z, есь КЫШ, 
іші 


іші 


= е, ШЕШЕК; {Tis Fas'ta Za) 


= Јово. 


2) 6 Еяс-2 НЫ СЕ, S.) 为 连续 下 的 情形 . 
设 jes z) В, Но), Баз) Ж (Š, Ё) м É, 4 的 密度 函数 ， 
按 定理 3.4. 1 及 (3.4. ЗЕЕ, 的 独立 性 ,有 


-| азга] (e #2) dz йз 
-| | алво ара drs 


=| af (жі) dz, Г. af (аа) бг; 
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= F(#,)-E(E.).8 
ЗЕЛА 3.1.2 Бос, ХЖЖ,6, 为 随机 变数 ， BAG) соі 
1,2, т), ДІ 


1) дей, \- 5 е1з@д+ 5 Orabins (3. 4. 5) 
f= d. ізі а. - 


其 中 b; Í Е{[&,—ЁЕ(#,)][#,— Е(&,)]}. 
特别 , 若 Ё Т өзі, £, 相互 独立 ， Bi ЖЕНЕ так), В. 


p| Dog: )= onen. (3.4.8) 
Хіші іші 


2) (E(E EDLE E) Еа). РЕНӘ) 
证 1) 由 方差 的 定义 及 性 质 3.4.1 得 ” 


Аже де (Se) 


-rf Zete} 
ізгі 


іші 


= КОР Уеа), ғау 


-> 2 д с (CE EEIE- EEI) 


ізі 


"ссе D$) + > Ci serba 


=1 ЕЕ 
тка 


特别 当 Én ть» Éa 相互 独立 时 ， 由 性 质 3.4.1 之 2), 4 
РЕН . 
bi ЕГЕ, — BE) JIE — F(8,)7) 
=Ё[#,—Ё(#,у],ЕГё,—Ё(&,„)]| 
=1Е(8,) ЕСЕ) 1Е(5,) - Е] =0. 
Н (3, 4. БЖ (3.4. 的 式 。 
. 215: 


MED 利用 R-S НОЕ 
[каюу [аара |" 


«ара, ГОГ мать, z) 
一 五 ( E (i) № 
WAA 2 — ЕЕК БАНИ 6, 用 ia El RE Eh 
之 Š, ВТ ЗАЗ ГЕ 3.3.1223) Чі--1, 5-29 
情形 . | | | I 
ЯВА SHARR, 下面 计算 几 个 例子 . 
例 3.4.3 设 进行 次 独立 试验 ， 事 件 4 在 第 次 试验 发 生 
的 概率 为 ps， 求 事件 4 在 % 次 试验 中 出 更 的 总 次 数 4 的 数学 期 望 
5#. 
TOR йд ЖК НАЯ, Ши, 的 分 布 
列 为 
ва | ° 1 
Pim | 1-р | = 
记 Ф-1-рәЙЛін- ii ра s, Ш 3. 1. 2 Ea) =p, 
Dila) = pq... НЕВЕ 3.4.1 之 1) 和 性 质 3. 4. 2 得 


E) = > |рь› 
k= 

DIK) = 全 Pole 
kmi 


特别 在 当 p, =p P] 85 R ЭН ЫЫ. 有 
Е(иу=пр, Ю(ну=пра. 


或 者 有 
(D 5-я 
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кж к(#\у -p 表明 : {Еп Жм, ЖКА наоем 
и, 则 其 平均 每 多 试验 出 现 的 次 数 世 一 工 SP, 的“ 期望 值 " 为了， 


例 3.4.4 设 对 某 目标 进行 射击 , 每 次 击发 一 枚 子弹 ,直到 击 
中 次 为 止 ， 设 各 次 射击 相互 独立 ， 且 每 次 射击 时 击 中 目标 的 髓 
率 为 了 p, 试 求 子 淹 的 消耗 量 5 的 数学 期 望 
М 记 二 为 第 一 1 次 击 中 至 第 次 击 中 自 标 之 阅 所 消耗 的 
алан, KEE, &, TEUR 1, 2,…， 其 分 布 列 可 由 下 起 给 出 ; Са 
g=1—p JPE E 为 第 一 次 击 中 目标 所 消耗 的 子弹 数 ) 
ёъ 1 2 °з .. я | 


Рея} | 2 


сїр | rar 4*'Р | ... 


《通常 称 上 表 为 几何 分 布 的 分 布 列 ) Шог 8 h EB 15 88 Ж 
数 为 | | 

8 £ + met Én. 
由 性 质 3.4, 1 之 DR EG =1,2,.., в) 


EE) = DIE (E) =—nB(ED), | 
` ізі 
其 中 | 
EE) = Dtg tp -G 


1—4 
Еті 


2-4 (1—2); 


上 式 说 朋 , 耗 弹 多 少 与 击 中 概率 Pp 成 反比 , ЕНА АН, 
$13. 4.5 设 在 同一 组 条 件 下 独 立地 对 某 牺 的 长 БЕ a 进行 了 
„DIE = 


ЕТ ИСАН НЕР Е, 它 是 随机 变数 ， 又 设 所 有 的 
和 服从 叉 (a,0)， 试 计算 n 次 测量 结果 的 平均 长 度 -了 154 的 数 
` ， ім 


学 期 望 和 方差 . 
М 由 性 质 3.4.1 了 及 性 质 3.4.2 得 


í; LEE 1 т | 
Е| = SE |ш УЗЕ) a (3.4.7) 
ep 7 
я | 
0:5) ео: ) 一 二 (3. 4. 8) 
іі 


(3. 4. Ту КЕ, «ИННА ы ын В 
Кжалт(3.4. ЭДЖ, ау ib IR W) 3548 PR7= ИҢ 
НО С АЕНА 98) 比 一 次 测量 的 离散 程 底 (或 说 误差 ) 来 得 
小 ， 因 此 ,在 实际 前 测量 工作 中 常常 和 用 这 一 结果 , 以 诚 少 误差 . 

我 们 在 $ 3. 3 介绍 具有 一 维 正 态 N (zi ,cumassoajr) 的 随机 


变数 (各, 5) 时 ,得 到 了 (3; 3.11) 式 ,其 中 参数 一 - ра, TRES 


НЫ > >— 0,4, Z, 相互 独立 . %- зи, 我 们 从 
(GALDRA Ба EEEE EED. БИЖ, В 
3.4. 2 知 , 当 É Е, 狼 立 时 , 8з-0, ДИНО. в ЕЁ, 我们 得 
到 了 区 维 正 态 分 布 的 -个 重要 性 质 . 
ЧЕМ 3.4.3 ЖІ С, 8) RAEES N (mi, cu 

ma созт), M E МЕ AHATEA BERE г 0, 

_ 对 于 具有 二 维 正 态 分 布 的 随机 变数 Eo E), RER r bi 
йоқ | е 


r= TOS TOS | 
vot Омр (ба). 
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эщ p= 0 F, 刻 划 了 随机 变数 E 与 2, 的 独立 性 这 一 特 粕 ， 但 对 一 
般 的 随机 变数 ， 是 否 仍 可 用 上 述 表达 式 来 作为 研究 随机 变数 之 间 
某 种 性 质 的 数字 特征 呢 ? 为 此 , 我 们 引入 如 下 定义 : 

定义 3.4.1 设 随 机 变数 2,2, 的 方差 (Е), Dé) 存在 县 
均 天 于 0 ів | 


EIEEE) Jik EEDI) 
PnU ЛЕ A DE 


称 pu 为 与 5 的 相关 系数 ， 在 不 致 产生 混乱 时 , 简 记 为 p， 
利用 定义 3.3.1 кыш. 3.4.9) 式 可 写 为 


(3.4.9) 


р (3, 4.10} 
一 最 的 有 | Ес 
` . a= J (3.4.11) 
ste 
i Ра ба Pin 
R = |°" Фа" Pa] (8.4.12) 
М . Pe Раз Рав | 
ЗН. жәе 
1 0 | 
s~ D(É 
C= , . (Ht BARIERE) 
| 0 —1 
a DEn) | 
{3.4. 13) 


则 由 (3. 3, DE Ет, 得 C2C — В. 
应 用 定义 3.4 1， 则 性 质 3.4.3 Ни АЖ: 对 服从 一 BTS 


N (mi, Tiimo O97) 的 随机 变数 (51052)，51 23 Š: ВУ 
„ 220 = 


条 件 为 它们 的 相关 系数 为 0 (或 说 不 相关 ). 

性 质 3.4.4， 随 机 变数 & 与 的 相关 系数 о 满足 下 列 性 质 : 

1° —1&р1; . 

2° 1р| = 1 的 充分 必要 条 件 为 所 14 É, 以 概率 为 1 线性 相关 
即 存在 常数 а, В, Aaro, E | 

. Ра, В} =1, 

证 1° 由 福 质 3.3.1, 即 得 

JE 一 Е EDHE 


РЕ, 
«ЕГЕ REI -ETE — EDL 
_ < DED DED — О, 
现 证 2° күлін О | | 
ёз + 5% _ pz = 
+ > Th, р +27 ТЕН 2(1 Ер); 


当 p= 1 时 ,用 上 式 ; 000 8) 24-28 


ТЕКЕ 
ШӨ JE) =o, 
由 定理 3. 1. 2 的 推论 知 


= 
Р Ат Уи УІ “1, 
即 有 
РІ —aË,-£ P) -- 1. 
对 于 p= —1, ЕЖЕ. 
下 面 证 明 充分 性 : 设 有 常数 a ，B ,日 а>0, Шр а 8, 
则 有 | 
ba BIE ECEN JE EED 
= ЕЕ, — EED Mab, +й- -aE (é) —P1 
ар). 
е 221 = 


同 理 
Бл = BEED] = 2р2) 
由 此 得 
біз a 
P Chiba “lal 

# а>0, 1 о=1;ож<С0,Д p=, Ë 

也 此 可 以 看 到 ,数字 特征 p 描 述 了 随机 变数 2..6, 的 颖 性 相关 
程度 , 因而 当 p= .0 时 ,我 们 自然 称 fo Ë ЖЭ. GER, RIIS 
星 指 的 是 它们 之 间 设 有 线性 相关 其 系 . ) 

不 相关 与 相互 独立 性 , 在 一 艇 异形 是 不 等 价 的 . 诚然 , жЕ 与 
,相互 独立 时 , 可 推 得 5 5 £, Ж 
相关 ( 即 线性 不 相关 )， 但 反 过 来 
则 不 一 定 正 确 ， | | 

3.4.6 设 和 个 ,人 态 均 匀 分 布 
手 以 坐标 原点 为 中 心 ，re 为 半径 
的 辕 的 内 部 ( 见 图 3. 4. 1), MEE) 
=0, E(D =0, E (Ез) =0, fB £, 7 | 图 sai 
不 独立 . | 

证 Пр СЕ, т) 2 ЖЕ я D 


Е 
由 于 
= renens [| K [| ddy, 


而 圆 面 税 等 于 rri Е а= а. 注意 到 


нао- (шай Е 


. 2202 + 


aruna тег 
Ка) = 1 , Ти = ГЫ 


-- п 3 
тет тті нт} 


E 
аи). 1,9), 
ЖЕ, п ЖЕ. {Н 


во = [| асое |" 


Сена ORA ERO НИШ өй}, Есау) = 0, 
又 由 于 fe, 分 的 对 称 性 ,可知 


Е{{4—Е(@1-[0—-ЕОР1}= || тен о, 


2a rama 
пті 


dz = 0. 


тї 
жыртат! 


只 而 名和 的 相关 系数 为 0， іні, ЖЕНУ, E 
ЖИ 3.4.5 设 随 机 变数 Е.Е, 的 有 有益 存在 %. 
ёта +h, 
n= ss bas 


ИЕ, p 的 相关 系数 Oir te pu， 其 中 Ра № 5» š; Юж 


Ш “* БЕДУ 
bi =E aé 十 b,—[a E (É) +1} 
Че 十 Be 一 [2.8 (&.)+.5.]} 
к= tabir 
ГО = = atb 
ро) =9:0(4,) =a, 
由 此 得 


81030, 


са. ІЙ 6, 
Pin = aib Б м akbar ЕТІ Өз Ё 


-+723 a 


НДА 3.4.5 тима, 特别 当 
--Ё{($) ~E (E) 


ВЕ, qm 


=, ВР 


ЕЕ = 0,D(š) = (р) =1,5,,, = Ka Tee 


得 到 b= Pi = Pr 
性 质 3.4.5 表明 ， 相关 系数 不 依赖 于 原点 和 单位 的 选取 ， EE 
ЖА, РН ІЛІГУІ ТЕА ЭДИЛЕ 
数 间 相互 关系 ( 依 线 性 关系 ) 的 密切 程度 的 一 个 数字 特征 ， 诚 然 ， 
协 方差 也 可 作为 上 述 的 一 个 数字 特征 ， 这 一 点 ， 我 们 将 在 随机 过 
06—008 0. | 
ЖЛЕ, Е ВЕН TERERAA: 类 似 于 二 维 情形 那样 ， 
基于“ 维 正 坊 分 布 , 我 们 也 可 以 有 独立 性 与 线性 无 关 黎 价 的 结论 ， 
写成 下 面 的 定理 . 
O 23.462 ИС, МАЕ, Н 06020, 
= 2 n. ШИГЕ: — 
е 66, НАЗ: 
2° £. +, É, 线性 无 关 ; 即 
Юну 0, 34 ixj ё, j=l, 2, pn 
5° Муў; ЖӘНЕ ДНЕВЕ; ИП 
Б 0,34 158, i j=l 
证 los вни MD, пана 
bo =E (<, — EE (Es ВЕ,)) = (EE, ЕЁ) (БЕ, Её) 
=0. (24 £ > 3) 
2°<—>3°, IH Fi ШИН ТШ: 
Pu= bui tv DENDE) 
+ 224 * 


8°=>1°. щз*, 


ра 0 
у 
0 ba 


ЖЕН (3.3. IDAKE un En ЛЕ ER Уд 


ЕЕ: ‚1 E ту)? 
Flee = AN ресс ехр “7%; н") 


„Що. 


JERI Éen Ë, 为 相互 狐 立 . № 

推论 3.4.1 # (É, … 454) М АТ ЖЕ, H. 
DD>0 ісі, 2, "9. 9—1, ХШ 6. ЖТИ, Е 
р(&,) = 0, (ЙЕН, PREL 3,5) АВК 1 维 的 正 志 分 
Я). MTA: | 

1° 8,,--,4,- б, НЕ; 

2° (Épt En- АЕ ЕЛІ ИЕН; 

3° 8,,--, 5-1 线性 无 关 . 

证 仅 需 证 2" 坟 1", 普 先 运用 定理 #.4.2, 已 知 5 “En Ж 
қу. 现 由 李 贝 谢 夫 不 等 式 (定理 3.1. 2) 之 推论 ， ЭЕ Ж 1 
地 有 

-Е(%). (ЖҰ. 
ЖА 1 кимик апа кж ВАНО 
0,34 z,< Eë,, ` 
| Р(Ё,< 2.) = e > ЕЁ. 
бош z, < ВЕ: 时 ,有 
P(E 21,766, 0261, 6а) = 0 
EPEa) P lEn- ta) Раа). 
= 225. 


当 z,> Eš, 时 ,有 
下 人 
Ре) Ри) 
РЕ а) Рая.) РСЕ Е). 
ВИШЕ, 61,50, 6,16, 相互 独立 , Ë 
ТН Л, ионов веке 
归纳 一 下 ,以 便于 查阅 ， 它 们 在 前 面 有 的 已 经 应 用 过 , 有 的 在 后 而 
还 将 要 应 用 ， 
对 任意 e>>0， 有 
P(|É — RE ROLDE. 
马尔 科 类 不 等 式 ( 即 定理 3.2.1) ЖЕРИНДЕ 
存在 ; 则 对 任 给 e>-0, 有 
Pilil ea et 
将 车 贝 谢 夫 不 等 式 摊 广 , 可 沁 得 到 柯 尔 莫 再 洲 夫 不 等 式 , 它 在 
第 五 章 极 限定 理 中 将 得 到 证 明 . 
НВК Ша, E, 为 相生 独立 随机 变数 ， 且 
Е&,=0, (Е) Eoi =l, in, За 


А Г: | р 

¿ma taka, VS 4. 

ШАНА e> 0 必 有 | | 
РО аә раде 


E 35 РА (ЕН 3. 4. 2 之 2) W š, i=1, > WAAR 
WETE, ЛЕҢ ЕЁ < со, =1,2, 则 有 
[E (ED (#1) вар. 
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535 条 件数 学 期 望 


在 89.3 中 ， 我 们 讨论 了 条 件 分 布 函 数 ， 给 出 了 在 条 你 二 
下 ,随机 变数 的 条 件 分 布 国 表 8/z) Рп Е-е Ж {К 
件 7=3# Б, ВЕЙ Е ПОА ЕЛГА ЙК Fap = P(E<zln= 0) 
的 定 文 ， 仿 照 $ 3. 1, 对 于 上 述 条 件 分 布 函数 ， 我 们 引信 条 件数 学 
期 望 的 定义 ,平行 地 列 出 有 关 性 质 , 并 且 对 条 件数 学 期 望 的 某 些 峙 
ЖИБЕ ТЕШЕ ГА. 

定义 3.5.1 对 条 件 分 布 函数 FOOR РС, Ж 


[пиара оо, | 12140219) «оо, 


а Еб) = |7 маға), (3.5.1) 
Ж E(n/z) Ж 62 条 件 下 , 9 的 条 件数 学 期 望 ， 又 记 
BE/D = | з4 010), (8.5. 2) 


称 ЕСЕ) уул = у St F, Š 的 条 件数 学 期 望 . 

JA (3.5.1) 4 (3.5.2) ЖЖ. Ерга) KER TE x, а 
随机 变数 上 的 卫 值 不 同 而 取 不 同 的 值 ， 可 证 #64) =E (1/6) 是 一 个 随机 效 
数 ， 同 再 , 电 合 /人 也 是 一 个 随机 变数 . 

类 似 于 (3.1. 29) 式 , 若 ( 所 们 为 离散 型 随机 变数 ， 其 赚 率 函数 
PG= PES rony i 上 二 1,2,…， 条 件 概 率 函 数 р(Ё/Фу = 
Р (== 0,12.) № ВС) = РЕ |=), i 上 二 1,3,.…。 则 有 

El/a) = из) = D2 


#=1,2, ... | 
Её) =) арб) = >= В|, 


k=1,2, 
. 227 + 


RRG. L 24), Ж (Ёл) 3995980088 UE В, KAERRA 
Га, RERED Ға/уут fy/z), 则 有 
вөә-Галауов-( уг Eig 
“ " Гл (а, 0) бу 


Г Ері (а,9) йу 


T fdg 850 


ШЕР Бест 
Ë 2,9 


F: zf (z, y) dz 


Г льды. 
613.51 ЖЕИЯ?2. 2.5, H 82.3 的“ 条件 分 布 " 一 段 已 计 
算得 


РИ = ph == 
由 此 , 3% (3, 5. DAHA 
E (1/4) = P/E көз) | 


Бті 


= (ә ә), ` 


ве 96/9 5н [чыр] 


ісі 


ш (&Ь=1,2,.е,п). 


013.52 考虑 例 2. 3,2, 我 们 已 求 得 
ау = ноте СЕ”, 


a yz (3, 5. 5) 
frg) 一 一 1 е + н) . 


» 228. 


由 (3.5. 人 计算 得 
ЛОР [эго 


ЕО" 


- 1 ` 
-| улет" dy та. > 
同 理 可 得 
- Ely) = ту. 

事实 上 ， 上 述 计 算 的 结果 ， 我 们 可 由 (3.5.5) кшй. H 
2 (8.5. DR f (u/z) 及 f(a /yy2 АЛЕЯ N (rz, sIr) М 
М (ry, М1 —т%) 的 密度 函数 , 故 有 E (n/s) =rs, Е(#/у) = ru. 

类 似 定理 3.1. 1, 我 们 有 如 下 定理 ， | 

定理 3.5.1 1 (ту R ЖЮ, 


| мелатету <o, 
J ls 14Р а) «оо. 


则 有 | | 
(000) = | обара), | | 
И (3.5. 6) 
Blg m/s)=)| 9004012). 
"定理 3.5.2 ЕСМ, 0С) РВ, HB 
ЕО), Вл), EO Ж ЕЕ. В | 
ешё ИН, Е) =Е (5); 
° Е (Е) =Е[Е(#/1) 
° E[e GD -£ n] =g(m) ИГ; 
° Eig(n) 1= E[g Ор. EE] 
5° E(oe/m) =с, с 为 常数 ; 
6° F[g D) /n] =g 0); i oa 
° EL(ag Ыр) ЕЕ Е +58 (016); Cob AAW 
. 929. 


юн 


=з 


8° ЕЕ Ë (€) ЕСЕ —g (n) 1'. 
证 ШГ: E 8 2.3 89, £ š n НА, Я 
Ея =F) 
H (3, 5. 2) 3, РЕЖ У 
В = |, ағаж- | зар) ЕС) 
2", АЕС, т ЛЕНАЙ ННН ДЕ, 
EEGI [ валло 


-F Q. «етеу СД 
=f ; | Кенді ОГ, б 
ГГ лера 


ню 


=| ==). 


1Е 39% НЕ, ЕЕ @ ЕЛЕЙ z. A 
Е[ (д) -E/y1= gU) EEY) 
RART. . А . 
事实 上 ,由 (3.5. 2) 式 ,有 i 5 


аша) -1/91= | оо (а/д) 


ЕГІ ШЕСІ ой =9 0 Вг, 


ШЕ 4°: 素 实 上 ,由 2° з" М. 

证 5°; 863. 5.2) АЩ. 

й 6°: анз" № 5° 得 . 

г: ЖНА ЖЕРІ И sf FR. 
. 238 = 


BE 8°: MEIE, НЕ-Е Й) У, 900) E(S/n= уу], 
ELi- ғар Л ЕБ , 证明 叙述 邵 下 ; 


ви 9002 |7 [ея 


„(оо (тео) ds Jay 

由 性 质 3.1. 4 知道 , 当 огу) =E En Ув, Я 
| Erg (Tf Ce/y) te 

达到 景 小, 因而 当 900) = E(£ /m 8 ЕГЕ- 为 最 小 . №: 

我 们 进一步 沉 感 2°, 当 二 只 取 有 限 个 什 (і-1,2,--,!), B 

БОрР{ң= ў) =1, Ну, (#55). 

A= (=s) ,E(š/ АҘ = Е(ё/ ш), 

则 有 

BO 5780/4, УРСА. (3.5.7) 


我 们 把 (3. 5. ож: 人 训 ( 类 似 于 全 概率 公式). 


з 题 

1. Жо ЕО АЗРА Г, ЖЕБЕНИ ТУ В АЛЕ УР, 2 
Яй їп F РАЖ ЖИЕ ЖЛ ty Se bk ap ШЫН SI Ж а) АРА 
说 有 有 从 以 后 的 选取 中 除去 ; Б) ЖП ЖЕРЕ ЖАЛ Л R й АН Ж, 

3， 如 果 随 机 变数 上 有 几何 分 布 * 

PUESE -pg (й=0,1,+). 

БЕН: D(H =др!. | 

8. W РЕ) ея 12, REDOR D(D. 


4. РЕЛЕ Е Or ЖОЕ OR 4k ЛИФО. ТОКЕ ЖО РАЗ 
* 231 ° 


A Ed 


Ba R sia. ИИ Е ИИ. ВН 算 在 此 ЖЕТ, 
ео. . ` i 
5， 无 线 电 台 发 出 的 呼叫 信号 被 另 一 电台 接收 的 禄 率 为 0. 2, BAMA 5 
А k. EARN А НА E k, AAS REA ВГ 2 
жї 16 PHR, 求 在 以 方 建立 起 联系 以 前 已 拍 发 的 呼唤 信号 的 平均 
жк о ОС 
#， 贡 随机 变数 去 服从 指数 分 布 : 


be te, ЭЩ ду); 
Кө -| a z<, 550), 
ЖЕФЕ D(5. 
7， 使 仪器 停 止 工作 的 元 件 ИК ЕК ИР (ш) ml 一 9 * 
(2020, 0220), Чт ОЕ, F (z) =0, ЖОЕ (ДЮ рс). 


8， 设 随机 变数 {ӨЛ Ж R ak x 


б ‚ ЩЕ 
(еннан 当 1 т 1$ 
1 . f l<, 
Ж s,bRB(8).D(S. 
(8- 分 布 ) 随 机 变数 2 тж 
Asti (1—2) #1, Нок 
. 6 ‚ит, 
Жоһас>0,8>0ШЕЯЖ, Ж: D ЖЖ АШ) R(5 E D(5. 
1. ЕМЕН Ж: 


| ==] 


REOR ПОС. 
п. ERER £ WK ER 35 


f (e) - р." — сотор, 


ЖЕСЕ рр). 
1. АУ T ROE ЛЕ АЖИНЫ 2 ЇН 
. 232 


Аде Т, ш> 
== xte 当 520 


| 9, Ш z<, 

Җир а>0 ЖЖ. R: D 系数 A; D SCO TR ЕЕЕ ЕО, 

13， 试 问 : конш Юж SESI M СА Ше йк К 
ПИЯ £ + 

ла 如 果 北 射 性 物质 在 初始 膀 癌 的 质量 为 mo, 而 在 单位 时 间 内 任 一 一 原子 
进行 本 分裂 的 概率 为 一 常数 9， 试 求 级 过 上 时刻 后 ,基质 重 的 才学 期 望 

15， 不 动 点 9 以 商 朗 上 位 于 一 长 为 站 的 水 平 线 恨 AK 的 总 点 4 的 上 方 . 
ЖАК ВВ ЕЖ г, БТЕ АК ВИН ЕВЕ, ЖОЛ 
与 Ox RAKA МЗ. 

16. ыл АЖ 次 重复 独立 试验 中 的 出 现 次 数 ， 在 每 次 试验 中 
РСА) =р. РАН ? 视 为 揭 数 或 奇数 而 取 0 或 1, Ж ОВ ОТ). 

17: УВЕ р, 不 成 切 的 概率 为 1 一 p, 经 过 REIRE 
达到 预定 结果 ( 某 事件 发 生 ) 的 概率 (条 件 购 率 1G Ол) Е 


G(m 一 ! 一 (1 一 十) Со 为 正常 数 )。 


求 为 了 达到 预定 结 划 ,必须 进行 的 独立 试验 次 数 的 期 望 值 。 

18. Што ВЖЕ, ЖНЖ Е У Я 

РЕВ 0—0) Ар (1— р) 00, 1,2, 595 

其 中 0рет, ИНЕ £ R У. f R (S РУ. 

19. #ф(с:>0, Н.а ¿>O РАМ БТЕ, х ЕГФСЕРрІ-М 
存在 ， HEH: жж $2>0, 有 

РГЕН <ы/дсіз. 

20. ЖШ: 0 Е (е 7) < оо, (а>0) М 

| Рог) де” "=. 8 (ей, ` | 

21. ЧЕЙ ЖЕЕ rE AAE F ЖКУ ТА 1/4. 

22. НЕВА: RETEA b) ЗЕ Sk Z, ННЖУЖ ОҚЫ 


aE) ED , DB <o, 


28， 设 随机 变数 二 服 区 Ма, о), ЖЕ. 
84， 如 果 随 机 变数 ЕЖ ЖЫ РЕН: ҮГҮТҮ 
. 233 . 


Ев о 为 任意 常数 ) 达 到 量 小 值 ( ¿hit Р (=) ~ Н), 


25. V š АПЕЙ НҢ Fij aKo ШІН 8|2|-<о0. (1557<й ЖЕШ 
数 ). у 
26. ЕЖА ЩЖ b(s; р). Ш 
Е(&—пр)*= пра (РН) ЗЧ 一. 
27. ЖАРНАНЫ, 5-8 ЖЖ Ы— 一 个 试验 开始 算 起 的 游程 ?的 
КЕСЕНЕ). Ré {НН 0.0%). 
28. ШЫҢ, Ел kk iM О КИЯ, ЖМЖ. Жл) ХР). 并 
ЖЕКА. 
29. РАБЫЗ Ф СЁ, р) ЕКА» АУ ЯН № 


аған == теле татары 
БЕЖ УВЕ, 其 中 pit pt b= ЕЛЕ. DOREN 
тр 8: 
а) ШИШИ; 
8) ЕЕ Е е АГН а та 
30， 设 随机 变数 (2, 70 LA ПЕ БР: ВО = (т) 0, р) = 


D(n)=1,p=R., EBE: f 
RiImax(i, өзе. 6, 


31. EKA ЕЕЕ ТЕЖ. Ж: D ЖАНР ЖЕЛЕ 32; 
iD KAAMERAD + ХЫНА. 

32, 在 10 件 产品 中 有 2 Е, 7 iF R ikin 1 Жоға, А 10 = 
йр Ki ИНС T ЗР. МЕЙЖАЖНІ- АЖ, ?表示 共 中 的 一 级 吕 
数 ， 求 所 与 了 的 相关 系数 ， 

33， 在 polya С h ЖЬ ЖА, + 个 红 球 ， 随机 地 取出 一 一 个 
ЖЛЕ, Еее Пе) Н, №2, 10, 5» 
їйє дой араб БІН, ШЕЙ: 对 neem, Dim („== cf 6-Е ro, 


Q ЖМА гж, ЧЕ ан Т M ҚЫЛА, ЖЕЗ 
ОЕ К, ЕКХЕЗЕРБЕНАЕ. ВНЕШНЕМ, FERH 
а ТЫ БЭРИ Ва ЕГЕ: 
TE., ки»? айй» SEF РРБ ËD PUS Я. 
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34. ШЫНЫН (Е, ТОННА 
| fiz, y = Авт (т), 


от, От. 


求 ; D ЕЖА; H) ЕО, ЕС). РО), РС); ір МОЕ k 3 33 
р. 
35. НІН ЕНЕ, É, Ena ASM 独 储 同 分 布 且 有 有 限 方差 、 试 


求 ?9 = > Е D> inn Z ABRAR R. 


=} Ба] 

36, ШЕН: 对 随机 变数 Е, п НЕ) ЕС) ЕСУ D (Ë+ n) = РСА) + 
(п) 的 充 要 条 件 为 : р=0, 

37. ЗАЕВА, пва ВЕ ыл БЕРМЕ, НЕХ, MI š 5 q 
HERE., 

38. ЕБ; 如 果 随 机 变数 25,9 ЖН Жау, М 

DUE = DKA Вор HEID PDM HTE PPD (5. 

39. roroot, 是 随机 变数 的 可 能 值 并 且 为 正 值 ， 求 证 : 当 в» 
со, 

эрен 

b) УЕ") > тах, 

40， 设 随机 变数 上 的 分 布 函 数 为 РФ, 求证: {ПЖ ВОР, M 


EO = | [1 一 P(z) +РС- Ме. 


ЗН, = F(E) ТЕТЕ, КЖ 
lim Еа) = Шт [1—- Е (2) ] = 0, 


41. E t (Z, Е Е 
Br OY OT ly 


жю =, 其 它 
求 zf = 21ү Dí ¿In= +Y. 


42. 设 每 天 和 到达 货 站 的 货物 的 件数 普 的 概率 分 布 是 * 
а 235» 


N-n 10 1 12 18 li 15 


PiN =p) 0. 05 0.10 0.10 0.20 9.35 0,20 


如 时 每 天 到 达 的 货物 中 次 品 的 概率 是 相同 的 , 都 等 于 0.10. 用 上 表示 每 天 到 
ӘСЕТКЕ ТЕТІН 
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第 四 章 特征 函数 


前 面 讲 过 ,我 们 通过 随机 变数 来 描述 随机 现象 ,通过 随机 变数 
的 分 布 函数 来 了 解 它 的 统计 规律 ， 通 过 数字 特征 采 掌 所 分布 函数 
的 某 些 特征 。 我 们 看 到 ,数字 特征 一 般 由 各 阶 拭 所 决定 , ТАРИ ЖТ 
数 的 增高 * 求 矩 的 计算 会 个 加 麻烦 ， 另 一 方面 , 随 杭 现 象 是 错 综 揽 
杂 的 、 往 往 需 机 多 个 随机 变数 ， 甚 至 要 由 一 随机 变数 序列 依 某 种 
收敛 兹 义 的 追 近 来 措 述 ， 在 第 二 章 里 ,我 们 已 经 看 到 , 即使 是 两 个 
相互 独立 的 随机 变数 之 和 或 积 ， 求 它们 的 分 布 函数 也 不 是 很 简单 
的 ， 总 之 ,要 解决 复杂 得 多 的 问题 设 有 优越 的 数学 工具 是 不 行 的 . 
大 家 知道 ,富里 埃 变 换 是 数学 中 非常 重要 而 有 效 的 工具 ,把 它 应 用 
于 分 布 函 数 或 密度 冰 数 ， 就 产生 了 所 谓 “ 特 征 函 数 "， 而 当 湖 机 变 
анық д АН ИЖ AME 
m ETOR ӨТЕ БӨЛІ; 
可 以 迹 不 李 张 地 说 ， вазо mke nk iF A АЛБЕТ а, 特 
别 是 特征 函数 以 后 ,就 把 理论 的 研究 推进 到 一 个 新 的 阶段 。 


541 特征 函数 的 定义 及 其 性 质 


一 、 特 征 函 数 定义 及 例 

定义 4.1.1 ЕЖЕ (О, F, P) 上 的 随机 变 
数 , 它 的 分 布 函 数 为 F), 9 ez: ЛЕНЫ Е (е7) ЖЕ 的 特征 
жж, ЖЕНИХ Ра) 的 特征 函数 ， 其 中 j= 一 二 
iEB:， 记 二 的 特征 函数 为 pi(t)》， 在 不 引起 混乱 的 情况 下 蒋 写 为 
(2). 
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对 复 的 随机 变数 的 数学 期 户 定 尺 如 下 : 
ЖЕНЕ а Х ГЕ, НХ, ГВ, WJ z 
ВОЗ ЗРАД ДЕ У у 
Е =E(X) + jE(Y). 
候 音 可 区 证 明 , 在 第 三 意 中 所 述 甘 于 实 随机 变数 数学 期 望 的 性 质 ， 
对 复 随 机 变数 来 谎 也 成 立 ， 由 于 — 
| e#tt—costÉ-+ jsin£Ë, 
页 
plt) = Ele) = Е (costé) + JE (sint) 
=] eos гайр (0) +2] sintadF(a) | 


; = Г. ва (а). (4.1. 1) 


因此 ，# 的 特征 函数 也 可 称 之 为 对 分 布 函数 P (z) ME IR- я 
BER. 
AIHER (ER, cortz 及 sints EIER 连续 函数 ， 故 
E (cos tE) Ж Æ Ceti tD W ЭРИН. 因此 , 任 一 随机 变数 的 特征 对 
数 总 是 存在 的 . i 
由 定义 4.1.1 RCG 4.2), (3.4.3) ЖАЯ: 当 йік 
随机 变数 时 ,其 特征 函数 为 
ФС) Ele) = Бе”, (4.1. 2) 
< 
其 中 p e= P(š ==}. 
ЩЕ РА ЛЕ ЖГ, анга 
= TODE У 
ш (4.1. 2) № (4.1, 3) 两 式 夏 到 ,要 计算 特征 函数 对 ,种 引进 行 
ОВ Сз) ЕАУ ДОН ЕА ВА). АРИ 
НН НЕ НЕ жі ЫВ НИК — 
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кожа 在 后 一 种 复 函数 积分 的 情况 , 有 时 则 要 应 用 
复 函 数 的 留 数理 论 ， | 

下 面 例 4.1. 1—41 4 都 可 以 按 复数 运算 直接 计算， 我 们 
知道 对 复数 的 二 项 式 展 开 总 是 成 立 的 , 即 


т" 
(-әу- 2105222 t, (4.1. 4) 
k= б 


其 中 zu za 为 复数 ， 且 в’ 有 如 下 表达 式 ; 对 任意 复数 z 
e =1+&+Ё+ +++, (4.1. 5) 
їй Н. (4.1. НЕН» ЕН. 
例 4.1.1 设 随机 变数 三 服从 迁 化 分 布 , 即 
Р{ =el=1, 
其 中 。 为 某 一 常数 ， 则 有 
Ф071) = Ela) =e, 
#14. 1.2 设 随 机 变数 $$ 服从 两 点 分 布 , 妈 
P(£=1)=p, Р{ф=0}=1—р=, 
БЕЛЕ 
g(#)=e2g+efn'p= q+ рей. 
例 4.1.3 设 随 机 变数 5 服从 二 项 分 布 , 即 . 
а-Р(Е-6)-Сір4”%, (%-50,1,-2,я). 
Б 


ФСі)- егер, = Уло е 
=й k= 0 
= > (ре? = (q F ре)" 
5-6 
14.1.4 А Е ЖАЛА ЯА, En 
РО) Ра kho f a, ERASO, 


* 239. 


(%--0,1,--). 
ЫП 


- ы Ar 
об) reip, = езген 


== р) хет» 


М41.5 设 随 视 变数 二 服从 [一 so] 上 的 均匀 分 布 , ПЕ 
密谋 浮 数 为 


мух 
) =e te gti-ly 


1 
Аз 2ЕГ--а, а]; 
көзі 
0， в, 
则 


j Jir 1 1 Ы т ° + 
Ф(ту={_ е ted tj] эга] 


1 asin ПЁ singt 
— * ¿G— а 
а š at 


#14.1.6 设 随机 变数 上 服从 指数 分 布 , 即 
Ae у>); 
o= кн 
其 中 常数 2-0,6! 


ФЕ) = ое -ia qz = K #х@х +74 esi tzdr 
9 


А А Ё ， Ah Tats 
“ipfe tir aht) 


#14. 1.7 И IRM IEAS N (0, 1), 则 其 特征 函数 


Ф(Е) = Га рее. 2” т | ente $t ¿ç 


= 


由 于 


рее" J lzle t", 
= 240 ` 


Г. | z| a747 dz— со, 


кН 
易 见 
Перт 39 (= “ГЇ. 91—а)0 дл, 
1 г rz- ýr? = К 
ШЕТЕЛГЕ ł | -0 
故 得 微分 方程 | 
to(t) to (t)=0, 
Му 5 
О; 
ФО?) 
得 
шр = —-4*#+0, 
Ш. 
(у= ебет. 
&t=0, 8. | | е 
1=$(0)-=е°, 7, C=.0, 
Еж 


gt 一- 和 
MERRI ENBER E RAER N (ас) BF, M 
其 特征 函数 为 : 
ви) оніо", 
* 241 ° 


4.1.8 设 随 机 变数 点 在 区 间 [ 一 2，2] 上 服从 三 角形 分 布 ， 
Bp š ЯТ БЕРН ЖС 


Теа) m—2<z<0; 
н 
Кә-5 工 (2 一 中 ңо<ғ<2 
9 当 [=|>2, 
则 其 特征 函数 为 
而 


j G+ 2)e*4s= J, ауен, 一 过 人 очах 
- - j: -s jl- 


同 理 | 
Г {2—2 фл -5 ralle] 


因而 


2 
Рот? ° й — yfr —cos2t) 


sint ` ` 
-(%). š 
{44.1.9 Зра Е АЯ 
0939 Ж. BHE- банни». 


г ур шала 
其 中 4>0 Жид. ОНЕ Ж 


* 242 + 


_1 „д 
ое = 


ZERIKA LMA 4.1. 1 中 第 头 指 东 方向 的 揽 变 积分 


Jiz А 
| "журиу 


由 复 变 国 数 留 数理 论 可 知 当 t> 0 FF 


Г e“ | ей и 
l-a A+ (z—u)° сь Тен 


А 

= jis 

= [| "raps Ë 

I 424. А А 

=2xj lim piDe FTG 
А 

= пока) A = Жеп +, 

Zaje 23А zee 


其 中 Cs 表示 积分 路 线 工 中 的 半 回 局 . 而 由 约 当 引 理 可 知 


|. те (4 Во 60). 


由 此 得 | 
W asa 
则 理 可 得 + —0 时 
- Í =” буб = тее, 
z À 
е" уб" л. 


= “ен dy> eftue-!tta С 
ға»: Т `" үй ті? еннет, 


特别 , 例 4.1.9 中 当 产 = 0, =1 ВУ, ВИ Е 服从 具有 密 诬 函数 
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的 再 西 分 布 时 ,其 特征 函数 为 
名 (一 2 
=. ЕЖЕН | 
性 质 和 .1.1 ИЖ S ВНЕ РОДЫ: 
(1) І602|<т(0) -1; 
(2) еС-б-ее(О, ФО ОВЕН. 
ШО) V а)- Etent)=BECcost8) + E(sinté), 
cpa = Е? (сов) + Et(sin Ë) 
=. (сові)? 4 E САТЫ 
= Е (60812 -- 11118} = 1, 
Hsp i | 
0) = [7 ағау-1, 


Ж 
lpn (0) —1. 
ЗЕ (2), ^^ Ф040) Е (8-09), | 
=E [eos {(—tE)] + УГ sin 6-1] - 
| _ =E[Lcost£]—JE[aeint£]—= 39. 
4.12 ШЕЙИН Я p (t, M] y= ati 的 特征 
ЮЖ pA ` 
ф,(#) =e p (at), Жан а,Ь 为 常数 
їй Plt) =E (est) < [ейгэ] 
=E {e5 езегу =p (nat). Ë 
{4.1.10 БМ ЕВА N С0,1), 1 
 п=оё+а (其 中 o>0 及 a 均 为 常数 ) 
ОЛЕР р. . |. 
< 244. 


Ф.С) = ef p (оё). 
由 例 4.1.7 41,97 ¿ ДАЕ МСО, 1), М 
фе) = еі on, 
епо а 的 特征 函数 为 
Ф.С) БАРЫ ДЫ 
即 此 特征 函数 与 服从 N (а, от) 的 随机 变数 的 特征 函数 一 样 
ЧЕ 4.1.3 随 桃 变数 点 的 特征 辕 数 (ДЕ R Е ВО, 
证 y [pHa el) = ео Е" | 
o, aoo. | = |ВГеї +9: 
而 aogas Ea | 
ен gtm gni {eM Ду, т. 
ж Гео вели] = je —1| = Ге pette 96Р) |. 
这 样 一 来 得 Б 
сев +5) —9(#1< || 2 май? аР а) +2| ЕГІС) 
. . -i i . : ШЕП 
IHEM е>9, БКИ 1, 1848 
Í dp(zya, 
Iw |> .. 


再 取 3>>0, 当 ji<5 时 ,对 一 切 xc[ 一 已 要 一致 地 有 = 


наа) <, 
因此 最 后 得 到, 对 f 一 臻 地 有 


та +В) ФС ато 


£ е -- 
=> +y 8. 8 


мата 随机 变数 & ОКНЕ ФОНЕ, 即 对 
ЕЖЕ fy 任意 复数 Иа Ža AR t&R F =1,2, ‚п, * 
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D pt, t), >A 


тізі 


证 рая, тая, [7 еї гу 
т.з-1 == b 


Fl 


=f | > летен) 


-LÈ 


ЕВГ Т, МЕХ g(t) — ВО, ЗЕ Н Ф(0) 
=1. TEME AA LERLA, ИННА ЕЕ: 

车 函数 та), (ЕВЕ, JERE ф(0) =1， 则 (г) 4229 
НЕ (Е ФРИ 1121). 

三 、 特 征 函数 与 矩 的 关系 

在 第 二 章 肝 ,我们 看 到 求 随机 变数 的 各 阶 矩 ， 有 时 需要 作 非 
常 繁杂 的 积分 计算 , 有 了 特 入 函数 后 , 求 矩 的 方法 就 可 通过 对 特征 
函数 求 导 数 的 办 法 来 得 到 ， 关 于 这 一 点 有 如 下 的 定理 :; 

定理 4411 НИИ ЖЕ, МЕНЕЕ 
ФОНЕ ФОНЕ, В. | | 

ВСР) = — G<). (41.9) 

证 ” 现 只 对 上 是 连续 型 的 铺 癌 加 以 证 明 ; 

设 f(z) 为 & 的 密度 函数 ,在 (4.1. ЗАВ в) 
мерах 


з 
іР(ху0. Ë 


BT 
Tü 


КЕШЕ в туба |" 190) lds = Воо. " 
由 此 可 知 导 .1. 3) тй n] БА {ЕНУ © РЖ k Br (ңа) В, ЕЕ 
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р® (у= | уте” (туй == j W. 
=j В (Ее). 
+ 1:=0, $ 
pE) = J EE, 
Ния. | 
F(E = }-®р®(0), W ` (271.7) 
$1 4.1.11 БЕИ 服从 泊 松 分 布 ， 由 例 4. + ава 
ВЕДА ` 
e (ë> = в ЕА 
故 
p (Фу) = йе", 
Ф' (0) = ЈА. 
按 (4.1. 7) 式 得 的 数学 斯 望 
B(E)= (—1)јф' (0) =A 
x S 
O g" (в) давнее" (дей ы ту, 
е"(09--2Оз-1), Е 
出 此 得 
Е (82) = (—1)23ф"(0) = -E= --А(4-- 1- жағу 
көңге 的 方 整 为 
D(#) = -BE ТЕСЕУ) АСА 1) А = 4 
MARRJE RAEE, 
944. 1. 12 设 随机 变数 拓 服 从 N (a, o), H f 4. 1.7 аш; 
的 特征 国 数 为 
ОРГА ШЫ 
ік 
ф'() = (ја 024) еза, 
| * 247 • 


a 2. QQ 


p" (0) = [(да—01#)*— 0" в ені, 
ф' (0) = Да; ф” (0) = Do = — 0—0, 
нет 
ЕСӘ--Оа)-а. 
EE) = С-І (的 一 一 人 (一旦 一 0 =а +o, 
jk Pt £ ИЗ) | 
рф =E (E) -IED = a tomano, 
ELETTEL 与 方差 ,我们 在 第 三 章 已 经 计算 过 . 
对 于 例 4 1 12, 读 者 还 可 以 进一步 计算 其 阶 中 心 炬 为 
0, k 为 奇数 
EE) = 3.5"... (8 一 1)o*， В ЖМЖ. 


$42 反 演 公式 及 唯一 性 定理 

对 于 纷 定 的 一 个 分 布 函 数 F(z)， 公 式 (4.1. 了 唯一 决定 它 的 
特征 函数 өсі) 下面 定理 说 明 其 着 也 真 , 即 分 布 函数 F(z) 能 唯一 
地 被 其 特征 函数 PORR R. AME төя ыы 
数 一 一 对 应 的 关系 . 

-定理 二 2.1 і ж) 设 随 机 变数 ЛЫ ЖӘНЕ 
数 分 别 为 F(Z) 和 OF W| 邓 于 F(z) 的 任意 连续 点 和 和 5, 
{—соо<а#ү<га„<оо),Җ . 


-e "mn o- dis 


Ро даа, ji 


” . 


Жк. шл Жї»; 不 是 Р(х), W W üE Я 
Жез ЕС ел 0а), 
2 


әш. а. 2.1) 


1 En | , 
eruh, ° КЕЗЕ раі, . 44.2.1) 
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a=? tar, һ=*% 


TESO, [ТТА ап a ЗӘЙ 
zı =а—БВ, zy=a+A 
这 样 (4 2. ПЖ SË ТШ 562 НУ Ka 
1 ы sinih 
т}-т 4 
证 RHRHRA EERE Ко) 的 连续 型 随机 变数 米 证明 
《4 2. 1 为 此 , 先 证 如 下 引 理 : 
5138 4.2.1 ЧЕЖЕ Q № T> 0, 5 


IG, T) -2 |" ишш, (4.2.3) 


Fath) —F ea №) = lim — ee p(t dat. (4.2.2) 


则 有 
1, Ша>0; 
Ни 1 (a, n- 0, җа=0; - (424 
一 1， 当 w<0， 
并 月 ， 对 lal>4 jki, 其 中 6 为 任意 小 的 正 数 ， 


证 © umf sint р aD 


і 2 ' 


Т, т. 
1,7) = паа, Z sint ge, 
nja Ë лы Ë 


ғ 1 а>0; 
в ; ЕЯ 
limf (а, т)= Ни | білі, у a-o; 
тэ m 74 š 
—1 ж&<0, 
XAF _ 


2" 


тә: 


lim | и, 
5 В 


Ф РЯДЕ ИЯ ЕНТ АНИ, 
.24. 


ост вю amie Ас = ое ашу шш те 


ЖЕ е0, ЖДЕТ, ИТТ, bF 
ií” ainé mi 2 [T ginf 
О [ге я бане 
Ж w>>s>>0, 则 当 тот, Ти, И «>ӛ>0,Ж 
Ita, P) —11 <a. 
同 理 可 证 w< — á< 0 ИШ 2. ' Eq Ta RAREN ТТ al >ó [К] (4. 


2. 急 式 的 一 致 收效 性 E 
5138 4.2.2 邻 


Tr о КЕР _ 
ka по, | „ме а) Ё олы 9, 


+T, 当 рх; 
lim? СТ, =, а, b) = H #4 z—a m z— b; 
, H 2<а Ж rb, | 
3E B%F[z—a|2>óá |z — ak 其 中 4 为 任意 小 
的 正 数 . 
证 ИЖ 


І, x В) =U (2—0, т) —IG—5, Ту], 


其 中 (zs, 下 由 (4.2.3) 式 所 定义 
由 引 理 4.2.1 立即 得 到 
| 1, Ша<Сх<25) 
Нш/(Т,2,0, 5) =], Ші-аф:-5 
ніш 
| 0, M rca Ñ >b, 
以 及 对 1r 一 中 > 下 12-6128, tR В 
FR НЕВЕ BB 4.2.1; 
* P5Ü + 


e -His ойт 


$4) = 7 pls 
_ 1 Т ев 
JT) =з] „п e ОЛ 
因为 
ФС-%-%Ф(), 
得 


0—0) = #0). 


тС) А RAEC) ER ФО) (ps mam, 则 对 任意 
т>0,% 


| ЕТТЕН 


且 2 | | 
= г-101. e iit 
кеф) = Ве е онар гал) 
- ей 21) 61102-09). 
= ааа 
> pint (2—21) — sint (2-4) 
-| чаба ао мааа) куун 


这 样 | 
r= =з пени 060040) 


1 [2 (“ sint (к-т) віп) pr лур Г 
=з] | ; 227 Саут). 


正式 的 积分 次 序 可 以 交换 ,这 是 因为 对 # 的 积分 限 是 有 限 的 ， 
而 对 z 的 积分 关于 + 一致 收 做 ,后 者 可 由 下 式 看 出 : 
шш Е ==) sin £ (z — та) Сх) 


> 25] · 


2сов42® т sim š 2: | 
-~ кә 
singl 2% ЕРЕ 21 
= Кышы . т 
<2 ; fG)= 2. = ау 
2 


© (m, а.) (т). 
其 中 了 (7#) 为 密度 函数 ,有 


| Г Кайе. 
B; 
СР) = 


ЕЗІН sin é (x —z,) —sint Gaar | (ада 
і 


== 


= г I (n, z, zo) Кеме 
|А це, а, туа) Кала 


Fi 


бе 4 Те, 


23-4 


| ЕЛАНА 
| 


+ | ren, £, X1, 5.) (тат 


1 га, г, х\, а) (ах. ， 
ЭН 4.2.2 #} 


im |” ° 102, т, тут) (айт 


adh К ГЕЯ 


= lim1 (Ë, z, tis 21) а)ба 0, : 


< T 


х ЕЗ 
Him| t- 1а, тут, Ta) Қайт 
=[” аг, ааа, а) Са 
= (аде аь 8) РО б), (4.2.5) 
而 在 积分 
латва) fis 
中 , ARARA | 
НГ, я, 7%) | M, 
гет, аал, аа) fs ем [тува 
= M[F(x,+ $) —-Е(2,—8)]. (4.2.6) 
同 理 


|р, (Ту, го леев SMEP +8) — Fle, —8)]. 
(4.2. 7) 
HF z, zs 为 F(z) 的 连续 点 ， 4244-01, (4. 2. өзді 
GT FG) Ра, (4.2. 6) 及 (4.2.7) 两 式 都 趋 于 等， 因此 
就 有 | | 
limJ(T) = F(z.) —F (s). В 
ЖШ 4.2.1 说 困 , 当 zhza 5 (ту ЙЫН, Р(х») —PF (zi) 
ШИЕ ЗС Ж НЕРВ СЕ (4.2. Ту ЖАҢ, РЕ гиеш еш 
TE ТЕЖЕТ ДІ Е: ы” 
Роя F(a) — Жай». 
* 253 = 


т, =z 为 F(z) 的 连续 点 ， 仿 z ЩЖ РО) 的 连续 点 趋 于 
оо, 这 时 | 
由 此 得 到 
F(z)= lim [F(z)— F (za] 
=lim lim 2. Г. ее" (уд. (4.2. 8} 


туо To я 
这 样 ， 对 于 СЕ, РНЕ (4.2. 8) 
АЕ. 如果 对 于 F(z) 的 不 连续 点 #; 我 们 道 新 规定 
Pery- 0) +R) : (4.2.9) 


则 对 任意 ER, Ё(х уз НЕВА (г) Ж (4.2. ПАН. 

特征 函数 根据 (4. 2. D 可 确定 分 布 函 教 ， 我 们 把 公式 (人 D 
叫做 反 演 公式 . 
2 推论 1( 唯 一 性 定理 ) АЖ Fr) 及 F(x) 恒 等 的 充分 
АЕ ЖИ: ЕЕ 46 wi (站 及 Фра, 

Ш НЕО Х, 4 P.G(2)= (ту, 显然 对 一 切 1ER， 
Ф (8) =pl). Бі, ті =p. (0), ИН (4.2. ЗВ, Я 
РЕ Р.С B b Р.) ВИНЕ т (这 些 点 的 全 体 记 为 4) ,有 
F(z)= -F(z); 对 于 不 是 F(T) 或 了 Ps(7z) 的 连续 点 x, 总 可 以 联 一 列 
单调 上 升 的 zuE4,z-~>z, 并 根据 分 布 函 数 的 左 过 续 性 ,使 得 C 

F.(z)= limF, (za) = Ша Рава) = Ра), 
这 样 就 得 到 了 对 一 切 z€R,, 
(в) Ру). | 

推论 2 ИЖ Е 的 特征 函数 pP R. кйин, M 

£ 为 具有 密度 消 数 f(z) 的 连续 型 随机 变数 ,县 ， 


< 254 +- 


ір -lt 
=r е рий. (4.2. 10) 


证 84.2.9) (4.2. ПН, А z, = z+ Nz ( ЯК Az>0), 
£, = >, МИ 


-ж>__ e HAr) 


реу Л (Ге 
Ға- Аз) Ро) у ај я pas 
| 1 т. 1— e tA 
-| 
: ‚Ая 
т sin 79. ля 
= 二 im| ера 
Я Fend T | " 
й 
Flr Ах) 1 вт М 
— „ен Ж p U ЧЕ} А 
2 
(4.2. 11) 
由 于 
| | * 
sin to 42 
— е" er Dea) = 120] 
- 127 
2 


及 “он, ОА. hFE t 
HE- AREA (4.2. 11) АЖ Я RAT epa). 
Я (z+ Ах) —Ё(&) 

Az 


lim 
жас 
= #6 as 
lim 一 -一 ор 
= lim | _ ‚д 290) 


2 
+ 235 ° 


А Ағ 
1 р ain > = 
egyh нь ee 
` -mazat y Ах 
= . 


=] ез). (4.2. 12) 


IEF Az<0 ЖЖ, пак (ЕВ (4.2. 12556, 
№ (4. 2. 12) 式 看 出 РОГУ ОТЕ ЕЕ, Ма СГВ, ВОН РС) 
一 (zx), 并且 
ВЕР. e-itsp (3 dt, 


用 上 述 方法 进一步 可 证 明 严 (z) 连 续 . AR НАД, БИН 
вО) | p'a Jda. 
这 样 就 得 到 了 Баин навор 
у= РС) 07 ep dt. 8 


ХЕЗ С, KHER ӨР ЖАЛА К PO BRRR., Ш 
(4.2. ПОЗА f (z) о. 

对 于 取 整 数 的 随机 变数 ,有 类 似 定 理 4.2. 1605Ж. 

定理 4.2.3 ЧЕХИИ ОЕ, КОХ 

Я pe=P {E= Е), k=... 3, 一 2, —1,0,1, 2,3, “, ЕРІНІН 
为 We = 2, paet”, 1 


证 зн MA. 
[еро È porteras 


-=| p, dt -+ 5. „һе ®- Dii. 


* 2965 • 


E ә ks 时， 


[епоса =, 


Hi я 
| p dt = 2лр, 
кілі. | 
Г етеауй-2лрьы 
将 > 换 为 下 ,并 以 2r ЕМ, 


Pr =з] e-#tp(t)di. H 


我 们 将 (4.1. DARANE ЖА, ПОЮ. 2.13) Й 
Са & Fç z Su h. 


543 инт И зиннат 


ЛЕНІ Ы, ыла ВН НЕ, т=з, 

. іші 

ТЕ . 
pH = Ц®..@), (4.3.1) 


ЖЕ р, (2) A n ВЕНЕ, p. СО» š, МЕРЕ (і-1,2,--, 
и). . . 22. : 
证 ”用 归纳 法 证 明 、 
4 1=2, Ñ 
ф, (0) = Ее - Вена, ил 

=E (eft) „В (в) =p, (4)-ф„(0. (4.8.2) 
л-р, (4.3.1) RAY, 2HEa=k+ 15, (4.3.1) % 
ПІЛ? З: | 


й 
Ф g- > - Жасым н (4. 8. 2 及 假设 ,得 
-l =L 
. 257+ 


ФК,О-Ф» G Pra (0) 
> 


t 
#=1 


k Et 
= [pa O pa (0) = Пе. 0.8 


下 而 介绍 几 个 例子 ,说 明定 理 4. 3.1 的 应 用 . 
例 4.3.1 ШІ,а-1,2,.-, УЗ ЛУННЫЕ 


分 布 的 随机 变数 ,根据 定理 4 3.1, n= С: 的 特征 函数 为 
іші ， 


Фф») = [T pu (9 = G+ pesa, 


Анатай, TES CR ik НЕШ 
Жіп 服从 二 项 分 布 . 

ВАНО 4, З: ЯТА Ж ШІ Д% БОЗ 
产生 . | 

TE 表示 贝 努 里 试验 的 第 сама, ЖЕРЕ АШ ОЙ 


э) , 记 为 吉 一 1 事件 4 不 发 生 ( 失 败 ) 记 为 和 二 0 ML = >&‹Ж 


шаа 项 
Эй. . и 


9) 4.3.2 К в жишш ВАНН, . 


其 概率 因数 为 оле айы. 

P(#£ =} = Ct Е-1,2,.-,8, 
了 
Ва зд Ë 
' PAG = (беред, 
Pa (t) = (gr рей)", 
青 由 定理 4.3.1 {= Š, + š 的 特征 国 效 
25 


e. (0) = p (0) фр, (2) = (ре! + УЫ 

Hi ES Л Es p ip ER RRA ЕХ п-- m НІ В Т) 
Н. ЖЖ BJ Y ЯК ЛЖ: (1) 两 个 独立 的 且 
Hot ли УА BBS КУЛ ЖЭ 89 ОХ ЖАНЕ A 
АВЕ СЫНЫ ҰО. СОМ LR, ARRE n даныш 
中 , 基 和 事件 并 出 现 次 数 ， 而 天 表示 在 另外 机 次 办 努 时 试验 中 基带 
' ЧАЩАХЯ. EER mta АШ ЖЕЗ, ЖІ пее E 16 ЙЫ 
表示 тєп k PUS ШЕ ЕЛЕЕ АНЫ, ЕЖ 
二 项 分 布 . 

例 43.3 设 瑟 和 总 合 别 是 具有 参数 为 加 和 h йо 45 
Нн РЛ, МАМЕ 4,3. 1 可 得 随机 变数 
7 二 十 $4 的 特征 函数 为 

m. (£) = геһей-91Гезей-91- = сбор ені, 
即 两 全 独立 的 具有 泊 松 分 布 的 随机 变数 之 和 , 仍 服从 泊 松 分 布 * 其 
ЁК AA. 这 结果 可 推广 到 任意 有 穷 个 的 情形 . 

例 4.3.4 设 随机 变数 扣 ， 扣 相互 独立 县 分 别 服 从 正 坊 分布 

М (а:,01) ЖОМ (а, оз) M] n= Š, F & МИНА 


P= Pa G) p „(Фу = utk м. о. 
БАСТАДЫ а} +з, 


NI RRES N Gay + as, Ио o) ПВХ. 

МНЯ 4.3.2 一 例 4.3.4 Ф n ИО ЖОН ЛЯ 
松 分 布 或 正 杰 分布 移 随机 变数 之 和 的 分 布 类 型 不 变 , 这 一 人 性质 , 称 
之 为 “可 加 性 ? 葡 “ 再 生性 *， 这 种 性 质 对 于 服从 站 -分 布 的 隙 机 变 
数 也 存在 . 

定理 4.3.1 ТҮРЕ! ШЕ? (6), palt) pty Pa (t) 


ФОНЕ io énis K. n ЕВА, 8 
4259» 


Л- У, 
PH) = H e. (D, 
= 


然而 Éis Bes ө Ж— НЕЕ, 
$14.35 МИ ТЕКТІ 1.1 


МЭЖ, ШЇЇ 4.1.9 gai ЛЕ pael Aniti 
= 24, W| 的 特征 函数 为 | 

Фф, С) = pa (g) =at gp E) p CE) 
ВИНО. (OSTE 的 特征 函数 的 自 乘 , hi m pR £ 与 
£ 并 不 是 相互 独立 的 ， 
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一 化 随机 变数 的 畦 征 函数 的 概念 ， 可 推广 到 有 穷 维 随机 变数 
的 情形 ,下面 只 限于 寺 论 二 缘 时 的 情形 . 
一 、 定 义 及 例 
定义 44.1 设 (6,6) 是 一 个 二 维 随机 变数 ， 其 分 布 函数 为 
Р (zy 2), tis ba 为 任意 实数 , 记 
ФО) Bhara] |” [өлгеле ар nz， 


(4.4.1) 
Жә, РСЕ, ED ПМЕ. 
与 一 维 财 一 样 ,因为 e+ 有 界 , САНИЯ (1, E) 
RAER BETER, IHE E, Һ) 为 高 散 型 随机 变数 时 ， 
ә(ы, 2) = ен g(r, s), | (4.4.2) 


其 中 PCr, S) = P (т.т, 
- 260 » 


ің (2,50) 为 连续 型 随机 变数 时 ， 


ТОМДАР (4.4.3) 


- 
一 中- 一 


例 4.4.1 设 二 维 随机 变数 的 分 布 列 为 
Раз вер. == 


aj 


mi w 


РА = —1, ЗЫР —1, &= —1) = 
由 (4. 4.2) АНИ (81,40) 的 特征 函数 


1 1 一 1 ` 1 一 
hts ta) шө” +e, хи е бі ukur 41-6) 
= тее (e14 e) еен ето) 
= + (өз e") (2616 4 е-#%у 


= 30051, (3оов& -- }вїп іі). 


{14.4.2 АЛЫ (É ÉD 服从 二 维 正 态 М (т, 01: mas 


©з) ЕЖЕН 
fe, 23) = 
_— 1 E) ж LE- а а = а , 
по" “/ = ( › t 17% ‹ з ) 1 
ИТО ЕБВ k 2 ` 
(23,72) = 
е, | | етно Ca n) did 
= _— l “орт .-i (m "ays, Роху жатар 
7 2800: j) Í ° сл ° 
er ge 
EH 
al mm с, ть жа--т, 
u= ша _ , е аа, 
мт “| °з ) сұ 


. 261. 


则 


giin £.) = Ef r РЕ ui? a a 
2л 


- == 
м2 ҒЫ 
"eT Y іі» 
= ps а 
==! [ титр оби үгүттө t" 


тт. 


“с в-#'` дна» 


= 
== айти нт), Í adto TO -F gy 
` H -mm 


-E | ответе Ду 
mpi tm О Gisertesaay8 
mgmt) g- i ti ее be 
ӨҢІ, m =m =0, g, =0:=1 时 , 则 有 
ФС, 一 arr Db, 
二 、 二 给 随机 变数 特征 函数 的 性 质 
二 维 随机 变数 的 特征 函数 ,也 有 关 伺 一 维特 征 函 歼 的 性 质 , 证 
明 方 法 类 似 ， 下 面具 列 性 质 , 不 一 一 详细 证 明 ， | 
Яң 4.4.1 设 随 机 变数 С, Š.) BQ F EN SK № ФО, 
1) ф(0,0) =1, ВЕ ti, ЕВ, 
|p (t, t) 169 (0,0) =1; 
2) pit 2) =p В); 
3) pni) РИ Е 
4), ф(#,,0) = 0:6 0, =Q, (t). 
其 中 p CE), pa) &, Ж š, PORRER. 
4.4.3 4.4.2, 8 
ФФ, 0) не, 
“261. 


9: (1) = {0,0) = ес}, 
НИ: ЕВИ Ф.О, р) ПОЕ М (mi o) 及 М (m; , zo) 
的 特征 函数 ， 这 里 我 们 又 一 次 得 到 了 在 第 二 但 所 述 的 关于 二 准 正 
杰 分 布 的 边沿 分 布 也 是 正 坊 分 布 的 结果 . 
ФЕ 4.4.2 Ша, п, 6,5, ИЕ, Eo 20) С Я ІЛЕ 
ЗК, ИН (а S + bi, ваќ. t ЕГІ OFE 20) 
еро (a t Ga t» 
其 中 pl, #2) № (Ë, ED RIAR. 
4.4.4 БЕРЕ (6 JAPA. 4.2, ТҮҮЛ 4.2, 


(ёст ст, вс ұна 


s. ж). себ ТЫДЭ НС 


= в-$ еч + ААРЫ 


ЕЖ 4.4.3 МА) Е, (z. аа), Р, (а, za) НМ 
ЖЛ Е {ЕЛЕЕ ПИЧ ЕЕ Ж Ф. (21,5) Я Фф (4), ё) ЕЕ, 

性 质 4.4.4 БИШЕ С š. НІНЕ Ж pF 25 
《8 的 特征 阔 数 

， Фр) Pn (t). 

ЖЖ pa (t), p, (0) 3y 35 É, M E МЕЖ. 

НЕМ 4.4.5 МЕ, КЕЛЕ ХФ (11,5), 41» 
as, b ЖЕ, Я n= aë, + as +b КЕ 20 

plt) ef pot, 0,0), 

g SI] | 

(1) £; 相互 独立 时 ,有 

Palt) = etp, at) pn (аб). 
(2) HF a =ae=1,b=0,Ml з, T Š, МЕНЕ 
. 263: 


ф„==р(Ф,4). 
14.4.5 ФЛ 4.4.2 为 例 
4 Т #йд Ë — 1 
n ra а; 22 h = (m+ са 
Bu ip HR Ж n ІН (ЛІ 4. 4.20004 4. 4. 4) ВЕЖ 4.4.5 ЖА Ж 


о. (Е = а- +271082 р-н 


шї ЕТА Ду. М ОҢ ВЕЕ а n E F УЛ, 其 数学 期 望 为 0， 
ЭЖ 2(1+т). | 

例 4.4.5 说 明 ， жа, ERM Fa Ж АЕ, КЇЇ 21,6: 的 线性 组 合 
АЕ АЛЕ, 下面 定理 证 明 它 的 逆 命 题 岂 是 成 立 的 . 

.定理 4,4.1 随机 变数 {二 ,63) 服 从 二 维 正 态 分 布 的 充分 必要 
желе 与 的 任 一 线性 组 合 

Оё + Ah tho — (4.4.9 
Ж-ЖЕЖЖЖ. ЖНА, д, 2 НЕЖНО, Н.А, А Ж 
为 0. `: 

证 ЮЖН 4. 4.5 НІНІ ӘЛІН, MERKA Ж 
(4.4.4)3Krh, № №1: =0, А =1, Ел = &, ИМЕН. 
I Е (Е) =m ВСЁ,) ==}, „М4 М, =0,1:=1, НЕ Я т = 
é НАТ, Xi Е(Е,) = т, D(ë,) =01. 

4 On= OnE —m)(£ m), HER 知道 =n 是 
存在 的 ， жа, АВЕ А, + 24,2, ДИ УО ӘП В. 

Е (т) = Ami + Ату, 


D =А01 + ой +201414, . 


= 41 172 Ао тос дА . 
Жр = 为 相关 系数 , 故 n ЕЕ 0 


. 264» 


. _ 23. 202 1 
Е(е? = ві (Аалаа). g КЕНЕН ДЕРТІ . 


64-1 
Ке базан] = e Альт таф Ca: ate 20 о үе йл) | 
(4.4.5) 
由 于 As Aa 为 任意 实数 , 改 可 把 Д.А, 的 位 置 当 作 一 纵 随 机 变数 的 
特征 函数 中 的 变 元 ty ta， 由 (4.4 5) 式 及 根据 性 质 4.4.3 得 知 
(8,4) 服从 二 维 正 态 N(mi, mac, o 7")， 这 就 得 到 了 充分 性 
的 证 明 , В 
定理 4.4.2 (Е, ВН, ВЕ, EO FE, Ц 


其 特征 函数 өсі, шойт? С) 存在 且 


‚_ і дч tš (Е ға) 
ЕСЕТ. ЕЁ) — 4-я) yx Ёз 
(和 1) = [кән К 


@ 4.2.68 (4, ED 如 全 4.4.2, 依 定理 4.4.2 有 
EG) =j |22040) 


і Јане . 


=—jJ[ (jm — (она t тотоу} 
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озат 4 tox үү АЛАРЫН P Jisne 


=m. 
用 同样 方法 计算 可 得 
веру" 20000] чорт, 


El) =m; ЕС ЙУ-о:-- ті, 


LE саг Joli, ба) — 1 
Eti 88) = 2121, w. r gs m my 
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ET nn 


54.5 F м 数 
{ЕВ ИОН НЕА ЖЕШ {И --0, 1,2, УІ ВЕ» 
Eut, HERE ОВЕН ЕР ANE. 
ЖХ 4.5.1 EIEN ë АБИЛ) 
Pe=P{E= k), k =0,1,2, 
记 实 变数 # ЕЧ 
Be) =E(s = Ур, (—1<в<01). (4.5. 1) 


Жр, (3) ду МЕ, ШЛУ ЕЕН, 0 Са) Wl ($), 
由 于 #Ф#(1)= 215, =1, 因此 (4. 5. ПАН {Е | s| < 
k 


1 ЕУ H — КФ, 所 以 任 一 取 非 负 整 数值 的 随机 变 数 的 母 函 
数 总 是 存在 的 ,并 县 在 [一 1,13 上 晤 一 至 过 线 的 . 
Җ{4.5.1 БЕШАИ, ССА б. НЯН ЕЕ 
$ (5) = 4+ да. 
#1 1.5.2 ШЕ 服从 一 项 分 布 ， 可 算得 其 母 函 数 为 


9(s) = уо а- р)" „> око а-ә” 


= (g +- ps)", f 
例 4.5.3 设 £ 服 从 汽 挫 分 布 ， MARRA А. 
p(s) = жез s= Уле 801 чат 
= 0 ky ёт 
=e nmg t. 
ЖИА ab АЕ НЕЕ РЕЖЕ — se РЕД, AEF, ЛЕШ 
HBH, Жаа ЗИ ЕРЕН БЕН, 
ЗЕ 4.5.1 үйі)-іН 
[р (3) | ёс 1)=1, 
* 266 ® 


ЖЕЛ 4.5.2 (ЕШ) 

ЕВЕ Hq Ж %,(ө), M| n=aš+b 的 ЖЖ Ж %,(ө) = 
sap Сөз), Ж ab 为 非 负 整数 ， 

#14.5.4 令 上 服从 两 点 分 布 , 则 = Ë-- 1 ARARA 

у,($) =3(4 | ps)= gs — ра?, 

性 质 4.5.3 有 有益 个 独立 随机 变数 和 的 母 函数 等 于 省 个 随机 
TRH DARRER, ME Е, 51,…, En ЙЧ РЫ 分 别 为 内 ,(5)， 
Pelasta быб в) Шт, 4-2-6. А, В ДРЕ у 


Ф„(в) = е, С). 
Еті 


#14.5.5 Шао. ВАСЯ, HAERE M p= 
二 Ë, teet Z, DJ НЫҢ Ж) 


у, (8) = TT (q ре? = (g рв)". 
k=1 . 


ФЕ 4.5.4 PRIER и КЕ, ШЕ (0) 0 
EE) 阶 导数 POEs 1), НЕМ 
母 函 数 在 s= 1 的 各 阶 导数 表示 , 如 

Е(&у= paR Ее). (4.5. 2) 

例 4.5.6 设 £ 服 从 二 项 分 布 ,由 例 4.5.3 知 

$ (3) = (q + pa)", 
由 {4. 5. 2) 式 得 
ECE) = [apt + рау тр 
E(ë)= "ОНУ 
= [n(n—1)2* (g+ ра)" "|, i TL np 
= вр(яр+ g). 
由 此 可 得 到 
(2) = п'р + npg— (пр)*=в4. 
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4.5.5 《 反 演 公式 》 
设 随 机 变数 所 的 分 布 列 为 Pe (%--0,1,--), УЖ 


#(8) = У p st 9151), 
+ 
则 分 布 列 可 由 下 式 给 出 ; 
p= 9900). 


证 由 项 级 数 性 质 知 (4.5. DAA ГЕЛ, 
У (8) = Дарь >) тб 1) (mm 1) раа", 
mæł+ l 


50 990) = рь 由 此 得 P= рф ©. | 


4.57 Ú £ XW E paj, Я 5.3 知 其 母国 数 为 
г е-о, НЕМ 4.5.5 48 


—1_ ь,л1(4-І» Ах -А 
Pa =z; [4e 14-6 ` 


对 于 多 维 随机 变数 的 母 靖 数 ， 可 仿 多维 随 机 变 教 的 桂 征 函数 
一 样 讨 论 ， 下面 仅 讨论 二 维 时 的 情形 . 
ЖХ 4.5.2 ҚО, ОЕА КН, КУ 
7% 
Ра, k)=P(S =i, =k) (і,ь-0,1,2,:-). 
记 


(si s) = Е (зів) => “ра, в}, 
TO 


Жер | в,| 51, iala Ж Pias № (Е, S УА А, НЕЕ 
Яна. АҒАЖАН Ж, НИ КЕ: 
ЕЖ 4.5.6 РЕТ е.«Г-1,11,8:6|--1,11, 
1% (өз, 87149 =. | 
ШИЕ 4.5.7 Ву, НЕ: 及 ЗП, 则 有 


+ 268 * 


ЕЕК ЖУ, И ЖИ СЕК ИЭ АЖ ЧО: 


# Е а Ж % ËR ғ 


т 


x= |—# POE = | cara очка = Ура, ТІСІ 
k 


— mt 
Plar ta) = Гана фена) = ACEAST | 
_ - = ДЕРГЕ 
x = = | | antawapa, ж >> у ©, 
7” — o < йр фас ОФ ТЕТ 
у | (900160 —1 І) 101 
ж(-із-о(:) 
D | белесі) = Ме; (аі) баға а-а), (4) = ato, (ао) 
8) | p) Fi- со, оо) — Ж. р-н. 
ФЕ НО w ЧЕ, М E ЛЕР ЭЕ ТЕ ЖЕ. | 
D | R(PY= rp (0), kaca кф е MEDIT ДЦО Оф, 
性 5) ЕМАХ: исх: 
-jim l ЫБЫЛЫ жы -. шт 
ға) Іш; kaw жо Pamp (0) 
6) | |pifu t) 5929, 0) = 1 Fis в) | Жор (1,1) =1 
PO чар. Св) ф (2,1) = p: (а) 
7) ф(0, #) фа) yil, a) ұй) 


其 中 р, НЕ 11, 6. | 其 中 раса), фаса? Ay PR 1,1, 的 
кін таж 


Жа н 起 相互 独立 ; 刚 对 任意 
ЫП 34 - 1, 11 Ж 
W Саз, ва) = фа (а) alas) 


| ЕНУ ЖЕТКЕОУЕЕЕТЕ NH ib | ра з) ерес, (0), B 35 ë 5 Š 
9) | 相互 独立 时 有 相互 独立 时 有 
Piph H =p p Фен) = bi (н) ере, Са) 


ЕТЕТ: 
8) | tu 136 (— оо, со) 
РОН) =i (f) pa (Ча) 
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| Ple D =, (52; $: (1, =) =фа(в). 
性 质 4.5.8 若 与 与 名 独立 ， 则 对 于 一 切 sE[ 一 1 11% 
ве —1,1], Ж 
pss sa) = (s p (Яу). 
фела 4.5.9 Е 4\1 ПЖ ф(з, в) Тац ë, 
Бу Е, Зву, 2, t E: BJ BEES № 6 (e)6.(s). 
94.58 М, ЕАСИ 2.2.2), W 
ЗЛЕ Ж БЕРЕ 25 
re SG, #) 3181 


+50 s0 
=p(0,0) +2(0,1)5:+2,0) 1+2, 15:5: 
| == T Ps Sx. 
由 性 质 4. 5.7 得 
pCa) = (8,1) =g pas Prle) = (1, а) =9 +23. 
由 性 质 4. 5, 9 得 知 , Ж o ED ДЕЛА Н S Н. 4\1, & ВНЖ 
AR A š tE RAA. 
Wi (в) (а) = (g + ра)". 
Нага n AAA £ АЛЕП ЕЖЕ А (g L pea)", 


я м 


1. EMER Е АЛА: 
Р{ = Е} = р, Ь=0,1, + 
аата рү 2%» 
2. 求证 ; жш 2 ЕН Ж А 


ж?#(1—е1*©) 
nol ey * 


pJ £ Шілде 1,2,2, 
з. жш. ақ 
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e (t) = a, соз 
k= 
Plt) = > ен 


k= Ü 


(其 中 1,20, Осал, уақы 3k, 3EUt ЕЯ, 


#6 
4. ЖҮЗІНДЕ НО ДН. ЖӨНДЕРІ 20: 
а) cost; В) созі. 
B. ШВ Е ПЖ Еа), Р(х) жн PAN , 求 : 
а) n=aF (Ë) + 5; 5 
D £= InF(D : 


Е. 
6. W Р(х) ЕВ Е БУЛ, pa) £ ИНЕ Ж, 5 


9 о. Рай, 
Жир во ЗВ, 则 (От) ЮЖН КЕЙ ДЕНЕ жж шз). 


7. ЖШ: 如 果 РО) д ЖЕ. БЕ Да ОН (E PR 8. 由 
对 任何 z , ИВ, 


ше), И ТИ! -ғазо-ғасо. 


如 果 z, 是 F (x) BD BE EC Pa ИЩ ТІЛІ 
їшї а. was Ура 0) Ре, оуу, 


8. 证明: 特征 函数 ОС НИНЕ ОА И-И ЗЕЙНЕ ік ЯТА Ж F (д) 
是 对 称 的 ( 妈 CD 满足 : Р(шжу=1—Ё(—-+-0)). ' 
5, RUE НЕН ЕНЕ 009, ДЕС: 
1—ф(2#)ж4(1-—ф(Ф))› 
14 p (24) E]. 
10. ЖШ: ИМ РКИ e (4) EREE 
із Фф (у= фі); 
ji) pitt 2a) =); 
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Hp О Oika), 


Жолт, 
11. ЕВН: # Š É. +, fa HEE, ЛЕМІ СО, D ph. Ж 


1 n 
>= 2 Š> 也 服从 正太 N (0, DAH, 
7522» 


12 ВЯ ЖЕ (Е, 20 6,4. R Ж.М(0,60, (і-1,0 
соу (В, рс, НИЕ E[(& с (8 —-о2)] 

13. ВЕУ (£, n) БАН Ж 

ею eH 

ЖЕ 0,9), (л) ЕЕЕ pliit. 

14 EDERA p ЖОР AA ЖОЛИ Ы НД Ж; 

Шя--0,1,2,--І%, 

а) 1, “Р(Еесяз) 

b) gq =P я); 

0) q, =P (в); 

d) 4. =Р(Е>а+1)$ 

e) gq. =P'(#==2n). 

15. ЕДЫ СЯН, Ен, 是 第 # 一 1 Ék 58 ç МЫН АНЫН 
£ ӘРЕ ЖЕЛ, P ЗЕК ЖЕ) 的 概率 ， 求 共 母 函数 ,数学 期 望 及 方差 . 

16. ЗЕРДЕ ВМВ, £ 8, ATE r 次 类 是 之 前 在 功 出 现 的 总 次 
Қ. ЖОЕ E KO ЖІ. 

17. ВЕШ КЕ ЕЯ. W RN ТІР әже 
Ж. ШЕН: 

P (Вт) = риу 

HEERA DW. 

18. (LY ВМА), НАРМ 4, 都 以 概率 二 ДИЙ 0, 


1,-“,6--1. 


Ld 
ё„= У», 
: Еш 
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tem: 8, ti RAE Р (е) =] TEST 


19. Ék s, Бп ДЯ ША ЕНИ ОК ЖЕШ 3 ве. ЖТ", 
的 一 个 递 推 关系 式 ， шр ts ЛАҚ, 
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BER ”相互 独立 随机 序列 前 极限 定理 


极限 定理 是 颖 率 论 的 基本 理论 之 一 ， 它 在 括 率 论 与 教理 统计 
的 织 论 研究 和 应 用 中 都 十 分 重要 ， 

如 前 记述 ， 概 率 论 与 数理 统计 是 研究 随机 现象 的 统计 规律 性 
的 科学 ， 但 随机 现象 的 统计 规律 性 只 有 在 相同 条 件 下 进行 大 量 重 
复试 验 或 观察 才 呈 现 击 来 ， 毛 谓 一 个 事件 发 生 的 频率 ДОГ xz 
HE НА КЕЕ КОСЕ У РНЕ Е 
数 , 这 就 是 所 请 “大 数 定律 ”, 正 是 由 于 有 这 一 定律 ， 所 以 在 许多 间 
题 中 “概率 "这 一 概率 论 中 最 基本 的 概念 就 具有 一 定 的 客观 SK S. 
同样 ， 所 谓 某 一 试验 可 能 发 生 的 种 种 结果 的 频率 分 布 情况 近似 某 
ОЕ ЖИРЕ), ВАЖНА 
ХИН, ВЕН ВА ОЕ”, ЖЖ ЕАН. № 
# 8 n 次 贝 努 蜡 试 验 的 二 项 分 布 ， 当 试验 次 数 ДАН АНЫ 
玫 消 松 分 布 这 一 类 问题 出 是 这 样 . 

从 下 一 章 开始 讲述 的 数理 统计 的 理论 和 应 用 中 ， 我 们 将 大 到 
有 一 个 很 重要 ,很 基本 的 问题 ,就 是 我 们 总 是 要 通过 有 限 的 子 样 括 
率 性 质 来 推断 总 位 的 概率 性 质 ， 而 有 限 子 样 的 概率 人 性质 (如 它 的 
分 布 函 狼 ) 有 时 是 较 难 获得 的 ， 需 要 异 助 于 它 的 极限 性 质 米 
近似 . 

绕 上 所 述 ， 有 些 人 认为 概率 论 的 真 正 历史 应 从 出 现 贝 努 里 大 
数 定律 的 时 刻 算 起 , 

这 一 章 时 主要 讲述 相互 独立 随机 变数 序 列 最 基本 的 两 种 类 型 
BY KER ДЕН, Н “К.Ж ЖЕЕ” qü h C НЕ", 
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“unas жунш нык аңыз л җы фун + су 


$5.1 天数 定律 


N 5.111 Ж 4,(0=1,2, e) К АСО, F, PEEN 


RRINE ВЕ СЯ СЕРЛЕ), ЖЕМІН ¿, 使 对 任意 
s>0 恒 有 | 


mP {E Ele) =й, (5.1. 1) 
或 等 价 地 
limPp(|ë,—#| <e} =1, (5.1.2 
тл. ЖЕ SU En) ik IAR iar TRENLE B ECG 也 可 以 是 一 个 党 
数 )， 并 用 下 面 的 符号 表示 : = | | 
Н=&=& (ру ШЕЕ, 
随机 序列 {4,} ЖЕК A Tri АЕ Лү Pr ПАЙЫ ДЕРИК 0k r ih K kya. т 


Ж, ВЖЕ, 28 (Q, FP Е-Е, ИТТЕ ЕЗІ.) 
ИЖЕ 2, ERER е>0, Жү |5. оо т ЕЕ, a 


ЭНИ, ERREF O. ИНАЯ }- PETOLE п Вам 


жн, тнт. е, БЕН FHER ІНІ Батат 


Ж. 
#5. 1.1 %2-Г0,11% Жі ГӨ, 112525 1,2, 22,8, 2", Өй. 令 
азын — 


4-3) + у eirth 
4=|。 А 4 [Гез } 15 p а= ЕЕ 


#4 


又 设 5 
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Р(обАЛП = [Ж Ë А ñi E Ez. 


пме. 7-0 жан», ЖНЕЖ 220, 

Біз» (Ё. (оу |е) = Plod, 0 
IENE оспа, 1], ЭБЕ n EH СА, В вл Н, СВА, Ноты, 
Е Go) BE ЕП 0, 时 而 取 1 КИЙ, 因而 对 任何 ЕГО, 11, Е. (бю) ЖЕЖ 


ЕМ 5.1.2 设 {6} 为 一 随机 序列 ， 数 学 期 望 BE 存在 , 专 
-- _. 1 a 
= 若 

Ню [ё.— 20,9) =0 (P>, (5.1.3) 

ИЕР СЯН} АХЖ, 或 说 大 数 法 则 成 立 . 

下 面 我 们 普 先 证 明 这 一 章 一 开始 说 及 的 频率 “稳定 于 ”概率 的 
牙 妈 里 大 数 定律 . | 

PRELILI (Ани) 

设 #,(a=1,2,..-.) НІН аЗ Bj 2y As РИЙ HPE El, B. 

_ P(#,=1)=p, P{é, =0} =q, 

Жаһ4-і-р, 0<p<1, WU JBE A kE EE Ш Š. = 
+ 51, MA 


іі 
Бае, =р (Р), 
证 ~ EÈ.) =p, 
DÈ.) = Зоо = =} pg. 
出 车 贝 谢 夫 不 等 式 ( 定 理 3.1. 2) 9, ЕЖ ° 有 
0<2Р{ё,—р!>е}< s, 


кен 
НаР{|ё„—р|;>е} =0. Ë 
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回 亿 傅 4. 3. 1,Ё, 表示 在 次 贝 努 里 试验 中 事件 4 发 生 的 频率 
E. 这样， 定理 5.1. 1 给 出 了 频率 蕊 “ 称 定 于 "概率 沁 的 一 个 数学 


表达 式 , 也 就 是 说 , 它 给 出 了 频率 趋 于 概率 的 含义 . 

我 们 常常 还 需要 考虑 在 % 次 独立 试验 中 ， 率 件 4 发 生 的 概率 
р, 随 试验 次 数 的 变化 而 变化 的 情形 ， 对 这 种 试验 破 型 ， 有 如 下 
定理 . | 

ЕЙ 5.1.2 ( 泊 松 大 数 定律 } 

设 和 (nr 一 1,2,…) 为 相互 独立 随机 序列 ， 

Р{ =1}=р„ P(¿,=0)=7,, 

其 中 如 =I 一 ps。 则 { 和 及 从 大 数 定律. 

证 ”由 定理 所 设 可 得 

ED = lp =n 


імі 


DED урн =) к<. 


п dn 
іші 


ЗЕДІ 8, IHEM >0 有 
O<P(|Š, Fle) «240 .< 1 


= 
к 4де? * 


wt 
` limP{|é.— |>2} =0. j" 
现在 让 我 们 来 分 析 一 下 上 述 定 理 5.1.1 及 定理 5.1.2 的 条 件 
和 结果 . 由 两 个 定理 的 下 设 条 件 都 可 得 到 
= ы 

йә. 
这 样 , Ши ЖУЖЫ, ОЕ ШЛУ 
ЕҢ, ще АВ, 5, 集中 到 值 于 它 自己 的 数 党 期 望 F (£, (在 定 


И 5.1, 1 里 为 2 Hd E 3 HB 5.1. 28 39 p.), ШЕЕ). 
. 277 » 


+ мет E aoaaa А. кое бсре сл и - кА о 2 мале ев. АрЩкуш ата ом сете ен чо жук. ш. 00020 


КОЕ ИГИГЕ ДИН ЛЬО, КЕ ЕРЕ МИН МЫЙ ми, 
RE E МУ n 充分 大 时 能 任意 地 小 ， 则 大 数 定律 就 可 以 成 
立 ， 下 面 的 定理 说 明了 这 一 点 . 

定理 5 .1.3 ДИКАЯ) | 

Bis я-1,2,.-, ИННА ТИЯ, 3 ВСЕ) = an 
Ю(#„у=оңєе< ос, ҚАНЕ Ж. 

读者 可 用 上 面 两 定理 的 证 明 方法 自行 证 明 . 

前 面 三 个 定理 都 是 假定 £, 的 二 阶 算 存 在 且 方 差 一 致 有 界 的 
前 提 下 成 立 大 数 定律 ， 然 而 在 许多 问题 中 ,特别 在 数理 统计 学 中 ， 
往往 不 能 满足 上 述 要 求 ， 曾 仅 知道 随机 序列 { 纪 } 是 相互 狼 章 同 
分 布 的 ， 对 于 这 种 情形 有 下 述 定理 ， | 

定理 5.1.4 (жЕ Жш} 

Ў 2,,л--1,2,4-, ВНЗ ЭЖА ЛЕ Я, ЖЕН 
зін СЕ ДЕН а, ДПЕ, ЛЕА ВЕ, 

Ш Ж д>0,ж АВА: 

h 当 |< „ 
та зав =] ` 当 ра; : 
@ эң ааб; 


Či =É ама =f, 当 |š | 2 n, 


(і--1,2,--,а) 
Ж 
` М=Р|,|, 
a, =E) 
(ізі,2,:-:; а)» 
HERRER: 


1) š 一 个 十 各 (4=1,2,..,в); . 
2) М<со, а< оо ‚ (@п=1,2-е). Ян, 当 п->со 了 时 ，. 
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а, = ЕС) = 人 вх tzien FT) 
=| тағ (ау а. (5.1.4) 
3) %í=1,2,.... a f 
ро ЕСЙ) -BLE 一 | (гіме із) 
<|” | z |F, (жуса Ma, (5. 1. 5) 
HAREC. СБ. 
2 人 (2 >аЖовә<дема- Mà (5.1.6) 
4) (5. 1, 4), (5.1. ӨҢДЕ ДАЛА, чол 
大 时 | | 
и 
ДВ Ша 


>24) 


4 


° ! 
Tn аа-а 222 


іші 


<Š | | (5.1.7) 


5) УНЕЖ: =1, 2, enn Чо Жо ХИН S n] ЕЕ <, 
` 279 . 


а Ж д Bar, 因此 我 们 有 
Pl¿ 0) = Р{1& |218} =| rz) 
1 ‚ 1 
8], 1" ЧР.) < na 
Ë п Ж ЭКИ 
P| Жаға < уг, 20}<8, {5.1.8} 


最 后 ， 由 {5.1.7) 式 及 (5.1 д, ПЕН н XHA A 


"Р, -а| 222} = - Eneti аха >x] 


р | Туз, а + е |>, 


<) Sma 


ішкі 


>zdj+ Узео 


іші 
K 8. 
Hi HERE ЕНШЕ, Мая ЖУ КА, ЖНЕЙ e>0， 上 式 右 端 可 任 
者 地 小 ， 国 而 定理 5 l 4HE. Ë 

$15.1.2 НЕМ ЕВА АЕ ДА, 

ВЕ Рх) Ба, 51 ЕЕ — ЖЖ, ШҰ Ж ЛИЗА, ГЕ 
NT), (n =1,2, өза. ) ЕСа,51— ё Р Қ), 

Ж ЛЕ, ГЕНЫ [0,1] 上 证 明 上 述 结 论 ， 令 

N,(z) - Усна) 


kag 
显然 有 М,(0) = (0), М.01) = 61). ВЮ, 4 r =0 RE z=1 的 
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РНЕ ЕДЕ ПЕ. ЖЖ E0, DHARE, 


考虑 贝 努 里 概 型 如 下 ; 设 在 每 次 试验 中 素 件 4 发 生 的 概率 均 >, 


为 某 一 固定 值 z(0< r<). р, 为 НАЕ А АКА, 
则 有 
Рі, =} = Оа)", Е =0,1, п, 
ви 
ГГ а ] ы Ёп = 
кш) j= уба) 
ы Ё 
= >С (1) rf | —)= М, (2), 
Doea- qS w. 


Е) 88) | Зло) G= )| 
Б=Ф 
=fGz)—N,(z). 
另 一 方面 , 由 Š 3. 5 全 数学 期 望 公式 得 
| КӘРІСІ 
- P| аа лао 8) Е-е) 
ж аеро МВ 
其 中 6>0 НАМ: AHER > ШГ), 
所 以 ,存在 8220, 242-0121 


ІС), 


其 中 z,zS(0,1), 
5%. | 
м = sup | А, 
因此 得 到 ` 

» 281. 


If) №.) <+ кР. >а). 2м. 
IH UE BL кат БОН ИСН, 
нт Р} 28 中 > 中 一 


в 


ЖЕ (0, 1)-—- 909007. Е, RATANA BAN ER iE 
НД АТ БАРР]. 这样 ,我 们 证 明了 对 一 切 relo l] НН 
lim N,(z) = Қа). 


4552 ХР ` 
ста, Денни ЯА ім ЖЫ р 


但 那里 还 不 能 得 到 频率 与 Жеф р 事实 ,正如 例 5. 1. 1 
DEIREADB (8, ВЕДА Е 0, 但 还 不 能 赔 š, 可 以 无 限 地 接近 
于 0， 因此 ,不 论 多 大 ， 册 努 里 大 数 定律 还 不 能 排除 ед 


一 事件 发 生 的 可 能 性 , ЖЖК ИНТ НӘ ЙЫНДА 

的 结果 , 这 就 是 我 们 在 这 一 节 要 讲 的 强大 数 定律 . 

.在 讲 进 级 大 数 定 律 之 前 , 先 引 入 一 些 相 全 及 引 带 | 
ESE P.I 5 6,(а-1,2, > …) 是 一 定义 于 相间 的 概率 空 
М (52,9%, Р) 上 的 随机 序列 ， 若 存在 一 随机 变数 ЕСА 
数 ), 使 

вар 8), 
我 们 称 随机 序列 {5,} 以 概率 为 1 ЕЕ E, 或 说 几乎 处 处 收敛 于 
5， 并 记 为 

аё, =  (Р—@з.), 


*.282 s, 


成 者 简 记 为 
На, =£ (as) № EEDE 
ЖМ 5.2.2 1512, ЖЕНИЯ, 并 且 有 有 和 穷 的 数学 期 望 


Е(Е.). 4-2, = 15У), 


2,- n (Z) “0, 


SHE Б. 2.1 м 随机 序列 ，# 为 一 随机 变数 (可 以 是 
一 常数 )， 令 


S М, 
则 | 202. 
{н4,=2) = ñ U N 2... 6.2.1) 


=] K> 


证 Te oc(Hm£,—2), ИНЕТЕ m, ЕН N, 
当 nZ N ||, | 
1 
Её, 1 <, 


故 有 
< Г tua 11), 
更 有 | 
o° Ü П.е), 
bzn 
由 nr 的 任意 性 得 


- 287. 


ве f) Пл 


та 1 пај] Fèn 


这 样 ， 我 们 得 到 
ша 5с Й Ú ПА 
用 同样 的 方法 可 证 : 


ать-Ә э ñ Ü NA 
њ=1 Жән 


综 上 所 述 , 便 得 
=, == Й 0 Пл... W 


me 1 R=} k>a 


Бї 5.2.2 814.) 为 一 随机 序列 ，& 为 一 随机 变数 ,下 面 的 
诸 命 题 等 价 : 


D #——— 


» r {Ñ Ü [is -a< рр 


моет 


РУ Пу ЕЕ 
3) ЖЕЖ #20, 
PEU Паь-и<е)- am 
P| U -в> = 0s 
4) 对 任意 с>, 


нар {оа 217) = sum 
. 244 


Нар Еее =0. 
证 由 于 2), 3)， 人 中 的 钴 两 个 式 子 所 指 的 事件 都 是 互 涵 事 
件 , 因此 在 下 面 的 证 明 中 , 只 带 证 明 其 中 个 式 子 等 价 即 可 . 
ЗН 5. 2. 1 立即 可 得 1) 55 9) 等 价 ， 下 面 证 2) 39%, 
6 220, Шу m>, A 


= = 1 
Ñ роге [аа] 


ші тит аж 


ЭЛИТЦЕЕЕЕН 


милы k >x 


RE 
P| упак р р-а). 


қ-ішія тт 16-10258 
Аттен 2) ЖИ 8 КРН НТ АЗУ. Б, 
Hi 3) АРАВ, Ж {Е—1ЕЖ m, 有 


P| [1-я] 5, 


ek 


从 而 
РП О &-а>]| 


m=i ті фри 


ЭЛ ШЕГЕ 


тей amik >т. 
因此 分 式 的 第 二 式 成 立 . 
对 于 3) 与 轨 的 等 价 性 ,我们 只 需 注 意 到 如 下 事实 即 可 ， 对 任 
Жл, 
[}П!4„—41<е1с П Clé- cel 
Шан katl 
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[71,1272 |-> 
НИНЕ, та 
нар |N CIs еер PU Пгь- -Ecel 
或 者 
ЕТТЕН (fi Uta >]. 


5|#Ш 5.2.3 ЖЖ. 
В As 4,,… 是 概率 空间 (9D, 安 ,P} 上 的 一 事件 序列 , & 
' P= P {Ar} 


1) # `l <o 
k=1 
mij 


eiñ U4} =0; 


melikan 


дж 2 Ip = 9, 且 各 4, 相互 独立 , 则 
Кті 


мй ПЕ 


R=alk>>ñh 


1) щ Ооо Я, ДЖЕ е>0, Е МЕ, 使 得 


ser Ñ Ца. ее Аса | 


ъ=] ан 
= > Ip <a, 


ізі 


2) 因为 Ü lp = co, ЖӘНЕ n, Fi Ta, = eo, H А, = 
ксі k=. 


1,2, …) 的 相互 独立 性 及 利用 不 等 式 


1—-2=е-*, 
得 到 | 
o<P( Na) Пра) EU-ra 
1: Б> t=. krom 
- x Рь 
ae t =0, 
MIER в 1,2, ЗН 
Р А, = 0, 
in | 
因而 得 | 
PË П д, 0 1 
р ‚ 
换 条 话说 


а) o fÀ M SO PTI AARUN a патта, 
x tan ! В КА ыгы 


‚ (O) P р Дл евтиижюа а, REMMEN”. 


上 这 (1) 和 (2 读者 可 自行 验证 ， ， . 
ЖЕЕ 5.2.1 波 雷 尔 强 无 数 定律 ， 
设 后 (2= 1,2,…) 相 互 独立 . 同 分 布 , B. ыға 
Р{ ==. Pt{é =0)} =, 
Жһ4-1-р, бар, 则 全 服从 强大 数 定律 ， 
ш ГЕНИ ЕЕ: Ë q ЗЕ ВНЗ, 它 的 
四 阶 抵 存在 , 财 对 任意 >04 се 2% 
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Pijn- Ее) < Еу -Ems (5.2.2) 


事实 上 ， 
Е(л—ЕОў1'=[`_Г#—Ю(у]\4Р,(у) 


[ [у—Е(1)*4Р. (9) 
РЕ Е 


>| ав. 


-IF фу а 
=='P(|n—E(m 1226}. 
现在 回 到 定理 5. 2. 1 МАЕ. ЯНҒ- е>0, Фп, А. = 
{je 一 P| 22е), 因此, 我 们 得 到 E (n) = р, B. 
Р(А,) <е7*Е (2, —р)*. 
H 90 26 可 得 
ка, —д)*%= Ве) Bn Әр 


& p= P{A Am 
-Р(А, коже М + вер, "|. 


可 见 ， 对 任意 e>0, Se hE- -RR ESIE ЕЖ 


e0 


由 引 理 5. 2.2 得 


9 Е 
.在 定理 5. 2.1 中 ， 者 令 ы ЖА 与 第 大 次 试验 相 


联系 的 随机 变数 , Ила 5. 2. 18 UKR Но. =? Жї. 的 概率 


a 2964 


为 1 ЖЕЎ, R b um зе рк 56 paulo 00549 我们 


жалан ИР р). 这 样 ， 我 们 进一步 得 到 了 频率 “稳定 于 ” 
概 素 这 一 论断 的 含义 ， 它 比 贝 努 里 大 数 定律 有 更 强 的 结果 . 

在 85.1 中 讨论 大 数 定律 时 , 我 们 得 到 了 奉 风 澳 严 大 数 定律 ， 
在 那里 车 把 大 数 定律 一 词 换 为 强大 数 定律 时 也 是 正确 的 . 同时 , 还 
可 得 到 更 一 般 的 结果 ， 这 一 结果 由 柯 尔 黄 哥 路 夫 获 得 ， 我 们 将 在 
ТЕРРО, ЭЖ, 6 r SSE kus - Sa Jo ж, 

引 理 5.2.4 ЖЕ 

设 &., (п=1, 2, +) уа НЕВЕ ЕЯ, 对 任意 一 

2,…， 有 _ . 

| Е(2,) =0, DEn) -о1 өс. (5.2.3) 
Ж (сы п=1,2, ++} ЭНЕНЕЛЕЖІКЕЛІ, ШЕЛЕК т, 
R тес K е0 


x БЕ LS etot). 


PÍ max o, 
ішті 


тажал 


ЕНІ, 4 т=1, с, = k=l, 2. ЕТІ шах x D, |> с 


f шах |216, >e}, 立即 得 到 $ 3. 4 ЮЖ БЕЙПИЛ 


1<k яз { 


ARTTA. 
证 令 


=>» =], 2, 0), 
ізі 


n=l | 
m= У 2002—02.) + сир, 
kj =m 


а 289 а 


则 由 《5. 2. 3) 8 


ЕСЕ Siol. 
因而 

(= = Бнр: "Cel od +e E h. 

салы» ви вы 
02802-0) +0 ған) 
жоі УИ За сїт? роде? 
#1 а 

сөй Қз. | Се, 2.5) 


ФА, {оїс 1.1222), A= (oto, Im 1), 
(ты), о, | |222), k=m+1,m+ 2, е, 
如 Арт, mt PELDA DETH, 且 事 件 


(o: sa | |20) = = Ü Ав» 


bam гч 
ІЗІН; 
Pio: maxer т 12е) = SECA). (5. 2. 6) 
定义 随机 变数 如 下 ; | 
__ {1, Ж otd 
о) = to, # o € A, 
(&=m,m+1, “o n), 由 于 А, 互 不 相 容 ， © 
Xm) El 
in 


ж 290» 


t. 2 Бтр йд ЖШ ЛЕНИП 
E > BE X, Go) 1. (5.2.7) 


对 于 Еп, 
Mi= nat Ep tHe HE; 
上 式 两 边 平方 后 再 乘 以 X, (o) 并 求 数学 期 望 得 
B[92 + Хь (о) ] = [nz Х,бо) NT 
а [ры НХ, CO) 1, (5.2.8) 
ВЕНЫ)": Хо) 220, ñK . 
ЕН. Хь (о) 120, 
LHF nZ, (2) Я £, ТЕГІН НЗ, Seno X, (G) 5 Бы," 
+š; 独立 ,因此 
Emesa Hen T $O) X Co] 


“Ете | 37 EE ]=0. Е 


ЖЕ, H (5. 2. 8) Ж}, сіс 有 
ЕГ Хе) 12 ЕГІН Xi)]. (5. 2.9) 


ЕА, 上 [ms| > 由 (5. 2,9) АВ, KiS 有 
БТ. 090] >= 8х.) = SP (A). 
由 上 式 及 (5. 2. 分 式 得 到 , 当 тіс 时 
Ете (өл = PACAR (0—01) + oaB [ntXe (6021 
> BL) каре.) +в®Е[ лд, o] -' 


>i P(A) [Seea] 


rub 


t. 20+ 


=P A). (5. 2. 10) 
由 (5. 2. DRA (5. 2. 10) 式 得 到 


Em 22е > P(AD, (5. 2. 11) 


kerm 


Hh (5. 2. 5), (5. 2.6) R (5. 2. 11) 三 式 得 


Plmase, >» |2} => Draps ЕЗ 


MAEKA 


点 =] h=m+ 1 


«А4591 + Бэ cig? ja 


定理 5.2.2 МЕН ЕРІНІ 
и š, (n = 1,2,.- 为 一 相互 独立 随机 序列 ， Ж 


ӨЗДІ) со, (5. 2. 12) 
. NEL. 5. 
ТЫНАН АХ ЖЕНЕ, 
证 ^+ 
c 二 工 
® Ë з 


m= У ВТ, 


іші 


: HO | 
Tm =Ë, — (8), B B(n) =0, Во) = 5р0). 


i=] 


由 引 理 5. 2. 4 可 得 对 任意 正 整 数 mamtn В eSt 


Р{ mar [BE(ED >e) P | max [у T =el 
«АА Узр) + 57 200] - (6.2.13) 
Е =1 E=m+) 
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£ B,= { max ЕЕ}, 显然 В.СВ, 2. 出 жЕ 
续 性 定理 及 (5. 2. IDAR | 
ОР | U Г шах. |ë —R ë) >] l 


=limPí max }2,— -Е(2,) |= e) 


<H уе 20РЧӘ+ > ?| (5.2.10 
因此 ,对 任意 е0 

limP $ |J тах JEEE S} (®15) 
(5. 2. 15) 式 等 价 于 


lEn Р (En) | 2950, 


ЖЫЗ | Ооң 
Шолақ %- #@и>әз= U| (ua rE] 
= U CEEE) 122]. 


并 且 由 引 理 5.2. 2, КАЛЫН РЕНА EË 
215) ЕН ИГРА: 


1) Paay оо, КМ m-ce М, 


ш} (5. 2. 14) Жон TAF 0. цы 
2) (8.2.14)y H - та meoo MF Or 这 是 自 于 如 下 数学 分 


白 中 的 一 个 结 术 ; каш Уи, нето aaye an, 


&=1 +š . 
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E 25, = т» ваар, 2,5. т 


ъ °ч ж k kel 
Sa De- DDS 
k=1 кгі kel = maj 
r, в. .. 
= УЗЕ, kS, = DAS 57% 
есі Еті кті 
n=l 
= s8,— 2269 - 
к ТОЛ 
қ ж-1 
55 5 е. -i59 
k= 


нал у 8,0 (1—3). 


я 
-E-l 


利用 上 述 结 果 , 若 令 4， = PGD. ‚ин 5224.) РР <o Қайт 


k=l 


oort, клен 7 


k=l 


әзі аса. 
ЖӘ Е, (a=1,2,-...) ЗАНЕ Н], ЖЕЕ 
с, 使 得 对 任意 R= 1,2, =, . " 


РЕ, =c ,<0, 
{Кл 
证 < хе ож 5.2.2 立即 得 到 


о 我 们 规定 8, 一 所 Y Tes РИ, 
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# 5.1 里 ， 我 们 尊 得 到 辛 钦 火 数 定律 : 它 是 考虑 相互 独立 
园 分 布 时 前 大 数 定律 ,车 将 大 数 定律 换 为 强大 歼 定 律 也 是 成 立 的 ， 
这 结果 也 由 柯 尔 莫 亚 洛 夫 得 到 ， 下 面 先 证 一 个 引 再， 

引 理 5.2.5 ЖЕ) 

%5,(ө--1,2, -) АЧ о 旦 有 相同 分 布 函 

数 F(z) 的 随机 序列 ， 令 | 

í т, Ни! <} (o) (m=1,2,-..), 

Ж i i | и 
рено, ЕСЕН 
ъ=] 

Я {КИН ЖАНЕ (2, } 服 从 强大 数 定律 | 

证 е 
„туч, инт, ЕО а 


іші іші 


我 们 先 证 必要 性 ; 
| FD + ED al 
Е.Е НІ EE] T EE al (5.2.17) 
(5. 2. 17D) 或 的 南端 以 概率 为 1 地 成 立 如 下 事实 ; 第 一 项 由 (5. 2. 16] 
JER: Е A ktp p SIE) k S| 5. 2. 2 得 到 当 поо Е 
于 ом АНЫҒЫ СЫ АЗА K 3k ЛЕ Pra Ц я сора T0; 
第 三 项 由 下 面 的 证 明 也 趋 于 0， 因 为 


TimB С y та) Ë РУ ЕЕ) =a, 


Igle 
电热 知 的 关于 收敛 序列 的 性 质 (车 limm =a, WURR Dar 
кгі 
а), 4 п» o 时 
0-а |+ “(хы )-а) 


* 205. 


=|4 1 оға: )—a 一 | 


=} 
这 料 一 来 ,由 (5. 2. 17) 可 得 , 当 a-> oo 时 ,以 概率 为 ERE 
0 | 
НН В 
定理 5. 2. 3 《〈 柯 尔 莫 哥 洛 夫 定 理 ) = 
М E, (n=1,2,...) 为 相互 独立 且 具 有 相同 分 布 的 随机 序列 , Ж. 
Б: <=, M (En) RABAB ЖР. 
E$ 
£t = ME ETATS 2 (о). 


ШЕ ЕТЕ, ео, Вр |” Iz|aF(ay<co, Жж РЖ, 00 


уваж. НА, R-S 积分 定义 得 
ШОЕ) ЕСЕР? К 


‚ < F ¿#*4F Xr) ` 


POX ТРЕ, |<: tD. 


а Ж | 


526 ЭЖ ber: Рат. «в ба 


ња à= Ü 


ерен + 


+ Жаз ын < к 
=: уар 


= 296 • 


«арена 5500р, «ЪФ 


Бі 


<2р00<1,<1) +2 DHD poe E I< U 
k= 


ш ре 
=2Р{05 12| < 1} +8 Хара, cH) 


<2P10<|£,| <1) +Š >... РО 

<2Р{0<1&,| < +-8| "|ә АҒ (а) оо. 
HER 5.2. 244 {88} АА Ж. 

5-21, 


DPE, }= Dris, | 


в-і 


! 


кене 

= РЕН < 11) <o, 

由 引 理 5.2.5 得 到 {6,} 服 从 强大 数 定律 .和 

С | 
在 §5.1 和 $5.2 中 讨论 的 大 数 定 律 和 强大 数 定 律 ,得 到 了 相 


似 的 一 些 定理 ,似乎 这 二 个 概念 完全 一 样 ,其 实 不 篇;h.。 _ 
例 5.3.1 设 随机 序列 (En) 的 分 布 列 定义 如 下 -对 于 a= 


© “Ена ГЕН? i 
Ei 


> 297 + 


1,2, ... 


Рік, 11= 1—41,рРи, =п+1}= L, 


п 
并 假定 #,(п=1,2,...) НЕЗ, 
ЖАҒЫН, 依 概 率 收 化 于 0， 但 它 不 以 概率 为 1 ЖАС 0, 


事实 上 对 任意 e2>-0, A 
limP{ls 2>г)-“НшР(%,-а--1) 


. 1 
= lim = 0, 


Р 


НП É =ð. 
但 车 令 
A, == (š, =n + 1}, 
则 有 
P(A) = 

mi 

Seta) = = 11 =, 

w =I . #=1 


Ни /- аатта 5.2.2 ARE.) 不 以 概率 为 1 kek 
ғо. 

fi 5. 3.1193, B peyda ELBE ау 1 а, m 
REER венка. 

定理 六 3.1 ж, Е шым, РЕ, = 

证 对 任意 心 因 为 有 

{Ele UJ 0,61), 
Ban 
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ори, ЕР ИН} (5.3.1) 


тїбї 5.2.2, Е KAF ва: 0 
йн xz 一 5 时 趋 于 0， 这 样 一 来 ,我 们 有 
БаР, [ео 


sp | 
=  ' ім." 


>o -854 中 心 极限 定理 . 

我 们 在 第 二 童 引 队 正 志 分 布 时 ， 曾 经 讲 到 有 许多 随机 现象 服 
АЛЕ Ж С, 射击 偏差 ,… "是 由 于 许多 被 此 没有 什么 
相依 关系 ， 对 随机 现象 谁 也 不 能 起 突出 影响 而 均匀 地 起 到 微小 作 
用 的 随机 因素 共同 作用 (这 些 因素 的 人 加) 的 结果 ， 如 果 联 系 于 这 
个 随 桃 现象 药 随 机 变数 为 E, 则 它 可 以 看 成 为 许多 相互 独立 的 起 


微小 作用 的 因素 & 的 总 和 之 bx 而 这 个 总 和 服从 或 近似 地 服从 


正 态 分布 .对 于 这 种 现象 我 们 还 可 再 举 一 个 有 趣 的 例子 加 以 说 明 ， 
46 5.4.1, мет) 
各 图 5.4.1 м 

Че ЕК МТ Фоки 

的 距离 均 相 等 ， 上 一 层 的 每 一 颗 

HRF R RREFERA 

BERA. АБАБ 

RT BDE Тін КЕК 

AERAR HERE FEE 


йр, ВР 
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ЗВЕНО КЕЛЕ КЕ. meik TA, КУ! 
深 到 麻 板 的 一 个 格子 内 жі. ЗЕЕ: НЕ KX hiq h ak А 
ХАТЕ, ЕЖЕН 相当 大 ， 它们 在 底板 将 堆 成 近似 于 正 态 
NO, /я) 的 密度 函数 图 形 ， 示 意图 好 图 5 4.1. Қфа дат 
的 层 数 . 
我 们 作 初 步 解释 如 下 

”令吉 表示 蓉 一 个 小 球 在 第 % 庶 磁 了 本 条子 后 向 左 或 向 右 落 下 
这 一 随机 现象 相 联系 的 随机 变数 竺 =1 表示 向 右 落下 ,= 一 1 # 
TAER Г), ВВ БЖД ЯНИЕ № РЖ: 对 站 一 1 2 


И ЖИС 
Шаа А 
PE =oD 1, 

1 -Жы I 

其 中 кесі, 2, m DAEA. г, АЛАН п ВИТ 


后 的 位 置 RERS i= Ze GD ka aa A. 这 一 结 


累 的 数学 证 角 将 在 以 后 给 由 . ' 
қайты апаат ий то 
жанан. ХЛ, ЕВ НН 
技术 应 用 中 一 个 最 重要 的 手段 RE 了 理论 жш, ХОРЕ 
一 个 现象 或 读 释 看 作 是 许多 因素 的 独立 影响 下 出 现 的 ， 而 每 一 因 
素 对 该 现 旬 茧 过 郊 所 发 生 的 影响 都 很 小 ， 如 果 我 们 关心 的 是 请 现 


象 或 过 程 的 研究 ,而 不 是 个 别 因 素 , 则 只 要 考虑 这 些 因素 的 总 的 作 
4300. 


用 就 行 了 . 
为 研究 上 述 提 出 的 问题 , PIAT Эш УЕ. 
— kpk | 
У 5.4.1 设 忆 ,Cz) (4 二 1，2,…)，F(z) 分 别 为 随机 变数 
&,(в=1,2, ...) МЕ МУЖ, ЖҒҒ Ға) НЕВЕ 
lm, (z)= PE) 68. 4.1) 


— ЕИ ЫЙ Л 


a MAR, 
ЖАҒА ІНЕ (т) 存在 一 жй ЕЖ Р(х), {E 
在 PCz) 的 每 一 连续 点 上 аР, (т) PC2), (Р.С ВИАС 
P (z), 并 记 为 : | 
бітеу = т) (ЯУ № F .(z)- рет). 


所 似 在 定义 5,4.1 中 我 们 是 要 求 分 布 驹 数 序列 F, (z) НС 
АЖ Fa) 然而 一 НИЖЕ ЕЕ — 
РЕНН, a Ah ЕН. 

#1 5.4.2 考虑 具有 退化 分 布 的 随机 序列 {4}, АЖ 


为 Й 
. зу PTS т} = с (п= 1,2,3). 
这 时 . 
0,34 да №. 
ZO 1,% >л, (#=1,2,.--), 
> 
F(z)=0. 


显然 ,对 任意 IER 有 
о  limF,(z2)=0=F(ay 
因而 有 
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Р„(ту">Р(г), 
但 P(z) 不 是 分 布 函数 ， | | 
在 定义 5. 4. 15р, ВИЖ (а) ЛЕНЕ a ahi k k E, ПП, 即使 县 
КЕК ЕСИ, ЖЕРШЕ EAER АОК, 


{05.4.3 说 of4 一 1 2，…) 为 一 严格 单调 上 升 收 铸 于 6 的 常数 序列 
вхо. . . 
在 概率 空间 CO, S, P) 上 定义 如 下 的 随机 变数 : 
Ф 4 
#„ Соо) =e, (对 一 切 оо), 
w= (HH E) 


РҶЁ, (0) -с,) -1, 
£ 五代 人 ?一 中 一 二 
ER НЕ осо н Hmé, бө) = ё(о) „НЕ, (оуу ЕКО T Ха». 然而 ， 
£, 的 分 布 国 数 F, (z) Ал АР š ол F (z). . RRE 此 时 
5 0102, + Ж гж Р. (z) (я-51, 2, ~) В Ра) ВАГ 
Б 7 
0, 550$ > 
Р„(ту= | М ы он а=, +), 
r= {ү ы еее 
шым РО) Жа о, (ш) == F (à), IEE Р (ж) ЖЕЕ о, Г.(о) 
Жи Fio). ЖЕН Fai) =i m Р (0) =0, ， 
=. ЖОБ ВЕ ДАИ Е РЬ 
先 考虑 如 下 引 理 : = 
5ІЗ 5. 4.1 | 
任 一 分 布 函数 序列 ER ЕЛУ. НИ {Р„(ту} 是 一 随机 序列 
{ЫЕ Ө ЖЕЙ КЕЎ, ЕЕ СЕ (а) EEKE n (тәр сей 
тия, ЖЕНЕ PCz)(P(z) 不 一 定 是 分 布 函数 ). 
CEARD Фр {7,} 为 金 体 有 理 数 所 组 成 的 集合 , H 
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Р.С) УЯТ, КІ я 1,2, 066, 有 
0=F,(z)=1. 

由 波 尔 察 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 知 {F; (т) ) ТЕК f. КЕЗ 
{Ри (го. ЕТЕ ТОЖЕ КЕСТЕНІ) 
样 可 得 如 下 一 系列 的 于 序列 : 

Falt), Plej == 

Fale), Feed), 

.. F.C), Falt) =» 


wanmuwanwaqaawaqak ataqa 


在 上 述 子 序 列 中 ， 每 一 子 序列 又 为 前 -- 子 序列 的 子 序列 ， 考 虐 对 
Ж БЛВ Fol ERT ЖАНР. (т) ШВЫ, {Р„(2)} 
9) "Єр Фрер (+ =1,2,+-). 
Е.) ЖИЕ Р(х), MER xED 
limF,,(2)=F.(zy (5. 4.2) 


ЕЖЕ: Ро) 是 一 个 在 只 上 有 定义 的 有 办 (ОРС) 
DEREK. : 
对 主意 а, УН РОТ: 
F(z)= дар?» (т). (5. 4:3) 


. тер 

则 我 们 得 到 了 一 个 由 Fols) р Жи, 对 任 党 тен, 有 定 义 的 国 

数 Р(х). БАЖ РНН ОР), ЛЖ, Н 

ЄЙ 时 , (х) = Р). РОУ ЭКН, А ВЕ. СЕ 
而 我 们 证 明 ， 

Р. (ту > С») 
[Ж Ж Рт), ШУНИ), ПЕ (1) К 
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{ri тот ED, Ш тоат, Бе, Ы "z ЧТ, . 
Ёк у—Ё(т}——>0 {5. 4.4) 
HT Р.О) 5 q КАЖ. ИСН Ж i= 1, 2, ... 
Ғ,, (ту РС ус Р, (т). 
由 (5, ALDARERA., 8 
PCD =F, CD = Нар, (0) 
= lim infF,, (riy На inf F, (r) 
Slim supP”,,(z)s=<lim зир, (ri) 
=P, iri) = (ri). 
HADAR z Ром 
lim inf Faer) = lim supF,,(z)=limF (к) = Р(х), 
. № + ` тою .. тіле | 
即 对 任 一 六 (7) 的 连续 点 多 有 
: limP, (z)= (ғ). 
亦 即 我 们 证 明了 | 
Рау PP (z). 
上 还 的 极限 函数 РОГУ — е Ж JE PE Bit yy, 但 我 们 可 也 修改 
F(z) 在 不 连续 点 的 值 ， 使 之 成 为 害 这 续 的 : 我 们 可 以 如 下 进行 


ЖЖ: 
令 4 表示 PG 的 所 有 不 连续 点 z ТАЖ, ЖУ F(x) 如 下 : 


P) ' шаған; 
ға Ан А, на? (z,) | Š €A H, 
Ea 


经 修改 后 的 函数 РСБИ ЕВ 不 减 , жш, 
F. a. (z) F p (z), ч 


о RS "ЛА LS Р", пазл M BEES T”, ATAR. 
. 304 + | | 


IPE F, (zm =1,2,-... ВИ. | 
9158 5.4.2 Б 本 (Zz) (Cn 一 1;2,…) ЧЕ, ЕН 
БЕЯ Га, b] ЕТ В F(z), КШ аЖ10 都 是 F(Z) 的 连续 
д. Ев, 
tim| NN 
EX t НЕСЯ НТ, ТЕ. 
“证 对 任意 >0, 在 La, 站 中 总 可 选取 分 点 ты 
aqa=x zr. <a =b, ~ 
EIE z, 都 是 F(z) 的 连续 点 ; 并且， 
E 
в 9-0 зт 
Ж Т =тах (111, (7.1). 4 Ааа, 20 k=l, 2, < 
М 1), Ам = {хыл . т 
f ө!'°Ё„(в)— | ersaF а) | 


<| |. очко 5], еч | 


+1 >. ГАУГА (z) -|, (e= ен) (z) ] 
he 

+ > А (еле еее, (т) | | 

+ H Я (еле в") (m) |. р (5.2.5) 
к ГТ ` | 


jiz jir ма-ау 5 p 5-4 ну | 
(ене metta] = Jette —1] | а" өнд 
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tir —5) 1, 


ЖИ, вет, ТАН 
. > j. (езе estsy dF, (z) ] 

«хи | „Ен (2) <y (5.4.6) 
мн o. | ， 

SL (езе —ettsyaF (z) |<=. (5.4.7) 
另 一 方面 | | 


(| | вкара) | 
a я 


= |н [R бав) P.G, Еау) HPCE) | 


РИС Еа) | T [Р.Р а |, (5.4.8) 
”由 于 年 一 个 x; 都 是 Рс ы, БИ, ЕКЕ М, 5 
nN №}, Ж E= 1,2, м, W 3 


hp, а2- —Е (rs) 5 (5. 4.9) 


将 (5, 4. ©) ЖЕ A (5. 4.8) 得 
IN аР, (z) — Í. et dF (х) |<. (5. 4.10) 
最 后 将 (5. 4.6), (5. 4.7) Х (5. 4. 10) 三 式 代 人 б. 4. DAH, м 
тж 
І erara)" өзегі) <. (5. 4.11) 
ñr PDP ПВР, а, xP ER, (5. 4. 1) 式 亦 成 立 ， 因 此 


引 理 5. 4.231, Ë 
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有 了 上 上 述 两 个 引 理 ， 我 们 可 以 得 到 在 以 后 研究 中 心 极 限定 理 
时 很 有 用 的 勒 维 - 克 拼 美 定理 

定理 5.4. Ю-З 

ВЕЕ, (2), Pa) 分 别 为 随机 序列 Є, 的 分 布 函数 和 特征 函 
Жа(п-1,2,--). ЖБМ ҰК М 
- іе В,, юр» (4) =p (Ж), HHE- SIB НТ, T IJ 3 — SE 
Е p(t) A E RERA. 

证 BAET: Е 

Арас) | енна) pt)= | eara) ЖФ Е(г) 
ж nanan, | | 

',т'' РЕД, ЖБИ 250," >0. m 
ІФ.(40-ФӨ)! | 


一 | ена, сеу | енна (з) | 
++ I, ` | но (5. 4.129 
其 中 ， 
h= | eara) Ј erara) | << 
| n= ears)—] errands) | | | о. 
= | Г, «ғар (x) — Г. ваат) Т. 
TRESHE Inh 
< |. eP (2) |+ «ыру |. 
<” ЁР KOES аға) | 


=r Кез + Ег"), 
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Нн ЭН КТА АЕ, НЕН e>0 ЕЕ: ЖЕУ), 3 
вм, Ш, Е 


| ғқау<ж ника. ' 
因此， и, л>, 时 О. 
ГА <. | ЕТ G. 4. 13). 
同 理 , #БЛЕЛЕҖ М, 使 得 对 于 z …, Мар М, . 
һ<% © (5.4. 14) 
对 手 满足 前 壕 条 件 的 z 和 z”, 由 引 理 5.4. 2 得 , МАМ, 时 
n<. О E (8.4.16) 


最 后 I (5. 4.12), (5. 4.18)，(5. 4 14) 及 (5.4. 15) 四 式 得 到 ， 当 
nz=max(N i, Na, М), INHER 有 
Г.С), 
FARSZ 5. 4. 2 的 结果， 上 述 结 果 对 的 性 一 有 限 区 间 
[T Í T 过 是 一 致 的 ， 
下 面 证 明 充 分 性 : | 
由 引 理 5. 4. 1 知道 , (F. OVE FRIE OBEATA 
ЖЛ (О (г) р) Ж, EERME Р (г). ! 本 以 证 明 玉 (C5) 为 
一 分 布 函 数 , 并 且 
| ОМ apa), 
后 者 由 必要 性 的 证 明 直 接 可 得 ， 因 此 ,只 机 我 们 证 明子 如 (z) 是 分 
HARMI. MAJE - 
F(co) =1,F(—eo) = 0. 
我 们 用 反 证 法 证 明 上 述 结果 ， 为 此 , 令 
а=Ё(о)у—Е(—оо)<1, (5.4. 16) 
+ 393 • 


СЕЕН Я, КОСОВ ЕН, ЗЕН. p(0) = 
1. 因此 ,存在 0 Д-р 6,8), ВНР 
y: Ов 1—а2 е, A 

58|, pg ра A (5. 4.179) 


男 一 方面 ， НЕР, GFC), ЫН (5. 4.16), 91] Ят’ >Ж, 使 

ң- Иг РС) 的 连续 点 ， РЕЖ, ВЕРЫ 

Бей, Hi - ' 
„= Fp (0) — #627) а 


ат, (DEERE, АО 及 x ,有 


esa gej ee ағыс) 
| =” Г. өне аға) 


РТР 


+| |р, ИТУ? ағ, а), 


maejan С 
А мака 


ЕТСЯ 


я + 3: 
«Тара 
因而 : 
1 I Ф 2 
Брно [инк + [| are] 
Ше! ші" 
<“ +g 
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ИСЕ -ө(2), 因而 
КОИ | Геи ка | | 

这 个 式 子 与 (5. 417). ШИ, F(co)—F(—co)=1, БШ 
F (co) =1, F (—о%) =0. | 

上 面 我 们 证 明了 ғ. (ғу), кас ЗЫПАК P (z, 事实 上 
{Р„(жу) ЖЖ РЖ F (z): В, ДЕБ 
{„,(2)} 不 同 的 子 序 列 (ғ, (а) БЕ T 5 Л ЕК 
Po СЕ РЕЖ SE. ло E.P (aa) F (aa)). ЖҮНІН ЕЗА ШЕНІ 
方法 得 到 同一 特征 函数 p(t), 有 


Св) | жаққа), 


ЕЕ ВО з йт РО) = Ет). В 
有 了 定理 5. 4.1, ЕНІН АШ D АДЕ, 
=, ФЕР 
ЖХ 5.4.2 设 各 (= ly2,…) 为 相互 独立 的 随机 变数 序列 ， 

有 有 限 的 数学 期 望 和 方差， | 

Е(&,) = в, DlA} (&=1,2,...). 

Е 4 | 


О. = 51р), | 

`: E= ` | 

a, í G=1,2,:), 

== Fb ， 
кті м 
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车 对 于 CR 一 致 地 有 — 
парсы А-Г е (5. 4.18) 


则 称 随机 序列 { 扣 ) 最 从 中 心 报 限定 理 ， 
中 心 极限 定理 早 在 18 世 纪 由 素 葛 佛 尔 首先 提出 ， 但 到 现在 内 
容 已 经 十 分 丰富 ,我 们 不 可 能 在 这 里 一 一 介绍 , RE Ras, 
”定理 5. 4 2 求 英 佛 尔 - 拉 普 拉 斯 定理 ， 
设 En (a= 1, 2y e) AZL B R анд аво 
д, E | . | 
Р(&,=1)= Р, Р(4,=0) = =q 
G=1, 2) д 4 一 1 一 多 0<р<1. Т 服从 中 心 极限 定 


理 . 
“证 ШЕЙИН `7 
Е(ё,)=р, DE) ~ ра, (Б=1,2,+-}), 
Въ PDE) —npq. 
Егі 
£ В 
| š, = >É, 
мү: . - 此 ml `. 
=>. р) = 529, =L, 2, eJ © 
ikel x п пру 


全 定理 $ + 1, АЕ ее pe 
即 可 . | ЕЕ 
由于 的 特征 函数 为 р 0) = Са per", k 
pr Се [q + ре УР" 


_ £: | L __, 
= Где ҮЗ ре УЗУР ja, (5. 4. 19) 


应 用 e#*f£z= 099 ЖИВА 
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е^ = to 
qe ifr tpe тун ü 
| = (p+) (p + өс “(Бу 
оя (Бу 0002 ваз 
05. 4. 19865. +. 20) 两 趟 得 到 , 当 #>co 叶 ü 
в. (в) = 1-55 la 


用 同样 的 证 明 方法 , 可 以 得 到 更 一 般 的 结果 如下 : | 
а: О Е 


序列 ， 且 | 
Е) = a, 
Б(#„)с=о%*< оо (0750), 
6-1,2,--). 
则 人 世 ,} 服 从 中 心 极限 定理 ， ， 
对 于 任意 туға, ІН (5. 4. 18) 式 并 且 仍 用 前 面 的 符号 ， 4 п ў 
分 大 时 有 ， ， . : Е 
Маа ' 
. < —та 
P| S 5 < š . 
9 о K + (5.120 
其 中 i | 7 
ФӘ-ут Z. 


ая 许多 应 用 的 例子 , 下面 介 绍 风 个 让 趣 的 例子 
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$15. 2.4. ыы 4. 1 ТАНИ 

现象 . ` 
仍 用 例 5. 4, ТВ. ‚ BA (Wa алана, жш 

E(&) =0, DE әзө<-1(%--1,2,--). „юк 
因此 ， 由 定理 5. 4. 3 有 1. ПШ 


ее 4 тес” 


ыды 


и. 


因而 当 # 充 分 大 时 | 
— Š. 
Ра, р < < 
жш ау. — y. 
| oR) F) 
在 例 8: 4. 1 т 16 RRT, МН ос 
P(r Sieta) p(T -Ф z), 
现 考虑 独立 地 投入 100 个 小 球 . 


ЖЕ ЖЭ ЕҢ 
Р{0<1} ==0. 0987, 


因而 11815, iooi ikh, 大 约 有 400 x 0.098710 M hR 
在 [0, 匡 这 一 格 中 . 根据 正 态 分 布 的 对 称 性 ， маска Иа 


8 541 : 


[—1,0Js%[0,11 
C- 2, —11] 1,7] 


Г-?, 6316,99 1 8.0268 3 


= —2]8 2,3] | 0.0818 
t- ‚3183,41 9. 008 
[—5,—4) [4,5] | 0.053 


Г-8,-ТІШІ?,81 | 0.0173], 2 


3 [-9, 8] [839] | 0.0105 1 


[.-. 10, — 9] [9,10] 4. 006 оа 1 


5 


ЕГО p. МИЯ, 可 得 如 表 5. 4. 1 fk t. 

%5.4.5 BERA 200 іл, ЖЕҢНЕН, 5% 
ӘННЕН, АРРОС ЕНУРЕЗ Н Е ЗУ 
йз, АТ АА ВЕРЕС ЧЫ ЖР ЖОРЫ ДЗЕ 290 ЕН, 
率 保证 每 台电 话机 需要 个 用 外 线 时 不 被 占用 ， 2: 

E ”把 每 一 台电 话 抽 ЖӘНЕН 线 作为 一 次 独立 ми. т 
{&.=1) жЕ 台电 话机 使 用 外 线 这 一 事件 ， 根据 题 设 , PiS 
1)--0.05. 200 人 台电 话机 通话 则 相当 于 作 200 z DU НЕ, Н n= 
200. 这 样 ， . 


“Жжі А 


RRR MINERAS rb ESP о а. ЧЫГЫ SHE ВЕ: НИВ 
O PORUKE} >N% | 
成 立 的 最 小 的 z 值 то 


n, En np 
ETE 


其 中 раРИА-і)-045,421-р5095, AR НЕЕ 
5;4. RE n ети 


РО, = ла TiN 


k- 
~ [ы еі" üy 


кое). 


np: 200 х0,05=10, вра =10х 0.95 =9.5, 


由 题 设 知 


НИ, . 
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#—10\ ` 10. 
Posas D(a 5)- 585) 
由 于 | 
(1% о 
Ф ЖЕ)” , 
A | 
P (0<z,<k) = e( = 27), 


问题 现在 化 为 求 这 样 一 个 最 小 值 , 使 满足 


%-10 
“== )>90%. 
ФЕ 2280 % 


查 正 赤 分 布 表 得 ， я 
Ф (1.30) = 0.9032, 
因此 可 得 | 
БЕУ! 30, 
即 
E14. 
即 营 某 单位 有 14 条 外 线 ， 别 可 保证 有 30% 以 上 的 概 来 使 每 一 台电 
- 医 机 需要 使 用 外 线 时 不 被 点 用 . 


ТҮС каг осо она a ИИ 
ж, жшк “ 


a=} 
‚ Жо 04. ө | 
我 们 可 计算 得 


1, б<; 
0, Жы. : оле 
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ВЖ, (EMEEN 5.4. 3 Ж, AA. 


Plime 人 < 2) == 7 Де Ë. e Фе, 
Жир 
in 
1 
п ВСЕ Е) 
Ек 1 -1] 
. => И 2 ` 
92518 | 
_ 1 18 и. 
бат 8.216 
则 有 Е 
(ёо (6, ) 040.5 | 
Р{( 20.4} = P} JE 1 Dln) S x + 
48 12 
_1 Үш? 
“|. ° 
= T С” доб 00000” 


o EMAER: 虽然 每 mén tto, 17 сфе eT 
Еро, Вен A Yama тоя таа 


ЕЖ (СЛИК 098. 2%) 可 以 认为 只 在 F0.4， Павии. 
#5. 4,7 ЖЕЛЕР „(п = 1,2, …) 相 五 独立 且 服 从 辣 一 再 
西 分 布 , 其 密度 国 数 为 7 


f(z)= 


1 
x Г 


Та =] Éro 


| Еті 
н 914.1. ЖЕ № 
Pale", 

因此, посна о. 

| Ф.С) = в" жете, 
这 结果 告诉 我 们 ,对 于 任意 а, п, ОВ ЕҢ АУ, 因此， 当 n>o0 
В, п ВО ЖЕ БН ИК é (a= 1,2,...) BU 
前 n i 3981 574, МОЖИТЕ. ФК 


k=1 


原因 , МЕ, Sh R ay ЖЕ, IR УЕ ЖЕЗ. 4. 3 中 的 条 
ОЕ), НКА 不 
服从 中 心 极限 定理 . 

定理 5. 4. 2 及 定理 5. 4.8, НТ ЗЕРРЕ ЦЕ Ем 
分 布 时 的 中 心 极限 定理 ， 有 时 加 和 还 必须 考 谤 不 是 同 分 布 时 的 情 
形 ， 由 于 中 心 极限 定理 的 备 种 类 型 研究 很 多 ， 我 们 不 可 能 在 米 教 
材 中 详细 介绍 ТИНА НОВО ЕН. 
作 一 介绍 ， 

定理 5. 4. 4 МК, 

设 独立 随机 序列 „= а, "830848 дй: 即 若 对 
Е 220, 有 | 


impr) | (<-аУМР (23-0, (5. 4.22) 


а аъ B, 


КРЫЛЕ 6093 К, а, ВС) oh =DE), В 2161. 
k=l 


ЕТУДЕ 


MW 2 一 致 地 有 
А 1 < 1 (= -ы ' 
нерін (& —a,)<z е ГІ dy. 
ЖЕКЕ = 4318. 
81885.43 Ф 6,00, Р, (туйе Со» 名 的 分 


布 国 数 和 特征 函数 , 则 在 定理 5. 4. 4 的 条 件 下 , 对 任意 fE[ 一 T, т] 
ТОНИ 
| в | dim maxl pat)— ір-д.. 


.证 由 假设 得 
В (нь) =0, D (En) gr (É) @=1,2,-—,я), 


н 
P 22 DADE- L 
са - й =] а” 
:因此 - .. 
put)~1=| е" (ту—|` dF rT 
|7 заав, 0) 

- (er*—1—¿jtz)dP,,(z). (5. 4.23) 
HF 

али, 
所 以 


‚318% 


ОРЛЕАН) 


2 
zj SAFE) >| map (zy. (5.4.24) 
2 ЛІГІ 


= | 二 上 六 


注意 到 ¿= 名 二 全， 由 假设 得 到 , 当 六 充分 大 时 ,下 式 
+ z— aN 


== (а-а) (2) <e 


А * lr - aF l> En 
RHEE b Су ЗУ, 
в-хШ 
MELA OGC AGEL 
a |z I: 
Bl, (5. 4.24): 8338), 对 任意 有 限 区 间 L 一 TT] {МЕ 
ASES), жасы МН 
Ip. (ty— i eT, 
因而 关于 41ET 一 下 ,了 TT] 一致 地 有 — 
шах | ғ-ң” 
аа». р ПИ 


8175.444 在 定理 5. 4. 4 的 条 件 下 ,车 令 


Вр) = EEE est) 11% 


еліге 
ЛЕДУ 
R,(t)—0 (n— co), 
其中 gel 所 如 引 理 5. 4. 3 所 述 ， ^ 
* 证 因为 
“349e 


ЛО] «кои 
beig = 2 


И 
5 201 pat ty (5.4.29) 


由 引 理 5. 4. 3 рК, ча ИШАН, ЯНЕЖА (01,2, 6. пд 
4<Г-Т,Т1-% Ж 


КЕТ 1.. 
Фа(%2)511<- 
因 些 . 


sI 


= >! [фи (1, е 
kai 


ттк оС) ев. 
Іске <% Pan КЕ 


Е | (5. 4.26) 
EERE (Ea) =0, >р) ~ 1845. 4-24) Җ, 可 得 
Slee zàl. ане) 
брао (5. 4.27) 


H (5. 4. 26) Е (5. 4, тут Ra iss, 4.3, 可 得 对 5E[- 7,71 
一 致 地 有 
|В.С271<6 max] pal | 


引 理 5.4. 5 在 定理 5. 4, 4 的 条 件 下 , Ж» 
320. 


rt) -+ сене навыка), 
зі” 


5 324461--7,71--ЕИЖ 
limra( Е) -0. 


*Ш В я 
>|. СИ aF, до--е Г. ЕТИК 
кті 
= 
一 一 入. 
因而 
„0 ен 1-а И арг 
| ka L 
; (іва)? 
ettz а dF „(Су 
k= -ХІ, al 2 | 
Í Р КСП? 
>, Де -1-йа--; ТА 
由 于 
je 
[е1 а < 1 иче, 
因此 


ОНО 
1 


5-і” FISa 
ті. 


i ТЯ ы; 
ЭМ Шат y Тай 
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z'áF,,(z) : хн отар, 62) 


қта "1998 к-і- |#|>4 


гар, (2) | 


іт | 


ИПИ хі ІР. (7) 


Га [2а 
ара | _ 
р ОО 
ІН <Т 
Іт, су тЖы а-аумҒ (т). 


ly -eH 


由 :的 任意 性 及 定理 5. 4. 4 的 条 件 ; Чоо жи, ЄТ, 7] 
一 至 地 可 使 得 Ir,(t)| 任 次 小 . @ 
жни за 5. 4.3 AZJA 5.4. 5 M., RAT a КАА 
Гела, 


| өз-1-іш- diat ehea, 


为 тїк ЛА, ЖАП ЯШЕ ики ка 
HEER c A 


Лее 1|< [213 
[6/61 ja |< at; 
3з-.1--4 а? | т s 
|e 1—ја + |<" 
对 于 e=0, БШ. wawo, М 
1eya- 一 站 | 一 І eriz а; 
ü | 
lee 一 1 一 jal= | еа |< (ава 4; 
АР ! 1% | 21 
加 z ir ЗИ | А 
ё#—1—да@+@| = || ета | 


+ 322 • 


<f les—1—jaldas< | ГЕ а-а. 


аткюимттеқтфмишяай ша, KENI а 0 BF ЖУ. 
下面 我 们 转向 证 明定 理 5. 4. 4. 

仍 用 引 还 5. 4. 3 的 符 导 , 则 只 须 证 天 
lim Р г.а {= 


я а =] 


dy. 


бп. (г) 0 Е, ЕВА Ж, УК ЕЕ LEBIH ТЕ EJE 5.4, 4 的 条 
k=1 


#F F 
пое", 
aa 
mia (t= —у. (5. 4. 28) 
下 面 我 们 来 证 明 (5. 4. 28) Ç, 
#15135. 4. 3 д. чп Ж h, МЕЖЕ ап), Ч 


[Pat)—1| < 


因此 
Inp,(t)+ Саты (2)= > 1а 1+ (029—101 
k =1 ` kel 
= Plon ИИ, (5. 4. 29) 
Кі . 
ОЧ ОЙ ED). К, . А | 
R(t) = DE Ге) 1%. 


另 一 方面 ,注意 到 在 (so 一 0 有 О. 
* 323. 


О eni ааа) 
= 一 与 十 ra t), (5. 4. 30) 
Жир 
r roan >T (е2 1— jt ar (rt), 
因此 ,由 (5.4. 29) 式 及 (5. 4.30) 式 得 到 


ъф, (ё) = ОО 


#17135. 4. 4 及 引 理 5. 4, 5 立即 可 得 (5. 4. 28) 式 成 立 ， 
现在 我 们 来 研究 一 下 击 德 贝 格 条 件 的 概率 意义 ,对 任意 e>0， 


引 我 们 考虑 事件 max ож. 有 
к, илал ере |= Р} max | а |>ев,) 


Р-ев | 


ТР ви | >еВ,) 


k=l 
=5| іе) 
к-1-1%-Я,!>аН, 
=ир 2] а-аучғАа). 
я рр а-ар» В 
Б, ЗЕ R RRT, чэн жые, | 
| г. 
БаР | тах | 522 %і>4- 9, 


#46 ffr HB 
324» 


ы 


tim P| max i 
іше ені 


-| cel = 


ERA, В, pÈ E-a MEN g _(&—), Hn К 


Н ВВА, 这 样 ,定理 5. 4. 4 则 说 明 ,这样 一 些 “影响 一 
致 地 小 ”的 随机 变数 之 和 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 . 
推论 СТИХИЯ) 


设 #„‹я=1,2,-.) 为 相互 独立 随机 序列 ， 若 存在 82-0, Ж 
得 


1 < | 
limgz = > ТЕ ésa] =, 
mann кез 


(SUB AUR ОВС 


Ш натын ЕНЕТІНІ Ж E, nreo 
时 ， | 
>), >ЖЫЗ: Gap (z) 


lrn] 
ті]. ETTET: M (еВ, )° шы) 


k ==) ` 


i . 
< өл! alo. 
n кемі 


“% 5.5- Wikus l 
ИБ. 5.1 РЕ, ЕЕ, 0-00” 
Ш 设 F(z) 及 加 (+) 分 别 为 fw; ЕЖА, ӨЗ ЗИ > 
Е z'(z"<z) 由 于 
{{<а'} {ET U ($,2Zz, £ <t) 
+ 325 


C£ < 2} U (E, x, — an з 
AmA 
FNP) PHE Sr Ea he 
5-23, Hš, Р.Е, ча сов, Н 
Рог РЕ, | 2#— "0. ü 
故 得 . : Аа. 
- im inf#,(z). 
同 理 可 证 ,对 хг, Ж . 
Р (а) lim зирй, г). 
В, Ра аст", 8 
Fix lim infF (к) На supF,(zy=<- P (z! 
Жа ЖЕ (хун, Ах ук’, ЫРА 
limf (zy=F(z). 


ВЕ, Кё. № 


EAB. 5. 1 的 逆 命 题 不 真 ， - 
ФБ. 5.1 152, (1-1,2,-ОЕ £ Йй УНЫ f bb BË 
ж, KOAREN 


#1011 i 
А B Е (л =1,2,°), 
"12.12 . . 


ATES ЖЖ, RB 4,74. MN, 


有 下 下 > 二 PE 2 


ЕЕ т. 
Рока 


а 325 = 


пра, АЕ фса T 4. 


回忆 $ 5.3, ФЕ) 便 得 到 这 一 章 中 所 述 的 三 个 КЕ 的 关系 
如 下 : | 


以 概率 为 1 —— kia РКО. Ем 
之 逆 均 不 真 ， 


Уу м 


= 


I 
УФ 一 了] а “她. 试 证 六 对 每 一 2>0, 有 
1 мт 1-51 
772% š ТЫ "т 
2. ЖЕШ ИШЕ RE a, М z—co 时 ,有 
fiolett) 
1— Pir} 
З. REN: 如果 рлу а ЕВО ЦААЗ ЕА тАГӘС|ЕІУІс- = FE. 


W РЕ бат. 
ВЕБЕ Е ЛЕА Е: 


—= 7. 


* 


L.l 
Fia) = ete, 


ЕЛЕ: РЕН > 


. Р 
Б. @ 2, sa, na aba, b 3 Н. 5220), ШЕ; 1) 各 一 sa 


2) hT, — 


Р 
в. E h BER ОЕ 
7. W КОЛЕ (0, ос) EEk, AWER. 100) =0 E supf(z)< оо. WE 
өн 8790 #9 БЫ UED I= O., 
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8. 18 {ét th= 1,2, ++) 为 随机 序列 ， B. 


iF 
És | 


其 中 М. TJ 


Р 
£, —e. 


9. ве, (#=1, 2 B {ль} (&= 1, 2, +} ар РЕЯ), В. 
w Р | 
Е п. ER: 
m” 
irt ti 


Р Р 
10. ШЕН; ИЖЕ, ЕН, и, Wi 
РЕ) =1. 
IL лее! иль 个 编 Нету лю Т, Я 
、 了 限制 每 一 全 理子 只 能 放 进 一 个 妹 . РЕ РЖ АНА зи. К 
证 : 
э-Ео) ғ, 


133. Шов око КІШ, Н. 2,52, таса) - 2» 
446. 


13. (Пе 可 夫 大 жей M 7-Я 45 ЭНЕСЕ n 3 8 D 


(Fe), ан 


` 
нд Әуе 
КЕ} ЕАК, КВ, HER есу0, 有 - 


limP{ i SE EE) >el о, 


== кті 
14， 证 明定 理 6.1.3, 并 说 明 它 是 马尔 可 下 大 数 定律 的 特殊 情形 ”而 定 
理 5.1.3 及 是 定理 5.1.3 КЫ, 
15. НЕҢ: #4}, ОЛАР Е АК №, БІН, о, ЕАК, 


16. É ¿, ЕЛ n, p. BCMA ЖЕН нь ВР пр, кА, 用 特征 
. 328 • 


TEGE IS ЛИЕ S HES S À yM: 2 ЯН, 
17. ОРЕВ № РЕ uE BE K K kE НЕ, 
18. ЕЕ {Ep ЖИ TE Ah ЗУ А.Е 


Е, 概率 为 了 
£, = i (&=1,2, “3, 
—#*, 概率 为 >， 
ш: МЛМ ИНАЯ. 
19. ВАНИЕ R E q y i EB Ski 
| Ё (т) =l + ато -- 
| 2 т а 
RBE: З ВЕ УНЕ ЖЕ ЖОЕ И. 
20， 在 每 次 试验 由， 事件 4 以 概 闻 广发 生 , ЖЕНИ 用 大 于 0.075 ñb fB 


率 确信 ， 在 1000 次 试验 中 , 事件 4 出现 前 次 数 在 400 与 600 范围 内 
21， 斌 确定 ; 由 以 下 给 定 分 布 的 相互 独立 的 随机 РЕ} Еті 
用 大 数 定律 的 充分 条 件 ? | 
a) Р +2D -4; 
b) РО = 29) = 2 өз, 
五 (有 一 人 于 一 多 2 


she 


в) РОТЕ", 


Р(6,--9) 1-6%, 

23， 随 机 序列 {&} RAMARIA A. WENA У b. =E 
CE BEDE ЕСЕ) 001767), P| ЖЕЛЕ {# ЖИЕ ОЕ His 

23. BERRI -ABURA ҚАМЫ МЕН, msj 
它 所 有 的 5; ЖЖ. РЕ) 一 致 有 限 ， 证 明太 数 定律 对 此 二 守成 立 . 

24. НИН ЕЕ ЯН, ар СС 为 常数 )， 并 且 当 
Н —1\-®оэ ph, o >O. (ры № В ë, 的 相关 系数 . ) 证 明 ， 厌 数 定律 对 此 
序列 适用 . 

25. ШЕШ; ЖА, М Асо, 有 
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Mdi -maah ham НН 


тах | ігі4Р,(т)->0, 
ТУРА 


lakant lr 
HEA) Ею] ку И КЕ. 
26， 设 { 上 相互 独立 , 同 分 布 。 其 数学 期 望 为 «ғи RAARD R, 


如 果 8 一 Ы. АШЫН: 对 序列 人 .}, 大 数 定律 不 成 立 ， 但 如 果 ла„->0,Щ 


k=1 


СЕЙ 满足 大 数 定律 ， 
27. {é 为 随机 序列 。 sw 一 De ЯҒ) в, <<Са, R.D(s,) an (O, z 


ізі 


均 为 大 于 零 的 常数 ), ША Е ЕЛАВЕ 154}. 


28. Ж {4} 是 单调 下 降 到 正 值 的 贿 机 库 列 , B. 5,20, ЩЕ 250, 
29. BELEN) 为 相互 劲 立 同 分 布 的 随机 序列 , 令 


к 
ы-у рө кч. 
МЕ, ot (оз СА). 
30. {4} ERER ЕН, е, BA AERA E ШИЙ 
E: fi IP, ҮЗОҺ ME ВЕЕТ: 


31. RHA ЮНИТ. НРО = 610) = (1— 270), М 


P(& = 4-28) = 272-1, 证明， Ж. КК КАБАГАН {4}. 
32. Ы) ЭЛИНЕ ЗУРИН Е], HEH: РСА, = 20) 2-00, рд, 
=0)=1—2 М K WE Br. 
33. КУ 为 相互 独立 随机 序列 。 恕 ЖЕЕ 
| 1 „irgi 
| fate) “rx "АР 
Kp 0<8<1. БЫҺУЯНАЗ Ей 
34. 证明; ДОЮ 电大 ЕН в ЫЛ ВЕЕ 再 的 一 个 
推论 . . . 
35. 证明; SIVA ОНЫН, Mito} IERO 也 服从 
中 心 极 限定 理 . 
36. а) ЧЕН: 对 独立 BE BL ДЕЎ 445, ШЕ іта, = оо Н. lin Dš, 
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B, O, WP h ЕЙ ЛЕ ЖИ ОЛЕ эЛ {Йу ЕЕ р МЕ ЖИЛ НА Үр М. 
b) жоі БУДУ (А. АЙТАН ІНЕ? 


37. WAY 相互 独立、 ER PG F VI) = 2, Ра, = +D 


а-к. азаа Mir 

зв. Ваня, Ex 在 [一 和 11 E.R A 3524342 ЖБ. 问 对 
{E ESEE M AR RAE as 

39. с 46. ЩЕ УМЕН, ИП H. {45} ОВР. ПЕ 


М-Н РО СІ) =. Ш В 51004) ВТ оо (4 в-»со)у 
k=l 


TORRE У. 
40. гав ВВА, ЯНА: 


ВХ | а | 9 | -% 
amm | Pe 


1--2%, | pe 


5] е, ОВЕН, ЖЕРЕ М rh АЦ ЖЕНУ: 
41. IFAM ДЕЎ» FER ERENER 


КГ | - | ут 
в | 
二 概率 | = | 1 
LRE | -зіз| 6 | k. 
#) н i ‚агзб, 
L 1 1 1 


42. ДЕ: 定理 5.4,2 EEM 5.4. А, 
43. ВЕН kE Н, ЖЕЕ A RS HB KE SF pa ИЖ A Te s 
Калу РА ИН КО. RE Е Рф, = оо PT (G= 1—2), ФИДЕ 


кті 


ЭА Fa Bu 82, 有 
* 331. 


TT 
Tm а. қатық ү... М, 


. 3:26 


附 ж] 


排列 组 合 补充 


下 从 的 结果 大 都 可 用 归纳 法 证 明 , А ТЕА, 

定理 1 设 有 个 字母 а,б, ai ina MER Gn, Gs, “" 
бол, ҘЕ, АМУ ак, вы, Gn 现 从 qi, adi "Gia, КЕ 
字母 115 Gris 225777033, PIER- 3 8 124,3 ttt) ki r pas ^^ "бань th 
Ж-ға а, ШТ A | ы ЖЕРІ тала аа 个 . 

Я: 设 有 = 件 某 种 产品 ,每 次 任意 抽取 一 件 检 查 , 检查 完 后 
ЖОЕ], ЖӘНЕ r 次 作为 检查 样品 , 求 不 揽 的 样品 列 有 多 消 * 

解 ” 此 问题 可 神 为 定理 1 ТЕ н па спасе В ВО ЈЕ. Ы 
Е, ЖЕНЕКЕ n x n х X n =a" A, | 

?个 

定理 2 Пн» СҢ ала» a, ña 个 字母 gap), бау" 
бла, Вк 个 字母 站 ЖЖ Рана, 801, 中 任 |: 
一 个 字母 为 йн, 后 ,mu баз, 7”, ан, 中 只 有 ИСЕ 4" B| PA E 29 
下 一 个 EPT в 为 一 常数 ， 它 与 t, 298, 但 asi, Ч, "tisay rf n; + 
可 取 为 аш, Во ВЕ НГ 5 di, 有 x. Е аш», йз, ЖЖ Е, аз, 
Gars iang RAH n ERA Жу Gsi ГАВ n 与 84), 621, TK, 
但 asi das, 77, Ging 中 я ERER БАХ Ж) asi, ВОЗ ВРАГИ Бань, 
в ARo 最 后 , 于 人 Ж, ТЕГ уй, 
中 只 有 п, ARRERA a... ni 5 B15 Gs. 2» бы, 无 关 ， 
{E арш, вы, "аљ Ф ж, ТА 8%, кр А Gi; 
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rr 


ну, 7779 Gola]. Ж 2 ИШТЕ НА F ЛУЈА НЕ п, > т хт 
х-еха №. 

推论 r OFE ааз, а, TEB 7 as зар НЕА), 则 不 
同 的 排列 共有 #(z 一 1)… (п т l) = е р^: КЛЕЙ 
得 到 ?个 字母 的 排列 共有 маала ж. 

ат. МПИ“ n DPHE > 个 字母 的 排列 
数 为 45.” | | 

定理 3 设 有 个 字母 Msta an ÆR RER r À, ШЕЕ 
+ Мана л АНЕ i C РОХ ВЕ ЖИН КАИН 


网 ， 是 指 其 构 域 组 的 成 员 ， 在 不 计 及 其 次 序 的 情况 下 ， 筱 此 全 部 
жн. 

证 АНЯ М, тав г 的 字 ип, 可 将 
其 中 字母 使 一 切 可 能 的 顺序 排列 , 由 定理 2 之 推论 前 特殊 情 形 , 可 
ЖЕН "тия, 因而 每 一 字母 组 可 产生 ”1 个 字母 列 ， 由 假设 
这 种 字母 组 有 并 个 ,由 应 产生 ын 然 由 定理 2 Ее 


% 个 字母 任 到 7 个 字 二 的 字母 询 有 Ç алта Я 
mia spp 
两 边 除 以 zt, 则 最 后 得 
i y= l 


(г! 
ЕЕ RHA, ЕС Ж”, 并 以 Or 


ЖЕ, КОЖИ“ “жаны,” 个 的 组 


тите 


合 数 ”为 о, 
334. 


#2 设 有 100 件 某 产 品 , 今 欲 抽取 5 件 产 品 作 样本 检查 , Ж 

а) 样品 列 共 有 多 少 个 ? 

(2) 样 晶 组 共有 多 少 全 ? 

м 由 定理 ла ысын тонн 
1001 
5195! ° . 
定理 4 "个 物件 分 成 组 ,使 第 一 组 从 有 n 个 ;第 二 组 恰 有 
по Е ЕЮ пи вло, ағара уал алалы 
пва САРАНА ЗНА], АНН 与 第 
一 组 相同 ,第 二 组 与 第 二 组 相同 ，… 第 组 与 第 组 相同 )， 则 不 


МН №. 


я! q l 
ра, и, =+, moror 定理 4 即 为 定理 3. 
ЖЗ 有 10 件 某 产 品 分 四 个 级 手包 装 ， 第 i 个 继 人 秋装 i 个 
(і-1,2,3,4) НІН & РЕ! 
м ”由 定理 4 得 , 装 法 有 


定理 5 "个 物性 ,其 中 有 rn ЕНЕ”, ЛУНЕ 
«от... n THEE SE”, H а Без Ба =. 从 这 名 个 物件 中 
+ + Л, Eh ТЕН 07 ізе1,2, 490), pi Erate 
十 rs 一 + H. r, IREA s BJ Et ҖЕНЕ СОН RL A A НІН, БОЯ 
有 号 码 “"i" 的 7; ЕН PE BD ЖЕН НІН, 1 =1,2,+-&), MU A] 
НОЕ НН Ci Orren Ср 种 . 
X k=l В|, =n ri =r, 则 定理 5 即 为 定理 3. 
例 4 ЕЛЕ, 各 有 13 个 一 等 品 , СЖ, ЗІ» 
елп. А 52 个 产品 中 抽取 13 个 , ЖЗЗАЗ 个 中 各 有 3 个 一 
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向 品 ， 二 等 唱和 三 等 唱 ， 而 剩 下 的 4 个 是 等 外 品 ， 问 共有 和 多少 种 
取 法 ? 
解 ” 控 定理 5, 共有 
СЫСЫСЫСЫ» —18726484040 种 取 法 . 
最 后 , 我 们 介绍 司 蒂 灵 近 似 公式 ,在 计算 排列 组 合 时 ， 经 党 要 
计算 el, 虽然 有 log%1 的 表 可 查 ,但 司 带 灵 近 似 公 这 还 是 很 有 月。 
НЕ АЗАНЫ жаз Ж 


мува, РО» 


em rc кем, (арі). 
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附 录 H 


集合 论 简 介 

集合 ,党 简称 为 集 , 它 是 集合 论 中 最 基本 的 概念 ， 不 能 给 予 精 
确 的 数学 定义 。 这 里 只 给 出 一 种 非 正 式 的 描述 ， = 

我 们 把 为 了 某 种 目的 而 研究 的 对 象 的 全 体 称 为 集 ， 例 如 ， 数 
0 和 1 数 一 1 和 二 全 体 自然 数 ;全 体 实 烤 ; 满足 方程 ?一 1 =0 的 
正 数 ;平面 上 所 有 的 点 ;等 等 都 大 集 . 

集 通常 用 4, В, … 或 9 等 表示 ， 今 后 讨论 的 系 均 认为 是 其 一 
集 的 子 集 ( 见 定义 D, 这 个 最 大 的 集 往往 用 马 表 示 ， 口 称 作 空间 ， 

集中 的 全 一 个 对 象 称 为 元 素 或 点 ， 集 中 之 元 素 常 用 z， 妨 ее 

Б, RR, #2 是 4 中 的 元 素 就 写 为 xE4( 读 作 属 于吉， 如 
= KER ӨТУ ТЕРЕЗЕ 不 属于 A). 

例如 ; 集 4 为 金 体 自然 数 , 则 1C Ad Š A. 

不 含 任何 元 素 的 集 称 为 空 集 , ЕСЖ. MME += 
的 实数 的 集 是 一 空 集 . 

有 时 集 4 中 的 元 素 可 以 全 部 写 出 ， 则 可 将 集 的 元 素 写 出 后 外 
WERA 例如 集 4={ 一 2 DJ， 有 时 不 能 一 一 写 出 ， 或 者 即使 可 
一 一 写 出 但 为 了 简明 ,方便 , НЕВЕ НИЕ 
Ж, 例如 集 A= (ОЕ). 

元 素 , 集 ,可 用 平面 上 的 点 来 描述 ， 它 可 以 帮助 我 们 理解 集 论 
中 的 定义 和 结果 . | 

定义 1 BWA A, BKR ЖАК ЖШ Е В HEK, 
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МАВИ, 5 ACB, & BDA. АС B(sk B> A) УЖЖ 
Ab В, ВЫ А. Pim: М = НИ, R = (2: k 3: 
Ж), УЖА={(#,5); кеу), S= фин), W| NC R, 
AC 8. 

HEL, ARRADA ACA ZC A, 

集 的 包含 关系 具有 传递 性 , 即 若 ACB В. ВСС, M АСС, 如 
图 1 所 示 . | 


E t В 2 


ЖМ2 设 4,B 为 二 集 ,车 4CB 且 BCA, ЫШ 4:3 BASE, 
йал A= В, 

例如 : А ={—1, —2}, B= {z: 2*+85+2=0}, И À = B. 

定义 3 ШАВАМ, ЖОВЕАБЬВЬНИНАЖ, H> 
ш лж, WCE A5 BHE, 100) C= AUB, № 
С-А-В. 如 图 2 Ж. 

ЯЗ: 4 表示 全 体 正 有 理 数 , ВАЛЕЖИ, CRRA 
ЖЕЗ, ШАТ САЦ B. 

HEX 3, ШАН 4U 8 一 BU 4. в. (АОВ) ЦС = 
AU(BUCy=AUBUC. (结合 律 ). B3 АСЕ, WJ AUB=B, 

显然 有 AUZ =A, AUQ= 0, АЦАЕА. i 

集合 的 并 集 可 推广 名 有 穷 个 或 可 列 无 穷 个 集合 的 情形 ， 还 可 
4338: 


ына отада А пт ас а 


LE аяр, ROEWER C= | | А, 
ter 
ЖС улл, Жн T Эр з, =] ЭЎ ЛК Б | НЕ. 4I 


іст 


为 有 穷 集 时 , 记 为 C= (а, с-а. EI агаро Ж, 


=) 


5% С- 0 А, с= 5\4. 


жилі ВА, В 为 两 集 , ERDAS AH ВИКАТ А 
HER, Н ЖЕН ЕХ, WIB: D ЖЖ АЫ Ваз, 
8% РЕАПВ, 8 D= АВ. 

例如 : А = {1,2,3, 4,5,6}, В--(4,5,6,7,8), Ш 0=44,5,6), 

ЖАЗА УА АНЕЛ НУ, ЯГУ ЖА 


情形 ， 并 把 它 记 为 D= |а, p= Пл. тяну, TAN 
ісі ісі 


ЖАН. 
由 定义 4 可 得 | 
(1) (АПВ Пб=АП (ВПС) = ARB OC (ЕЩ). 
(2) АПА=А; | 
АП = 2; 
АПО-А. | 
(8) # ACB, M} АП В= A. 
HE X 3 Кж X 4 8 
AN{BUO) | 
= (АПВ) U (A O) ВЯ), 
жк, 
&ЕАГ] (BU CO)= z€ A, + Н. 
rECBUO), 
. 539 • 


=>хЄА H. z£ B, ж 


z€A B. ЕС, 
>rE(AN B) U (АПС), MA 
AN (BU CANB UANO). 
闻 理 可 得 
АП (BU 5(АПВ) Ц CANDO)., 
因而 | 


АПОВЦС) = (АПВ) ОСАПО). 

用 同样 方法 可 证 得 

AU (BG) = (AU В) П (AUCO) (加 法 分 配 律 )。 

ЖМ5 ФА, ВВ, 

| АПВ= 27, | 

ЕЕ B TH ЖАН, 

例如 ,4= {1,2,3,4},В- {5,6,7,8}, ШИЙ А S B Tr. F. 

ЖЕФ 41, 4;,… 中 任 帝 两 个 集 А,4 都 没有 共同 元 素 ， 则 称 
4), А», “НЕН ЖАН, i 


例如 ， = | зы ` ==), Е-1,2,---ШІ Ai А», EF. 
定义 8 ЖА ВНЖ, C 2816 BE РАЖИЛЖЕВЮ 


所 有 元 素 , ЖАН, ШЖК C ЖЖ A БИЕ BHRR, Я 
C= AN B, 


或 
e= 4— В, 
图 3 中 阴 蚁 部 分 即 表 示 4 一 8B. 
例如 , 设 А А Е, В 
ИЕН, C 为 全 体 正 无 m з 
инг, C =A- В. 
. 340.» 


АПА= 2; 


特别 ,器 与 4 ЖА ОА, ЖАНА, ЖА АЗАН) 
(2) # AC B, № АОВ; 
车 A= В, А-В; 


i, Ча А, 图 4 中 阴影 部 分 表示 A. 
由 定义 6 可 得 
° 1. 
(3) 4-8-402-4- САП В); 
(4) A- g = A, Ж Q = @; 图 4 


(5) АП (В @) =<АПВ)—(АПО). 


(0 2-0, О-о; 
Я=А,АЦА=О; 
注意 , (4 一 B)UB 不 一 定 等 于 A, 例如， 当 44 与 BB 满足 下 述 关 
Ж; | 


АП B= 27, 
B= О, 
则 有 
(4 一 已 ) U B= AUB. 
最 后 给 出 一 个 计算 土 很 有 用 的 公式 ， 读 者 可 以 给 予 证 明 ， 
HAARAA: 
{AU В) = АПВ, 
ТАЙ В) =АЦВ. 
Ls 2y u р ЫП ЕСЕ A" Ге 9 B) 8 JE: 
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RS 积分 
下 面 简单 介绍 黎 曼 -斯 幕 骸 积分 , 不 作 详细 证 明 ， 


51 在 有 限 闭 区 间 上 的 一 元 R-S 积分 

限于 本 概率 统计 教程 的 需要 , 让 我 们 引信 较 特 殊 前 R-S 积分 
ELAT: 

定义 1.1 Кг), аСт) ХЕ Га, Б} ERRENA, ж 
中 红 z) 单 调 上 升任 作 如 下 分 点 (或 说 作 一 前 分 )# 

а= тух ашу =, 

MERA ЖЄ [Г ж, Zari] (йз:9,1,--,п--1), 

(Е 


я-і 
g= >20 [g(z,,) ~ 9 (2.01. 
PPT; 
若 存在 实数 І, 使 对 任 给 e>0, 存在 д>0, АЖ 


А= шах (E+ — 2e) <ó 
ПЕЧ й—1 у ` 


了 时, 不等式  . 
le—1|< е : 4 
ҤЕ ЖЯ АННЕ г? РЕ bp kar, На 


|" енка) = іо = lim Уа JEg Cest) —g(zs)] 


=l, 
= 342 • 


is r= (и) ааа ПОЗЕ Сга, LARE- 
EE BUY, ШЖ R-S 积分 ,并 可 简 记 为 | f(z)dg(z). 

R-S 积 分 有 下 列 易 见 的 性 质 : 

O) | f(z)agCz) 存 在 的 充 要 条 件 为 ， 任 给 。>>0， 存 在 420. 
使 对 任意 AA <B A 


[оа ту, ] < e. 


(其 中 о, ЖЕНИ A= max (һа —z Е ВАННЫХ. ) 
D | [PCz) 士 P(z)]dg(z) ， 
= fs)agcs) (ав). 
2) |° fGey8[0.Gz2) 9 Cz)1 


= [Gaya а | Cay, (т)... 
з) Wka, 有 为 任意 二 常数, Ml 
(алая ауада ест). 


上 面 三 个 等 式 成 立 的 意义 是 ; 4959 НИМ, ВНЕ 
且 相 等 . 


4) Жас<с<Ь ( Kaz)ig(z) 存 在 ， 则 两 个 积分 | Kaiga) 
Ее) 7 


Гкожо-Гкошау»| Каусар. 


D ig в "по s| десу вна, аван foda 
МИ. име ДЖАН, ТЕЗ 
- 343. 


у 着 | f(z)a8(z) 与 | *(z)&H(z) 中 有 一 个 存在 , 则 另 一 个 也 
WOZO жемеу СУС 
其 中 
[76239628 = fOD) — аза). 
关于 上述 性 质 的 证 明 , 仅 作 提要 如 下 : 
1),2),3),5) RE, 可 直接 由 8-8 积分 定义 证 明 ， 
4) 的 证 明 可 用 性 质 0) 或 直接 由 定义 证 明 ， 
下 面 给 出 一 个 #-8 积分 存在 的 条 件 : 
定理 1.1 feyte о, EES, N 
| ШЕЛӘЗ 
存在 . | 
证 ЗОРЕ S SUYATEMSIE, ЖЕРЕ ОЙЫЛЫП 
> йыр 0 来 证 明 ， 只 须 注意 ,由 于 9(zZ) 单 调 ， 分 点 增加 时 ,大 和 
ж, 小 和 不 隆 这 一 性 质 、. | 
关于 有 -8. 积 分 的 计算 ,有 下 面 的 定理 : 
定理 1.2 ЕЛА ВЕ, КОМН УС (а, b] 
EEEH 928 ГВА M| f(z)dg(z) 存 在 且 


W 首先 ,由 于 Ага, БЕ, 145 Га, 的 上 整 曼 可 积 ， 
从而 f(z)g'(zyF[a,b5] Ев, БЕН, № 
完成 定理 1.2 МЕ, | 

定理 1.3 3 Кр а, b] EER, № 

а Зе < <o, =b, 


в ` b | 
Гоа) = [орет 


. 344 


2) Olen сег) ВН, И Ства Сгу ВЕ В, 
| FarCz)= {‹ау[е(а+0)—#(а)] 


+ Коз Ге (оь 0) 0 (сь 091-6 #9 (Б) g(b=-0)1. 
证 “利用 R-S 积分 性 质 4) ШИНЕ. 


s2 ARSKA- oo, oo) 上 的 一 元 R-S 积分 
TERE, UESC), IEEE La, 6] 上 有 定义 ， 
其 中 9(z) 在 (一 co, оо) 上 有 界 单 调 上 升 且 】 f(z)agCz) 存 在 . 


类 似 于 普通 积分 的 情形 ,引入 如 下 定义 ; 
EN 2.1 车 


Jim |, fz)ag(z) 
1= 08) [7 Келе), 
并 称 了 为 1(z) 关 于 9(z) 在 (一 c9,co) 上 的 广义 -8 积分 . 
以 后 为 简单 起 见 ，(8) | ”f(z)dg(z) 简 记 为 | fCG)agCa), 


容易 把 有 限 区 间 Га, b] Ей R-S 积分 的 性 质 DD 一 5) 金 部 推广 
到 广义 R-S 8457$. 
若 我 们 引 人 符 叶 


T ЖЕЛ ЗЫ, АН АРЛАН 
ашар рад 
ыы 


УИ. 
| * 3⁄5 + 


(1,54 z€Ta,53; > 


Хаб) о, 其 它 


则 由 定义 显然 可 得 
авест |” каза зама). 
对 于 广义 R-8 МЛ, BARETIN ERRAN BR: 
Тотан Ж 99 6 E ЖЯ}: 为 | f(z)dg(2) 5 
[Kaneg(z) 存 在 ，( 其 中 ,| Hz)ag(s) 定 驻 为 im 人 KGz)ag(zy， 
余 类 位 .) | 
2° анау) | f(x)dg(z) 存 在 的 充分 必要 条 件 为 ， 任 给 
с> НЕ №, ЕЩ 4, >N 时 ， 
ШӘССЕС 
3° 车 | 1 KGz)1dg(z) 存 在 , 则 必 可 得 | f(z)ag(z) 存 在 ， 此 时 
称 积分 | f(z)dg(z) 为 绝对 收 全 
4° 设 | [KGz)1dg(z) 存 在 , 则 
| ево S Iga. 
ЕЕ БОЕ ЬН. 
5° ВЕ Л, Бен. M 
[R@B 6-2.” 
则 
ЕЛӘДӘГУ 


7346» 


存在 且 
(ADRE <| ayay | паса), 
证 “由 设 与 3" 及 
Ве) 
可 以 推 知 | ”所 (z)f,《z)ag(z) 存 在 , 现 注意 到 
<|" СРС 0) CE) 
=|? figa- усо сове 
+ 下 | сю), 
РА HERRIE ME “ | 
(лс сосу 一 全 поза) паза б 
由 此 得 证 5°. В | 
6° |” лемее» [БОЕ t; ИЖ, 
ЛО І | 
MASO EASO 


下 面 低 述 几 个 常用 的 甘于 广 交 R-S 积分 的 定理 . O 
定理 2.1 уг) o со) БАН НЕ, Bl 
| | [онш | 
FE. те 
ҮР. 首先 ， 由 于 jz) 在 (一 一 о), 由 定理 1. rm, Б 
Ж а<, Б | 
» 347, 


(Гкошао 

жн. RAPA Š 2 性 质 2? 便 可 得 定理 2. 1 的 证 明 有 

由 于 定理 9. 1 中 关于 f(z) 为 有 界 的 假设 太 强 , 在 概率 论 中 常 
常 不 能 满足 ， 因 此 ;让 我 们 来 引 和 人 另 一 种 条 体 . 

P КРАЕ, Ж 

1° КРС, ос) КЕ, 

2° (7 ayaga) ЖЕ. 

312.2 ү fz ?满足 条 件 《4), 并 再 假设 9(z) 对 任意 rE 
(一 co oo) 在 在, H. g (MEERA REKAL Фа. M 

Г.кәнез-Г Қау Ez, 
证 由 定理 1.2 PPR SLR та 2.20 А 


ЖЖ2.3 jz ст) НЕКЕ (4)， 并 再 设 存在 实数 序列 cs 
8 一 0, 1, +2, f 


DO 
В. об) Го, esa) ERA RUE 0 =0, 41, W . 


Г #690)= S fen [gC t 0) geo] 


证 由 定理 1. 3 背 取 极限 即 可 得 定理 2. 3 的 结果 ， 
定理 2.4. fArle уйат 并 且 
fís) F со, о) ЕР Дт), Ж ` ` КЕ 


Jim| Со) | foda) 


ЖЭ 2.5 Ш/.(с)(п--1,2,--), f(z) 均 满 足 条 件 (4)， 且 
О-Н (ВРК Е, ВОН я-1, 2, | 
` ть ВНЕ), lim (Е) = = (т), 则 


ь 348. о 


Ма |” 1,(2)49(2)-= [7 (тубт). 
上 述 定理 2.4 及 定理 2 5 是 关于 在 积分 号 下 能 够 到 极限 的 两 
个 定理 ， 它 们 对 于 有 限 区 间 也 成 立 ， 这 里 证 明 均 从 路 . 
最 后 , 我 们 介绍 关于 积分 的 变数 代 换 问题 : 
定理 2,6 VE F(z) 满 足 条 件 (4)， 若 z=z( 避 在 4E( 一 coyco) 
же, 8ЧИ ЕЗЕН. 
lime (£) = со, limz (£) = --со, 
则 
Г довел. 
定理 2.7 ЖЖ, Н. 
аску есе), 
其 中 ЖЖ, o (z)220 连续 ,4(z) 有 界 上 升 , 则 
J Кемер | for) yC), 


$3 二 维 的 R-SR 5. 
лде Т Ру ЙО РА: 
1° ЖЕ ЕНЕ аа, ау Б, Я 
ЕЬ,, ba) —F (bi, az) —Ё (a,, 06) + F нада) 20 
а ЕК; АР (dis Dij а) б). 
2° limk (z, #)=1 
生涯 任意 x 或 了， 
im PF (z, y) = lim Ро, у)-0. 
ян, 由 1° 与 2° A F (z, уе EO RB, ЖЕНИ, 255 
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z <>, 有 Р(х,у ЕЁ (z,, у), Шуя, # Р (т, у.) <<F (z, ta) + 
Н. 
Jim ' F (z, g)= 0, 


3з-к 


现 设 1 (т, 9) Е ЕВ, 
EMILI 在 矩形 аас, скука 上 在 作 剖 分 3 
二 
Ст = | 
ERA желу, у, ур Су, 作 和 式 
т-інм-і . 
өт оар AF (tis tissi Ез Yy) 
#=0í =O 
车 存在 实数 1, ЕМІН ЖЕН г>0, FE 020, 只 要 
A= -max {б 2), он 000 时 有 


сім 
ііі 
[а |е, . 
则 记 | | 
| Fee, дара, 0) = Ито 
25 ы 
ГЕН 1 ` 
= на 2; Sara ‚ар. AF (tit, ИЙ Йй +1)» N 
1+ j= bi аф =L 
Ж + бз - КИ - 
15158 > 


2 f (z, y) 3: T F (z, y) EE E y): axrab, =} 上 的 
于 ~- 访 积 分 ， 在 不 引起 混 活 的 情形 下 ， 常常 把 前 面 的 符号 ( 吾 ) А, 
ЕЯ 3.2 者 | 


+ 350» 


РАН Йй Г, Р (т, у) 在 整个 平面 上 和 有 7, 
存在 , 并 称 7 为 其 积分 值 ， 记 作 
r= [7 | рсе аР сер). 


= 
төз. 


易 知 ， 对 于 平面 上 的 R-S 积分 ， 同 样 地 可 以 有 3 1 的 性 质 1) 
—0 RYT 并 且 相 应 于 32 的 性 大 1° 一 6° aR. (GERI A 
ЕЛЕН БУ А: 


(ШЕ; (х, 0) ФЕ (2, DEE 


[[ лсе, ЕС, в), 


ч 
а 
{[ хер, n 
1518 
存在 .) 


类 似 于 一 元 情形 , 我 们 可 以 有 下 面 的 定理 ， 
定理 3.1 # Л, ли РЕН, M 


ГГ re,narce, D 
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8686 
076856 
ТЕ аб 


029.5 
[а 
16686 
5996 
65726 


2609»6 
606 
В511»6 
589846 
Ё20%ьв 


181446 
696956 
0647.6 
0ЕВТ»6 
958816 


ТЇ?Ў®@т:б 
РТВ 276 
02026 
526046 
FISF0 


198616 

ЕТ90ч6 
92286 
#2756 


2804870 


#0096 


- 8055,6 


186856 
Ұстай 
18146 


205646 
94808 
SBE 
Е928»6 
12516 


92696 
3786.6 
66206 
LEIRG 
666416 


16046 
1185:6 
НАЗ 
SSTG 
AUERS 


6сенаб 
Friis 
828946 
ЕЕГІНІЗ 
ТЕТЕ 


999816 
$98056 
37186 
29586 


2504670 


688526 
РА 
218906 
521826 
19046 


385956 
975516 
Аа 
98186 
TIZ 


55/96 
5656.6 
9с10+6 
$8996 
220206 


0869-6 
84546 
018546 
082Т:6 
211816 


505856 
229448 
558946 
182956 
2666 


АТ 
260056 
$1296 
17596 


288460 


549500 
288646 
1286 
180846 
806946 


9905.6 
6861746 
82285 
90186 
06026 


E255r6 
45586 
06006 
29816 
МЕР 


5989,6 
666 
06946 
296046 
952816 


0628.6 
60526 
95295 
7096 
ЕЯ 


092616 
58696 
62996 
00586 


154070 


PFEG 
59Ғғаб 
19296 
186446 
69246 


1897.6 
268716 
$5286 
62096 
296956 


5ВЕФб 
2506,6 
1969,6 
HG 
862566 


25186 
89856 
$95 5:6 
97906 
F69%6 


Е6Т еб 
29/16 
959916 
BeFSs6 
5966:6 


FZ02:6 
99686 
9986 
49536 


844670 


80006 
28006 
669846 
ЕГЕМІЗ 
6099:6 


{897,6 
0976 
5898,6 
1264.6 
$58965 


0619,6 
9918,6 
5468:6 
60F9:6 
Қызы 


1899,6 
9915.6 
621646 
Ft 
059%6 


1518;5 
SyF2:G 
Б699:6 
66856 
06436 


208145 
8E686 
021986 
71886 


5@446`0 


. 3⁄3 а 


Banach 
Bayes 
Bernoulli 
Bertrand 
Bochner 
Boltzmann 
Bolzano 
Borel 
Воуіе 
Brown 
Buffon 
Cantelli 
Cauchy 
Chapman . 
Сташёг 
De Mogan 
- De Moivre 
Euclid 
Feller 
Fourier 
Galton 
Gamma 
Gauss 
НяјеЕ 

t 
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译名 对 照 表 


е. Ф4 
Дня 
дн 
ШЕТ 
кіші 
ERES. 
RRRS 
EER 
ELH 
ЖИЙ 
НЕЕ 
вы 
FA 
ожа 
жі 
RAN 
ЖЕЙ 
欧 几 里 德 
RE 
ӛн 
“к 
wg 
高 斯 
ERE 


Helly 
Herglotz 
Jordan 
Laplace 
Lebesgue 
Lévy 
Lindeberg 
Maxwell 
„Pearson 
Pòlya 
Poisson 
Rayleigh 
Renyi 
Riemann 
Schwarz 
Stieltjes 
Stirling 
Weibull 
Weierstrass 
Колмогоров 
Ляпунов 
Марков 
Хинчин 


| Чебыщев 


Ж 
ЖЕ 
约 当 
拉 普 拉 斯 
мп 
к. 
ткм 
s ya Wa KK ZF 
Жжж 
Раж 
т 

瑞 利 

瑞 尼 

Ж 
FER 
=] 
ы] 


` Ai 


维尔 斯 牧 拉 斯 


HRANA 


FENEK 
马尔 科 夫 
фк 
车 贝 谢 夫 


[1] 
[21 
13] 
[4] 
[5] 
[e] 


[71 
[8] 


8] 


[10] 
[11] 


[12] 
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上 册 习 题 答案 


第 一 w 
т. (1) 12,3,4,5}, (9) 41,5,6,7,8,0,10%- 
3. D 提示 ; ЗЕ ЕРЕН ФЕ СЕ ЗЕН" ТӘНИ 中 仅 有 一 
Жез, РАНЕНЫ + 个 球 " 这 一 事件 ,可 和 分 解 为 也 斥 事件 之 痒 ). 
и) HA DAHR, | 
4. 1) зк: ЕН Htm ЗЕ п Ж, Җа МЛ, ЖЫ 中 取 + bh, 
[JX r {ЕР Ж z Е ЖФ: 
H) ЛЖ n ТА h $ m ДЕТЕЙ, АНИ 
r 个 球 , ЕЛИ, 
| 2(4-т-1) 
п(в— 1) 
6. 41/90, 


7. r: 
2" 
я. 
9. i) 029410"; i) 45/108 
iñ) бб И А+ OST CCOA] 105 iv) УШИ, 


10. P -1-|041 Ес {1-2 十 ,十 
+2 соу 


11. 1) 1—2; H) 7—2; 
Ні) 1—z+ a; iv) 1—z—g+z, 


1. 提示 :注意 А,АВФЕ>Ж-ТАЯҢ А,В ОҢ —-1- R E 053 S. 


el 
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ом. 


15. 
17. 
15. 
20. 
22. 


2З. 
284. 


25. 


а 26. 
27. 
29. 


$1. 
32. 
33. 
$4. 
35. 
36. 


1. 


4 
0.879. 
0.23. 
0.72. 
0.5103, | 


提示 ;由 -- 个 装 有 4 ЛАЯ а ФАТИ Жим 
不 放 回去 , 试 求 早晚 联 到 红 球 的 概率 。. 


13/132. _ 
0.089, 
.1: 
Pr 
25,28, 16 
59” 69” 69 
0.16. 
a ,LP 
1—206°1—2ав° 
P (B) ~ 0.595, 
0.2 
1 次 ;32/81, 
i) 0.8; Н) 0.252; 411) 0.85, 
11—01 раро) (1-р) 9]. 


提示 :用 p. ЗЕЕ k ak ian ТАНЫ rh ari А 出 现货 数 交 的 概率 ， 


ШЕКЕ УЕ в. РО) = 02р), =. 


58. e =, 


第 二 ж 


6. Е-0.71. | 


0, #=0; 


в. Fiz) „faga, беСазГаҙ 
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| 
1 


1, аза. 


利 


12. 证 limz[ Jag (z)<lim| аға) -0, | 
жәр +£ Ё ат а 
类 伺 可 证 | 
lim z| Lar (д) =0, 
现在 证 明 | 
lim z| 二 dp (2) 0. 


性 给 а>е>о, 存在 一 个 s0, 使 
| dF) < 
|, 人) < 
对 于 取 定 的 z, 只 要 oc e SS 就 有 
` 1 т{" т 
|, «РГ аға) = <, 
z| dP) —z| «ағаға [Танца 
S| арау + | dF (a) ааа, 
To- as t+ * | 


南 得 证 ， 
闻 理 可 证 
im sf -LiF (2) =0. 
13. Ш jD BR, Фо). 
Н) Шова, IS 20, HE ao Ч аА, 


№, Жж 
# (z)< z. 


АЕ, Ч stia PF, 


+a 
Фо) |" Ра) deh, 
п 


Ф(-со)- lim (zy =0. 
ы» ДОР) УЖЕ, 任 给 г> 0, Ж ту, 使 当 z < t, Ж 
P> leyp 


. 369 二 


TE, 当 zos В, 
‚+ 1 
Фоа) = |" Ра а-е) А 1а 


ГҮР 
即 
Ф( +09) = Шт (a) =1. 
iv? НЕН Ф (х) WAS ER. 
ЧЕ 9>0, Н 


Жата 


中 (人 十 全 一 і Р(ж)йа Рада 


ТВ. 
1 rta 
>ҙ! F(z)dz= Q (zy, 


Вр Ф (х) ж р, 
v) ШЕН Ф (л). 
МЕ НЕ, 416 2-0, ТЕЗЕ 8220, Ë заста FJ, tF 
F (а) P(g) < е 
于 是 


_ — 1 yti _—1 ж-8+5Һ 
Ф(г) —b(r—á) zÉ Pig) dy ы Рая 


11% 
=Í Р-ев 


Ф (ж) BD А ИЛ: bk, 21 гоу, ЮЖ 
Ф (z) — (F) <е, 
ШІ b (z) ЕНЕ. 
№ i) -— v) T, Ф (z) УЖ, 
IJ жн У (a) q ДЕ Ж} dB ER Ж, 


15. 1) 9-24, Erl, 


1 
ыу) =+ + 055952; 
N 6:2 4-2ту 
ii) 8(z| 的 一 2 T 228 
У | (се 
HODE. = 0чу 


вр 65/72; 7/24; 0/32 
а 470+ 


16. 


18. 


19. 
20. 


21. 


23. 


25. 


Р.б) = те, Отоо 


TUT 


1 *šzs- lp гі 
fante) 一 Гы) #1 в + < = 


i) 点 与 了 相互 独立 ， 
ii) 25р 不 独立 ， 


l~e . 
0, Hyco 

i) мө үшш, чо<у<<ц 
1, ж y>1., 
5, 当 9<0; 


н) ДЕЕ що 
1, 当 узы], 
ii) P= oH pg 


Po (1-9: *1), 当 k=j, 


iii) РЁ =k, y= ) -fyes мел 
0, 147. 


i) 5+7 BAER N (0, ./ ); 
H) РЕ- ,-) уло 
k= 0 
0, 当 2500 8 253, 
Баз» 4 0<22521, 
gi) Ни = 


а 一 ЕД А 
2° 32+». 当 2<253, 
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+4 
(е 


2 ” 4—4 r=, 


1 
? 当 0< 52 
8) Лус , 


24 
0, #z>6 М z< 一 各 


v) Ри = (2212). (тсе); 


5) H 2-46, 


0, 当 z= Ü, 
vi) м0) 15 Ша 
е (1-е 9, {0 а< оо; 


РА Ша. 、 
үй) Ред” Faiz 
26. fesla) = ze"*, 
8а “аты 
| fi 0<1а<1; 
GEE. 


E+ 


28. D ид = Г ff (Z s, 


жа) -f feta) fal — 2742 


1 . 
Ну ЁС) 一 ДЫҒЫ 当 ki «аё, 


0, ші|г|с>а%, 
9, ` ш | z| 2>2а» 
“а-а Й 
Е = 
Баж = жа” 4 аа» 
2042 


М —2пш<0$ 


4а: * 


z '+ я 


ні) Рн | а Ду, 


festa) =e T, M i~n RAES NO, 


а 372. 


(7219414, 80191443 
29. (а= 3 
lo, žal >i 


30, 2-я 服从 正大 N (0, моо) Ж, 
. 1 
31. i) Араў 
0, 当 250, 


1 
1: = 当 осу 
ii) f. 0) = 2” Ydy 
т 
[5 Е: z>1, 


32, E ШЕЙ ЙЛ fo, W (£, рии Кі 
а. + 
二 二 十 
р=т—}. 
由 定理 2, 4, 6, (ë+ n, ПЕН 
zetazeo) | 
另 一 方面 , 由 定理 2.4.1, ét ВЕН 
н) = | а-а ода, 
ўн) = | Бөз кош. 
ш 4+ 55 Ey 相互 独立 ,得 
тажоо) лен). 
4700 = ef (ш), FË 
Яичные абд еол 609. 
иби ib — Е, БЫР и 求 导 得 
 fu+uyl , ы А 1 _ ' 
(8) EZ defen tw) 


оч, + 
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re 


рые 
对 任意 z, у, EFE во № 
iu te), r= {ч—ю), ' 
тая 

g" (z) —4° (ү) =0, 

H УМЕН o" (二 常数 ,因而 

g(z)=a+ r+ ort, 
Жүн 

Тау вече, 


ЯК Š n AW +n in ЕШЛІЖ ЖІ, 
33. 0.09. 
84. 142Ё. 


第 = ж 
1. a) Е) =w 00) =а(8—1). 
ы O-H, D= “т. 
3. к=з. 
4. 1-8, ва<юш-1-(%)!, 


Б. Е(4)ж8. 
в. 80-1; рф ~. . 
7. 提示 :注意 

5) тг" 4 (лее 

ж--і тіне |) 


У }тгвсат (> өзе"); 
m=! т=0 


Е үе лыр DE е (ее), 
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8. #00) 0; DE) -1. 


9. =“; = ай ` 
EO =op? DOT sr 


ШЕ л) 
10. Брут; рО) = ЯР а, 
11. К =0;D(D =2, 

2а 8 4 
12. В) = 2) _(2—1)=. 


13. № ЖЕ АТЕШ AB, ШЖ А + Bak E. £ 291 
Еше2Епоз0, 


ө 在 [ -pi | њое, 于 是 ,上 的 分 布 函数 为 s 


0, 90; 
FG == fp (2Roos0< y), Oyi 
1, y> 28. 


ия 
P (2Reo880< у) = те sin, 
m= 28 
ғы 


2 1 
Ви Е, << 28} 
0, KE, 


274% ү 48 
өле = S a 


14. Ил: 建立 关于 数学 期 望 的 微分 方 姓 式 : 


* 375 ‹ 


ELED] =m”, 


h 
15. Erp] marete + тен). 


16. 819] =+[1— 9-2”. 
17. № ЖР, ЖЕТЕ" КЕЛЕГН ЖЫК. Pua 为 在 
KRE A т ЙОК, AAMER 有 
Р.А) = STP, біт), 
я-ф 


Hi ИЗ ТЕ 
Ра бар” (1— р) =, 


Р, (= Зета» й-(—5)} 


т=0 А 
fi LY 
=1 (1 2) - 
WEER n KARER T TENAR ЫШ Ее Ер i n ЕЛА, 


IERRA Р„(А) —Ры-164). A ТЕРЕК 
кейш | 


ÉE) = УТаГР, (4) —Р,„.у (А)]= 9. 


ns] 


18. кетен Daeg (1-2), 其 中 g 一 1 一 各 


23. ЕГ|4—а|1 = = Ža, 

27. Р(е-із- ТЕТІ бізе1,2, еҙ 
80-626, DiE) = "жт Т? 

28, Р(п= D = рч ара, 1-1,2,-53 
Em =; D= 9+1}; 
(т) =; дау: (5+2 ) 
Ра-ь"-Ә-р фр, 

29. Е(Әсерр, РС) = трі р) 

• 376 ° 


80. 


$1. 


32. 


Е) = Ta D(n)= Tp (1-7 p.) 
соъ, п) = — TP Pa 
证 ié, n) ИРА ВАЕ 


-= 2 REF + Ff] 


1 
бате 
[max (4, n) J 


па 1 А 9 
і т ЛЬН ыі ВАЛ БҮТ, 


1 ” ы -grep as ТЫ 4 
дм 1 = | eaz] вы : у 
+| yay) ен сакт" “| 


=—л=Ею! КЕК 
ЕСЕН 


<р Те] йө 
-і( ze | к ЖЕЧИ 


rE Т-К. Р Лу 


САКЕ 


= [TE 
л 
ER: ЖН р. 8 АЁН, 


ЕСЕ) = {[3; РЁ) = 1s/18. 
JR: 与 了 的 联合 概率 分 布 为 


. $77. 


33. Мл 利用 第 --- 章 J 攻 21 的 结 
84. #(O =Е(п) = Ti 


рф рор ү Ж 


2 
= 7 
соу, п) = 1 1б" 


35. р=* m 


37. 提示 : ЛЕ ЕЕ ЖЕ 


ОҢ 
: ‚п | 
А, 4/” ‚@' 


89. а) E Ë ака, т, та, z <a (Де) 1,1, № 
n: . 


. à А 
ЈР) a (EE) ра-ар 


# U A _ 0Жж 
Е) + * 
ө, = z " = 
ое г) 5%) Р{(#=т,) 
| И = т; aH = 
[Pa г) +E) ра 2] 


—a (2 и оо), 


Р an) + EY) Pz) 
ізі, 
类 似 地 ,可 以 证 明 5). 
40， 证 ВОЛЕ, Вр | 
MECOS 
记 ЖО)-а,Н  а>0. FB 
F Елге = zF 四 | -f жаҒ (m) I 


+ 


-аР(а)- lim zF (一 zdP (в), 


H+ 


lim |2802) = lim lef” аға) | 
я-а а-а -- 
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第 40 ЖШ 
теу 


< tim | Г apan | < hm |! #1470) =0, 


4 
[7 к(аўйт=аР(а) -人 маға), 
出名 可 证 
Го вО --Г гаР(а)+аЁ (a), 
м 
Г.ғәш-Гпа-ғам. (0 
и 


sf Рой, 8,- KOLS | 


| 8, |" r1— ғаз: dz, в,=| (1—Р(д14:, 
2. 1 s: Ë.. 


оны S+S- LLED., É “2 
Г [3—Р(а)14:—|`_#(т)4х=8,+8,-—8\. [ 
-- д.9. — S +Ñ == 8,+ 8, 
一 人 P (ajde тығуға 
= ана, 
对 于 .a<0 的 情形 , TILE, ` 
41. Е 9 -1]-7, ofsi 1 - | 13/648. : 


» $7. 


42. М EEE, М мп, UA ЖК Р-Я, Ы 
[#1 м] -0.10м. наю 
ED SFE EIN) EL 10N]=0. 10 (№). 


得 
R(N)=13.3 
й 2-2. _. . 
ЕСЕ) = 0.10 13.3= 1.33. 
第 ж 
1. pit) =I pea ал = 


28 一 т 
O -1-5. 
же» сй, зе, —1, б, 1, су яу "= 
8. Z: ( gn a, шо. “n .} 
| ае U 2 бб суб U шя ту 
(% 1, 2, сч, в > | 
n: 
Ва, @1 s (yy "y бут" 
5， 提 示 : FOA 1] 上 的 均匀 分 而 . 


6—1 dhis 
a) pit) Ка , 


6. Жж; 由 第 二 Е! 13, ово, жн. бшу ғо 与 
АЕ zy ЖЁН. | 
9. 提示; РАТЫН ` 


p= созёх@Ё(х)у, 
10. 提示 ; 证 明 о) МИ ОЛУРЛАР 
一 йл = = жə. 
(1-45) ар, #=0, +1, А 


КӨМЕ. RH p= Parom Pai p yii 2e 


14. 2-76, ЕЛІ) =5, Бің)-3.. 
in 
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15. 


16. 
17. 


19. 


所 以 , 当天 0 时, 对 性 给 


ОТАРДАҒЫ Ы 


. а) фаба) 0-3; 


Б) apila) 15-е); 
о) а-ауоу/а-өҙ 
г) 24-909, 


a(1—=) * 
в) реба? ресур. ' 


提示 : 建立 关于 su 的 差分 方程 . 
pgs* 


Фа) = (1—ps) (1— еу! 
ғ =? р = м 


ф,,(в) = -(; 


£) n 


ECR) а 


гъа 


pia) = 1-4)? 


алта 


Ез ж 


L йж жле (н) ay. 
5. 1) 提示 :因为 | “ | 
185 ае 1, за! |. al. 


20,6 


ШТ зе + |+ арх; Т, 


ox 


2) 85: ee {л„!< |+|)=- 


} 


шағ {| 


+= 


ок ан (вл | 
7. йл: 注意 , E г>0, 


а. 
тж а ыы 


2 


Ету) бт Dar. + (кіграр, (а). 


P Е 
ішіме шічғ 


9. 证 Р, (2) (п=1,2,:-) Е РО) E МЕ ЮЛА, Ж 
zo 为 РОЩИ. ml 
бт, (а) = Р (г), 
且 性 给 2220, ЕЕ ODO, Ч ler] <ð t, 
(Fie) — P (z | = e, 
因为 Fit (ж, —д, Ts 十 人 ) 内 最 外 只 有 可 列 个 间断 高 ， КЖ ТЕ F (m) Ен 
ох, А.Е 
Tar rnt 
& Öt = min(e t r), 由 题 设 条 件 ,存在 N, E aN ІҢ, 
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РИ я |228% <. 
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206+ 7,26) — Ё (т) | 46. 
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前 述 各 章 , 是 概率 论 的 引 论 ， UPE ТЕЕ ЕЕ, 28 
Rii PETERA ЕКІН, AEREE, д 
统计 学 的 初步 ,主要 讲述 估计 与 检验 等 原理 ， Мену 
等 统计 方法 ， 

数理 统计 学 是 运用 概率 论 的 基本 知识 ， 对 村 研究 的 随机 现象 
进行 案 次 观 举 或 试验 ,研究 如 何 合理 地 获得 数据 资料 ,建立 有 效 的 
数学 方法 , 报 据 所 获得 的 数据 资料 , 对 所 关心 的 问题 作出 估计 与 检 
ы. 数理 统计 学 的 重要 分 支 有 统计 推断 ,多 元 统计 分 析 , 试验 设计 
等 ,其 具体 方法 巷 多 ,应 用 相当 广泛 ， 已 成 为 各 学 科 从 事 科 学 研究 
及 生产 .经济 等 部 门 进行 有 效 工作 的 必 不 可 少 的 数学 工具 ， 

在 这 一 章 中 ,我 们 从 数理 统计 学 的 基本 概念 讲 起 ,讨论 抽样 分 
布 及 其 重要 的 定理 ， 这 些 抽 样 分 布 及 其 几 个 重要 的 定理 ， 在 前 述 
各 章 中 尚未 提 到 ,而 在 后 述 三 章 中 却 经 常 要 用 到 它们 . 


56.1 基本 概念 


‚ БЖ. ТЖ, ШОУ 

总 体 ,个 体 、 子 样 是 数理 统计 学 中 三 个 最 基本 的 术语 . 我 们 把 . 
对 某 一 个 问题 的 研究 对 象 的 全 体 称 为 总 体 ( 或 母体 ) ， 组 成 总 体 的 
每 个 基本 单元 称 为 个 体 ， 从 总 体 中 随机 抽取 的 呈 个 个 体 称 为 容量 
жан, Я, НЕ ЯНУ ЕУ ий — ЖД, WAR АРЫ 
个 作 ; 科 如 把 某 批 灯泡 视 为 一 总 体 , 则 每 个 好 泡 为 个 体 ЖЕН 
有 季 放 内 每 天 的 日 冰 均 气温 的 全 床 视 为 一 总 体 。 则 其 中 某 天 的 日 笠 

© а] +» 


—m—— Ár үштү: онт. 
.—— + ишинин an ar 


HARANE ”在 数理 统计 学 中 ， 我 们 是 对 总 体 成 员 的 一 个 或 者 
带 干 个 数量 表征 进行 研究 ， 如 日 平均 气温 的 度数 用 二 表示 ， 灯 泡 
的 使 用 寿命 (小 时 ) 用 天 示 ， 这 样 对 总 笨 的 研究 洗 归 结 为 讨论 随 
БЕЗ ERa 的 分 布 函数 及 其 主要 数字 特征 (如 数学 期 望 O, 
322 D (£) 黎 ) 的 研究 ， 又 如 基 月 的 整 批 产品 为 一 总 体 ， 若 只 旧 办 
жу да ОЛА, ВУ ЕДЕ с жаны “Л ЖА, > Š НИШ 
IGOR ERED 2; А НЫЕ, CREWS. ВСН 
ЫҚЫ МЕ, ан ЕНЕМЕ С НЕ 
EIET 

今后 我 们 常用 “总 体 E 服从 什么 分 布 ? 这 样 的 术语 ， 它 是 指 总 
- 体 的 某 个 具体 数量 表征 5 服从 什么 分 布 规律 ， 我 们 说 对 总 体 进行 
次 独立 的 重复 试验 或 4 次 狼 立 的 观察 ， 就 是 从 总 体 中 随机 地 抽 
BERA n MTH ERRELE, É Зл RRAN, É 
Rš Én 都 是 随机 变数 ， (Eo --, Ea ДЕ п RRELA Ж. 例如 我 们 
Е ERE 6 服从 什么 分 布 .从 
整 批 灯 泡 中 隧 机 抽取 容量 为 4 的 子 样 ,是 指 随机 独 取 个 灯泡 , 观 
Bax n ATOR f H éo eo 2. 67, ЖЕ Е, АШАЙЫН 
的 第 并 个 灯泡 的 寿命 ， 显 然 5; 也 是 一 随机 变数 位 一 1 =n), A 


теле пени тақ Чынды a 


АКА ИИ АБЫ ЛИНА ИВИС 


| -我们 在 对 总体 进行 研究 中 当 总 体 相当 大 时 〔 指 个 体 相 当 多 
时 ) 或 当 对 个 体 进行 试验 具有 破坏 性 (如 炮弹 能 否 引 发 爆炸 ) 或 费 
时 耗资 大 时 , 只 可 能 从 总 体 中 抽 正 部 分 个 体 来 作 研 究 , Blau E 
为 4 的 子 样 来 作 研究 ， 我 们 要 从 子 样 的 观察 或 试验 结果 的 畦 六 来 
对 总 体 的 特性 深 出 位 计 与 推断 ， 一 方面 自然 要 研究 应 该 怎样 从 总 
笨 中 抽取 子 样 ,使 得 子 样 在 尽 可 能 大 的 程度 上 反映 总 体 的 转 尾 ; | 可 
峙 必须 建立 一 整套 的 方法 , 使 能 报 据 所 选取 的 子 拌 的 性 质 ,来 对 总 


= 2 


{ЕКИ ЛЕЙТЕ А-Ы Н. 因此， 我 们 在 抽取 子 样 来 对 总 体 作出 
合计 与 推断 时 ,从 总 从中 抽取 子 样 必须 是 随和 的 ; 即 每 一 个 体 都 有 
问答 医 率 被 扫 取 ( 当 总 体 中 的 个 体 起 有 限 个 时 , 雪 用 有 返回 抽取 方 " 
碟 )， 直 具体 要 求 为 两 个 方面 : 独立 性 ,是 指 后 ,下 ІНЖУ; Қ. 
eje, МАЕ ioeo E. Вы ЛЬ ЕЖЕ. 

ERGELI (简单 随机 子 样 ) UE oe ЖЖ В ВЖЕ 
ЖР Уа ЗЕ, йа 5,5, 2, КҤН НРАВ = 
ЖЯ ЖИИ] ӘЖЕ ЕН ИЛЕ, ПІ, Е £ Мр PE n hO ÉS 
ВЕ TAE RIAR РН Ru Y PE O, 

在 这 一 章 中 , 我 们 所 讨 的 子 样 Sg... £. 无 特别 声明 的 话 ， 都 
ЭЛЕШ АНЕ, НН £... &, 相 扎 独立 且 每 一 个 都 与 总 体 扣 有 相同 
的 分 布 ， 引 人 简单 酷 机子 样 ， 是 基于 要 从 子 样 所 获得 的 报 率 统计 
特性 来 对 闻 体 的 岂 率 统计 特性 作出 侨 计 与 推断 ， 对 于 简单 随机 子 
样 ， 我 们 可 以 庶 用 摄 率 论 中 对 独立 随机 变数 的 情形 所 建立 的 许多 
隙 次 的 定理 ,这 些 重 灾 的 结论 为 数理 统计 学 提供 了 必要 的 基础. 

ш, МИЯ | 

TE, éa НЕ ЕСІЛ НЫ ЕЕ), аа: 为 
£ -RRR УР, сз, za) РИ ЖЕНИ, T EE 
егіні, FFER Ж G... z.) В TREA (ага йе 4 
ma блод), 

ENG. L 2( 统 计 显 ) ША, + £ АМЕ £ DD TER, ТЖ 
Т НДЕН PK G, z.) BD ЗЕ РЕ, КЕЗЕ РЕЙ ЕНШ T = T (ë|, 


Ф ЖИН! желет (0, +, РУБИН, M E... E. Ж Ве 
М (2, £, P) E x ЙЫРЫ Е АНЯ. 


и А сл атты не Qa. сыс. > 


=. Ё), T Мл; t =F Ста, езу Za), Ж T(E, “с, Е.) Ш 

ИНЕНІ, >”, 获得 的 信息 来 对 总 体 Е 作出 估计 与 
推 师 时 ， 是 按 不 同 的 统计 问题 的 要 求 而 规定 子 样 的 各 种 国 数 .在 
ЖИ, ЛЕВ МН FER-A НЕА T (Ents Ев), T (£t 
z,) — 6 00: ФАН Ау АЕН К, Am Tot £.) BE RE 
机 变数 ， 

16.1.1 Wue in РД 5 ATH КА я, iD 

2-01. 1- a 
一 克之 Өте 2, (8-2, 


MER S MERIR PE ЛА ТІРЕ ЗЕ СЕЗ) 
值 及 方差 .于 样 的 观察 慎 为 4,…, za 及 ЗНА За Е 


1 < | x lę; 
Ea s= CT 
ізі ісі 


今后 ,大 写 的 82 表示 统计 量 ,小 写 的 s2 小 示 统 计量 S' 的 观察 入， 

定义 6. 1 3( 颇 序 统 计量 ) WE oén HAME ETR А 
ШЕУ н | 

ВЕНЕ») Вет, 

ЖЕ ВЕН ЕНЕ, CURRED sfx WPR #1, £. 00 
ЖЕНЕ 2,52» zr РН ХАНҒА ае аав ІП 
Жа КЕН, ШІ, 9,41 ЖШ Eb E. | 

ФМ ,&т= min{é s s Éa), $3 = max {és Én). ЖЕ ХЕ 


z 
D ЖЕКЕ ТО, 5а ЛР, jab E Es Ehi ТЕ 


АБ B. В АН ER ІТ, Нея, 
. 4. 


BRED E п ЖИЙ, ЫЯК Е, UFEN BE 


定义 8.1.4(Ш%) iE, 6, Es 为 总 体 £ МЕ, ШЕ 
НЕ ЕЕ тім. 

БЕЗ АШ УЖ MAD, МТ TN PSS DUE 2) 
кіт БН — ЕВ. ИЕ ИО Ева, Іі Н.Н 
算 方 便 ， | 
16.1.7 kios ЖЕНЕВЕ 5 HTE, АНХ + 
уха ЖИН 6.1.1 6, ИЖЕ р 


ЖЕ. 


Ж 6.1.1 

— : Ë га 5 ы ы 
1 | 3 1 19 5 в 

z | 2 6 7 2 8 


=. ТЫ ЕУІ 
ЖЛЕ БП НАЖ £ KO AROR ЕВЫ ТИЕ 
АЕ, ЖН ИШ ТСЕ, =, ДАВИ 
理 统计 学 的 基本 问题 之 一 ， 统 计量 的 分 布 , 称 为 抽样 分 看 ， 
设 总 体 世 的 分 布 函数 表达 六 已 知 ,对 于 任 一 自然 数 n, 如 能 求 
44. 


HERE SET ТЕ vs E BD y Ж С, УК y di РЕНА kt T B ys 
确 分 布 ， 求 出 统计 和 量 7 的 精确 分 布 ， 这 对 于 数理 统计 学 中 的 所 谓 
小 样 问题 〈 即 在 子 样 容量 a 比较 小 的 情况 下 所 讨论 的 各 种 统计 问 
题 ) 的 研究 是 很 重要 的 ， 

但 一 般 说 来 ,要 确定 一 个 统计 量 的 精确 分 布 其 难度 比较 大 ,只 
对 一 些 重要 的 特殊 情形 , ИЗ Е JE ДАЛЕ Ж ӘП, ВЕН t ЕН 
Ж.Х 统计 量 、 统 计 攻 等 的 精确 分 布 ， 它 们 在 参数 的 估计 及 检 
验 中 起 很 重要 的 作用 | 

ЗВЕНИТ (En & ) МИШӘ АКИН Ж, Е 
. 复杂 而 难于 应 用 , 但 如 能 求 出 它 在 o 时 的 极限 分 布 ,那么 这 个 
统计 量 的 极限 分 布 对 于 匆 理 统计 学 中 的 所 请 痰 样 问题 ( 即 在 子 样 
Se Et п 比较 大 的 情况 下 讨论 的 各 种 统计 问题 ) 的 研究 很 有 用 .但 
要 注意, 在 应 用 极限 分 布 时 , ЖТ Еа ЕЙ. Яп ЕЛ 
É $ 8.3 所 讨论 的 非 参 涩 性 假设 检验 问题 ， 是 用 检验 统计 量 的 极 
МОЖ, 因而 子 样 容量 4 应 取得 比较 大 才 行 . 


36.2 子 样 的 数字 特征 及 其 分 布 


一 、 经 验 分 布 与 抄 列 汶 科 定理 = 
在 实际 工作 中 轴 到 各 种 各 样 的 随机 变数 ， 怎 样 确定 它 的 分 布 
НХ РЕЖ, RIITA TA ЛЖ Е 
们 的 一 些 性 质 ,在 那 时 我 们 路 定 它 们 都 是 事先 给 定 了 的 . 现在 ,我 们 
介绍 用 独立 重复 试验 的 方法 ,利用 子 样 建立 一 定 的 概率 费 型 , 用 由 
нн ы РЕНИ 
НЕ. 

定义 6. ИТУ ОИ E PARA RA n T 
ЖЕ £. Ё. MUERE Е, ЕЁ, ос ЕЯ 的 值 给 定时 ,对 任何 实数 
z, ЗП Й РЎ (г): 


* 6 - 


— s nInI уңаен. гч тиетш эче e = =, 


От 
ғо =+, ка, Е-1,е,е-1.0 (6.2.1) 


Та 


Р(х) 


ке 


24.4 = 
ҢІ 6.2.1 


ЖЕНЕВА. 
易 见 , ЕА аа 1 音调， 非 
降 、 堪 连续 且 在 x 一 ?点 有 间断 点 ， 在 每 个 间断 点 上 兢 跃 量 都 


， 是 然 ,0<Fi(z) 拟 1, 并 具有 分 上 函数 的 其 它 性 质 ， 


НЕ М 6.2.141, Ронин, ВУИ 
ЕЖЕ уте Ё №) ЕҢ}, 它 是 一 统计 量 ， 天 为 一 随机 变数 ， 其 


Еди Ж Oien E, 1. ЗЕЕ) =”, Hi 
іе, £ АЗУ АА ИНЕШ E 88 РО), БІРЕСЕ 


їп 
зік 


© РРР о, РР АЖЕЫ, (5.2.0 и РЇ (ш) ДЕ ЕК z МНЕ 
ЗЕЯ. ПНР — z Ж, Fl е) ЕТТІ ЕНЕ, БІ o КИА, Pd FZ (а) 
Ж-Е, АШ, Ж жаңартты e MU 20 t "masa mes, НЕВЕ ZE (6. 


анта р А), Дар жь) ТИЕР лер e ЦЕВ ВЕ, 


АНЕМИЯ Eca ЖИЕ БҮК ЖЖ 
ПВ ЛЕШЕ ҖЕ, BIH: 


ріг) (z) == 5! -анғауна-ғаурут (8.2.2) 


қағау-Р(е<а), БМК Е УН, 
ЖА ТН ОЕ ННН, 在 一 定 的 条 件 卡 ,事件 发 
生 的 频率 依 概 率 收 北 王 这 个 于 件 发 正 的 概 音 ， 人 们 自然 要 问 ， 总 
Ж 上 的 经 验 分 布 国 获 Р} (a), аса” 可 件 发 生 的 频率 , 当 各 足够 
КН, ЕН РЕ ЕЕК, ҢІ ЕЖА 
F(a) ЕЕЕ 1933 年 作 了 肯定 的 园 答 . 
EIRE BEHE E MAMEA FO), ИЙ 
为 Fi), FER z, 记 
Do= sup POF (6.2. 3} 


ШЖ 
P{limD,=0}=1, (6.2. 4) 


我 们 知道 Рї (а) 为 一 统计 妃 , 因 而 Dr, 也 为 一 统计 量 ，D' 这 个 
统计 时 用 来 衡量 Ft(z) 同 (x) 之 间 在 所 有 的 z 从 上 最 大 的 差异 
EE. KIRIP ESEN h Р, ЖЫ КӨСЕ. 
618, ч п Е КЕ, FRAR z {Д, FEO FA 
УНА ИН КЕНЕН ЕЗ ТР 1， 但 是 格 列 汶 科 定 理 
И: ЕНЕ D: 服 从 什么 分 布 戌 以 什么 分 布 为 其 极限 分 布 . 我 
们 将 在 第 从 章 前 58.3 中 叙述 两 个 重要 定理 , 即 柯 尔 莫 哥 洛 夫 定 
理 和 斯 米尔 诸 夫 定理 ， 这 两 个 定理 找到 了 统计 量 О, 的 极限 分 布 
表达 式 , 这 些 定理 在 分 布 函 数 的 假设 检验 中 有 重要 的 作用 ., 

二 、 子 样 的 数字 特征 

1. УЖ 


. Я >». 


W Рк (ж) 为 总 休 三 的 经 验 分 布 国 数 , 记 


А-Г zF) = У, (6.2.5) 


B=| (2-Р), (а) = LZ eë. (6.2. 6) 
“.--: ісі 


Жк BRAE, B,=8 НРА, МВ, 都 是 子 样 的 连续 函数 ， 
因而 都 是 统计 是 ， 世 了 即 都 时 随机 谈 数 ， 

2， 协 方差 与 相 英 系数 
A Сот) бе, Cu n) А ТІ ПРЕ, а 


=, 56р 

- En 5}. ин-т (6.2.7) 
So 世人 аһ-Ф 

жн SATRDA ВНЕ 


біз 


S: S, 


(6. 2. 8) 


为 子 样 的 相关 系数 

三 、 子 样 数字 特征 的 分 布 

我 们 在 这 - " 溉 叙 述 子 样 的 下 均值, 极 值 与 极 差 的 分 布 , 子 样 相 
关系 数 的 分 布 将 在 § 8, 3 中 叙述 , 子 样 方差 S 的 分 布 在 下 一 节 
рй. | 

1， 子 样 平 均值 的 分 布 

ИФА СНЕ, Eno éa WIE ЕЮ, W 
子 样 平均 值 £ ОЕ: 


RA tr pi тив „АА A aa ре Жын БЕ АРДАНА 


p) = р)" = СӨЈЕ (8. 2. 9) 


其 中 рос = of p ВЕТ нк. 
16.2.1 ШЖ Е ШӘЛЕ: Уба, о), KPRI E 65 
分 布 
м ” 因 上 的 特征 函数 为 
е0 =екр -Ft rJat | 
则 的 特征 函数 为 
PD = [вр] -HEY ti 


п 


=exp| -55 tjat h, 
M EBU ЕФ М(а,-7—}- 
БІ 6.2.2 ВЖЕ АНА ЛИНКОВ, РН. 
均值 £ УЖ, | 
к & 的 特征 函数 为 
р(#) -ехрГА(е"-1)1, 
Aj E u Ж 
Фа) =екр[лА(в?#—1)], 
ип Z ЖЖ 


| _ Д * 
РЕ) MDT p=0,1,2,.. 
n k! 


ЖЕ СХ) #4 НА Ж. 
6.2.3 设 总 体 三 服从 具有 参数 为 4 НК, KT ВЕ 
毕 均 值 二 的 分 布 . : 


= JO ` 


E 的 密度 函数 为 
=, r>0,A>0, 


Ае 
көзі r a 


Ж 的 特征 函数 为 


ШЕ ЧЕХ 
prO =(1—35) 
可 见 子 样 平均 下 服从 具有 参数 wk 一 a 一 1, 一 二 的 Г- 分 布 ， 记 作 
1 
Г(а—,.Ь . 
y ПИЖ R Se BU 5. 4, 3, 再 举 一 例 ， 
#16.2.4 АЖЕМ 9323 рсе, 0<р<1, N 
HERS Вок аб: 
РЕ = Е} = Ор" - рум 6-0, 1,--, А, 


求 子 样 平均 值 кін. 
№ НЕ) =Ар РФ) = Мәр) 
кн: 
Ха-а) аё— яр 
„= / (ғы) A sNp(1—p) 
£— Мр 


УМА р) /а 
*2. іну 


. fi 下 


р re аа ч пр ар-р тиа te Генуи: КЕ С! 


ЖН ЖЭ i Ek k. AR, Hb РЕ SE ННВ, 8 ЛЕШ НИЕ. 
在 大 型 工程 的 设计 中 ， 我 们 需要 对 一 些 带 有 严重 破坏 性 的 自然 灾 
害 进 行 必 要 的 居 计 与 预测 ， 邵 在 建造 桥梁 了 时 ， 为 防止 洪水 冲 塌 
桥梁 这 类 事故 发 生 ， 设 计时 就 必须 预先 考虑 到 在 使 用 期 间 读 郴 流 
可 能 爆发 的 最 高 术 位 ; ДЕНЕК, БЕ КЕНИЯ. 又 如 ， 
在 建造 高 大 建筑 物 时 , 也 要 考虑 到 今后 若干 舍 内 的 最 高 水 位 ,最 大 
风 压 ,地 小 的 最 大 震级 等 .考察 了 解 这 些 随 机 变数 的 概率 分 布 , 1% 
是 极 值 的 分 布 问题 . 
ВЛ Е МӘТЕН Р(х), fute Ena АТА, TEETH 
BAH Е = пах (2,5,6, ЛУАРА ЇЕ Ж Ғ.(а), Ж: 
Р. (и) = Piéi и} 
= РЁ, Éa cu) = [Е (и) ]". (6.2.10) 
ЕРО ЕА gr = тїп {5, os] 的 分 布 国 数 记 为 F (0), H T 
РЕ} = PIE 2, т, 6,020 
=[P(£2>v)]"= [1—F (e) J, 


所 以 
F (0) =1- ПР (5) 1, (6.2.11) 
ЖЕ Е НЕ Га), МНЕ, М ¿t ОЛЕН 
数 分 别 为 
f.G) = nf (ш) [P (иу |", (6.2. 12) 
ҺФ@)=п{[()[1—Ё(ь)]*с!, 《6. 2. 13) 
— Rb, о ДТ б, io 的 顺序 统计 
B, H АНА В {у КЩ ЁТ, 其 分 布 国 数 记 为 F (0, k=1, 
2,--,ң, ЗАЛ РЕ T Ау} Жл RPE E f PE 50, 8, 5 
ЁЛЕ ТЕГ, y Ag). kl ТЕН оо, 0), FK t н É Т 
ЖЕ ТЕГЕ + Ду, оо)" ая, 于 是 
AF (у) =P {yEy t Ау} 
. j2 • 


= Сале) СЕГЕ) 1% 1-Р РАУ) 19", 
因此 

F, (s) табы | ГР" .[1—F(z)]%* F4F (т), (6. 2. 149 
“特别 地 有 

FCO) =1—[1—F()]", 
F, (g) = [F (g) ]*, 
*3. БН 
设 总 体 4 ЯНА Р (2) 51,555, Es ЖЕТ, TAR 
=é- Ë ЛЛА Foa), Җир 720. ЖОК FiO) 
一 般 地 , ТЕН НОЕН СЕТ, 6, ED BR АН, СТ, 
Ан, MA ЕЕН РАЕВА D 的 分 布 图 数 ， 现 在 ， 我 们 
来 直接 导出 05 МУЖ Fra, 

现 对 连续 型 随机 变数 上 PEHE. UE 有 密谋 函数 fde), 
peo E, 为 其 子 样 ,用 4 表示 “ 子 样 fpes éa PASTER Ін 
(0,0 ЧН 4 一 1 个 阐 时 蔓 在 区 间 (2,v 十 护 ” 这 个 事件 , 那么 事 
性 4 安生 的 概率 为 

Of dv [F +0) —Ё(оу]*-!, 
ЗЕ (о, o Ty) ЖӘНЕ КУН, 2 Ж ПІ 的 观察 值 的 上 
Ж. ТЖ 
ЕХ (у) = Рі у} 


= [АСР Р-ев. (6.2.15) 
ЖИЕ ЛЕБИ Б >) 
| foi а (yy = 20). 


=@-0 |” [уюш |" I оо, (6. 2. 165 


. 13» 


=. ss з. 


TERE рі 的 数学 期 望 及 方差 分 别 为 
с. = ЕС = | sfot (Way, (6.2.17) 
е= 0000) = | Gedo Wd. (8.2.18) 


16.2.5 ЖАЛЕ A BBS A, 其 窗 论 函数 
及 分 布 图 数 分 别 为 


ЕЕ {е 48 Ово, A0, 


(0, 其 它 
ға)- пе Ооо, A>0, 
9, Же 


NH PE 5, „ЖН БИЮ НУ, 
№ (6. 2.12), (6.2.13) K (6.2. 16) 分 别 求 出 
{Де **[1—е-**]*-1,0<и< оо, 


в = 6.2.19 
=, 其 它 ( ) 
һал 28 5 "00, (6. 2, 20) 
(0, сы 
. " éa- 1)[1— e73 ]" -Ae t, Oy оо. 
ZEON 其 它 (6.2.21) 


ара, ЕМЕ Е 服从 参数 为 nÀ 的 指数 分 布 . 

在 一 般 情 况 下 ， 子 样 的 极 信 与 极其 这 些 统计 量 的 分 布 函 数 并 
ЖЛ, В ЖШ Ж. И ДАК £ ДАЛЕ Ма о) ДК £ IR 
Жж Г (е, В), ТАПА TRR AR F dh Hñ ЧЕ AAA A. 
ЖЗ" EL YE НЫН 1943 年 的 文章 中 具体 地 讨论 了 子 样 最 大 值 各 的 

极限 分 布 的 三 种 类 型 ， 并 找到 了 向 这 些 极限 分 布 收 敏 的 充 要 条 件 

(БЖС ИН Ж). 

МЕ £ ЖЕ М(0,1), ШЖ ЕРЕ АЖ 

. 14 + 


-zh 
z 


10) = ° 


атажан Ы в, НВ (6.2.17) (8. 2.18005, 可 算出 
с, № va 的 数值 , 如 表 6.2.1 所 示 . 


Ж 6.2.1 

я Са 1/4» Px 

2 1.12838 0.8862 0.853 
3 1. 89257 0.5908 0.388 
i `2. 05875 0. 4857 0.880 
5 2.32593 0. 4299 0. 864 
6 ШІСІ 0.3946 0. 848 
т | 2.70436 0.3688 0.533 
8 | 4.84720 0.3512 0. 820 
5 2.97063 0.5367 0,808 
10 2. 07751 0.329 = 0.797 


жж 4 EMEK N Ca, a), 81,5”, En ЖЕ, Же 


Dý = max£,—minë;,. . (6, 2.22) 
ішісдя ] <. 
ЕЖЕ 
7 _ j 
i 
. ы = іс-1,--,4, 
У = ЕЕ ЛСО, 1), 1,5,5, 为 其 子 样 ,并 有 
上 . marl 6 — min ас) 
т lw ismo. ісік 


- : # 
= тах” -min £, = DY, 
ішікт iim № 


ер — же __ 
BO )= ЕО) = с„, 


= J5 = 


T i... жгт ra + r inina a em лыны бс. б '' 


其 中 ce ЕМЕ E RAEE N (0, ОНЕГЕ, Н (6.2.17) 
算得 到 的 ( 它 在 表 (6. 2. 1) 中 可 查 得 到 )， 于 是 | 


қ 


在 第 七 意 的 $7.2 中 将 看 到 ， 统 计量 Di/e, 是 z СМАТ, 


PAN =o, (РЗ = 520? (6.2.23). 


56.3 抽 祥 分 布 定 理 


现在 , 我 们 来 讨论 几 个 重要 的 有 关 抽 样 分 布 的 定理 ,这 性 定理 
在 估计 理论 、 假 设 和 检验 及 方差 分 析 等 数理 统计 学 的 基本 内 容 中 都 
有 重要 的 作用 ， 这 些 定 理 ， 都 是 在 总 体 皇 服从 正 态 六 (ec)? 的 基 
本 假定 下 而 得 到 的 ， 
”定理 6.3.1 ЖЕНА NT), En +, £, 为 其 子 
FË, ТН ВН 1 J 22 3 ple Xy £ қа, Mü Z MR JA q' 8 


Хоз, B. Š 5 St 3 HT £h y£ 
证 人 先 就 #=0 的 情形 证 明志 需要 的 结论 ， 今 对 和子 样 作 正 交 : 
线性 变换 如 下 : 


т- i= l 
1 А 
= yzg +223], 


66. 3.1) 
1 


а-а арий £T -1— (n—1) Е, 


1 т 
= 8, tite tél 


+ 16 + 


我 们 来 证 m, … ть ЕЕ НІНІ А 00, о), 
а) ЕЗ НН ЛЕЛ, 所 以 


Ул = 572. (6.3.2) 
i=1 i=l 


(2) ERR (61, e Éo R r pah As n ЕЕЕ, НА 
ERRA 


2 1 оп я са? 
Дать ЛУГЕ Г“ 
Е 
š I " -7 t. 5 zi 
Соя) TAT өз.» 


:由 于 (6. 3. 1) ЖА ЖЕ ТЕТЯ а ННІ 1, ВТЕ Ст, 3) 
НЕ ЕН E АХ) 


1 л 2 ГІН 
\ „Жет ayi (6.3.4) 


о) = (> Эт, 
TE Ор, eono E G АН E: n ЖЕЛЕ ДЕЛУ Ж. 我 们 知道 ， 联合 正 
БЛ ОО ЖЕЛЕ ІҢ, НАК НӘР, АННЕ 
是 等 价 的 ,因而 mo oe ла ЗАН НЫ Н.Ж ЖАПЕ № (0, c) BS BE 


ME. 
(3) 在 (6. 3. DEH, nm = 8 =. në, 


ИП 
ТЫ 
S ЫСЫН 
1-1 1-1 
я nl 
=i nm = > n, 
d -1 


Fë 


go? 


2 .-1 
В LEa. (6.3.5). 


ігі 


而 且 28? Ај m 相互 独立 ,也 就 是 nS? 与 相互 独立 ， 这 就 证 明了 
我 们 所 需 的 结论 . 

除去 4 二 0 这 个 假定 ,定理 的 结论 仍然 成 立 ， 事 实 上 ， 我 们 可 
TE Ж; 


ё=4—а, =E a, i=l, e,n, (6.3.5) 
A š BRAES N, с) п, С ЛЕМТЕЖ М(0,о), ЭЖ 
£ =£—a, 


кра. 9-8, 


对 应 用 上 述 证 胃 的 结果 ми, 270 УНИ х 
从 而 5° 与 世相 互 独立 ; 耐 且 9 护 服 从 自 央 度 为 + 一 1 的 Xx?- 分 
Ж, m Zt M 


推论 设 总 体 Ё ДЕЛА ЈЕ £ М (а, с), бі, Pe ATE, ШЕН. 
计量 


ат. (6.3.7) 


МАН 由 诬 为 n—1 的 ti 分布 ， ін Тау 
证 由 定理 6.3.129, ТЖЕ ВЕБ 


(6.3.80 


а JŽ • 


+ рч Pr ppp 
тсн аач р 


жаг, ПН. с ВЕ N (0, 1), ЗИМЕ 9—1 的 
分布, Ш ЕН 8 2.4 知 ,统计 量 


ре 
Ат (®—1) val 


а ED а-г яе, BEV TE to ü 


定理 6.3.2 ZA š ЛЕЛЕ Мао), ét Е, 为 基隆 
Fe, ЖЖ n BAES N (a, о), тц, ma, 为 其 子 样 ,而 且 这 两 个 F 
样 是 相互 独立 的 中、 记 


Ei stih ED. 


a 


1 ту ñ 1 n; 3 
= 8 —=-— 一 
> n =, 之 《7 一 他) 


$17; 


па Пя 
(1) ба Оты ~F enaa, A-1) 


HI йо ВО ЗАЛЕ ЈА Ж — B НЕ я, — 1, В НЕ рл 1 的 
F- 分布 
(2) чта n 2) G£ 2) <- ә ае) 


n, + ñ. nO? 0055 


(6. 3. 9) 


~i in tmt) 
(8. 3. 10) 
ЭИ Жен НО Ba ВЕНЕ А S ЕУ n n — 2 ËJ t- Яй, 
证 WEG 3,9) 式 是 正确 的 ， 由 定理 6. 3.1 5 


:2 
ші > 
үле К (а-а), 


я, 
-Е i (mI 1). 


D ЕАН, oi GRAAE Ст, n.) НАНЕ sr ЙЧ, 
+ J9 ù. 


was aa шлш. 


‚ 
үн ЕЛУ ЕЕ АБ ӨЕР 7280 ін 
пш, яса» 


ЗУ ес». (п,—1)н6%. 


ЕШ “Бон -і,т;-І), 
25 —1 455 1 + 
(уы ”- (#,—1); 
НЕ ин ЕТКЕ ВЕ ЛАЛ — BI ИЛ А п, 1, ELA НА 为 ?一 ] Ay 


Fiti. 
ЗЕЕ (6. 3.10) 式 是 正确 的 . HFRP TREER, W: 
而 统计 量 2 НАЗЕ vz, Tü B. 
Е(#—) = qq, 


жанан 
(2— а) —– (9 —а,) = 2—9) — (ва) 
НЕ М(о, oy 二 +) вт РИНЕ, В. 


RSI 2 msi y cao B ДЕ S 2.4 知 ， 
С а? 


819% _| MaS _ ЕЛГЕ + #5 58 


2 РЕ а? 


л 人 一 人 
е 


ЯН НЕН EE --9) — (аа) 5 (т.152 --п,55) jo? 是 相互 
Зее ву, МН — w $ 2. 4 34, S НЕ 


[CE ve „т 
М 5 Га, 49) 


реа Вэ „—27). 《过 一 т) — Ga i — ау) { 
КЕРИ akd ETEL TE ER 


ni T ho AR +n.S2 


. 22 «* 


下 面 证 明 (E 一 41) 一 (9 一 02) 5 (55 十 naS4) / 2 是 相互 独立 
的 ,由 定理 6.3.1 知道， (Е— aD) 5 п8ї /о% 相互 独立 ， (-а) 与 
ы/а 相互 三 立 ， 由 于 两 个 子 样 是 相互 独立 的 ， Я (Š —a) 与 
nS [о 相互 独立 , (й— а) 19 2,91 /о% 相互 独立 ， +#®(8-—а@)— 
(-а) Би /or 相互 独立 ， 并 二 п.5% о 相互 独立 ， 因 而 与 
aiSi --ө810/о 相互 独立 H 

利用 定 埋 6. 3. 3， 对 这 个 结论 可 作 严格 的 证 明 CHERT). 

定理 6. З. IORA REE) jovok да 个 胃 互 独立 


-的 随机 变数 ， 每 一 个 Е 64-1, +, R) ARRA E 4 №(0,1). Ж 


_ Q = кэ = 2-9. 
其 中 0, ЖЖ m N б, Sa 的 二 深 型 , 则 下 述 结 论 
(1) Q. НИНА, 
(2) Q — 3, I=:l1, k 


k 
АУ рул = н, 
іші 


证 тот ovol 相互 独立 及 分 别 服从 自由 度 为 tm， 
serp Ry | A3- УЕ, EN . 
Q Z, (4-1,6), 


则 由 定理 2. 4.2 知 
@ ~K’ 
2 ! ‚2ч 
由 定理 的 假设 知 | 
Q= са 一 MY 
в Q= 5б = е, (6.3. 11) 


. 2] œ 


所 以 
„Ут, 
充分 性 Жа- Ут, 我 们 来 证 (人 1) (2) 87, Н + Q, 是 
іші 


Л п, 的 Šis "қу Én 的 一 次 型 ， 可 以 证 明 СЕ TESE хо 能 够 表 成 
ТА: 


Q= Pb, mi, Ó =1 或 一 1， (6.3. 12у 
rip 
其 中 Th; 是 ёзу ун В ВЕРА (j=l, 66, m). 于 是 
9-Ха-Х> ті. (6.3. 13). 
i= 1=1$=1 


®'= (Ë tts Én) 
及 一 (人 
则 (6. 3. 13) ЯЛАН УД: 
x'x—y By. 


. 

RPB E 3886226325 1 ях HIME, n= Хов, 作 变 

$h y= Ax, 

宅 是 由 正定 二 次 型 xx 变 到 y'By 的 变换 式 ， 由 
xx—y'By—x'À BAX 

得 到 ABA =1, НИЯ А ӘЗЕР, ТАЛА 是 正定 的 ， 因 

Ң,В-ІБАА-І АША ЖЕ ЕВЕ, HES. 3. 191, mu 之 

ЧЕН ЖЕ УИ Н ЖЕЛИ МЕ У(0,00,01-1,-<,8,-1,--, n), 


FAQA Н Qo +, Ө, АНЯ ЖЗ. | 
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推论 ма, ee ë, 25 k ТИНИН НД ДЕЕ 从 正 态 
Молу, АЕ ТАНЫЛ КЕ n, 的 子 样 
sssi =l, e) ld 


Ё, т 1 2, 


п; = 


5: -15 а-а, 


则 | a ü 
(1) SiD SED’ = Das! эа: 2); 
| (6. 3. 14) 
(2) g= ый, 
КЭЭ 
那么 | 
ша-т Гань. (6.3.15) 


о.7а-5” 


证 党 验证 伍 等 式 (6. 3.14), #09. 3.14) ХОА АЕА 
Эх. | 
=, 
іші ізі 


* 23 = 


Кц ы „м 
————+——- А та а о ШИШИ ле арр ЖЫ ат sauna чт «чала жошы уакты a шд. 


= У) УЕ, Е 
== 


=> TIE, Бера) + Eut] ， 
=] 了 于 一 上 


i= 
і _ И k 
= Ув + Dns? 
i=] іші 


=U-+ Qes 
其 中 


УЕ 2) Eui) 
i =1 ісі 

=X E -D| 516, |=. 
езі гі 


现 证 (2)、 册 定理 6.3.1 可 知 , 1х2, RMR, EO 
中 有 巨人 个 锤 立 的 线 性 关系 式 , 即 


S51 (82) =0 бі-1,-,6), 
4=1 ` 
9. 的 自由 度 为 Tn hk 在 中 有 一 个 线性 关系 式 , 即 
56,0 =o. 
ізі 
ОАА 0 2—1. 和 于 是 由 定理 6. 3.3 4,9, SU MT йу 


且 有 Ф.х? ОХ, р, НЕ 2.4.54 


аи 
Qel (я-Ю 


~F -n-e B 
= 2-4 


zJ E 

1. EH £ RAES N(12,3)， 今 抽取 容量 为 5 ATE foes б, 
H: ` 

(1) TRESE J 13 Bytes E hr 

(2) -HERET 10 ін k p+ 

《3) ТӘ K KF ЕЕ Ж»? 

2. GJE š АДА, PESI р, 1=0,1,2, --. Ди 0< 
#<1,@=1—%. R М=пах{&, ZY, == mini = Sar fR R A, 
Eo te, Ea 为 总体 的 于 样 . | 

з. Ш PEIR ОЕ Ж АШ А 0.0015 0 Й ЗН Sk ЯУ fi, 
ПЛГЕ ЛЕРА Sk f (2) —0.0015e 79956 z2>0. Кб Е, Ж КЕ 
172 B Жж aj CR уз JF). ADJ: 

(1) 至 800 БИН а ЕЗ ЕЩ НЕ ДЕЗЕ ry 

(2) 至 3000 ШЕГИ РАБ ИЕ ДЕР 

4。 设 总 体 上 服从 泊 松 分 布 Piz, ДУШ, УИ JL £ BO ВНЕ 
ЖАТ 

3, Wees ОДЕ £= N id, BU Y Еф) =a, Б )-а Ж Ж 


d=} -аі, 
i=] 


ip 了 | "AU 
ЕЕ = о, Did -( - 2). 
6. ДЕ ЕЕ N 20... Š) ДАН НИС Уу 10 及 15 Й 
独立 子 样 , р А АЧЫ ЗР НЕА Ч 0.3 В: 
7. ЖЕЛМЕ E AES N (аус), Ë h НИТ, ТН, 
ЖІН 538 МАЙЫ, 
8. AIE £ DAS E А SO yd. 50, 5. Ж Fie, WETER ВЕ 
КН. РЕЛЕ. 
9. НИК ЕЛЕЕ Ма, о). АЙ, МЕ Мас), ЁЗ, 
МЗКТ ЕНЕ Бу Ж, 这 两 个 地 祥 的 在 尖 系数 为 : 
. 25. 


ID СЁ. 5 yu 
8 =-- БАА Яя 
试 证 当 {És 71)» ty (Ё а> а! РЕ: ВЕ, қ) 的 THER wë 


(EA) -- a) 
~- Па: 
~ МА 288.4, 


10. МЕСЕ В B -аэ DD = s, ЕТ БОр-а» DOD = сі 

s: É n, R 1,5} Нот ТЕБЯ ВЕ: 
当 拟 及 好 服从 正 态 分 布 ннен қау, 则 有 
{8—0 — (а, — == №0, 1). 


вт» 


ИНТЕ ті» Біз 

11， 试 证 (6.3. 12) 式 成 立 ， 

12. БЕ és ДЕ n АУЕН Н. ВО А. Ri ЛЕА ЛЕЯ МО, ОИ 
Жы, £, 到 а» "t'a Яя 的 变换 为 正 交 变换. ТАЛЕ йаз т» ma AE n TR r 
ЕНДІРЕ ЫЛЕ NO DARE. 

13. ЕВЕ ЛЕАЛЕ Ж Ма, с), Е, ЕН, ¿ SZ SA 分 别 为 子 
НРУ. МЫ, MAER N (a, o), НЫЕ, =, 6, ЖИН. ФИЛ, 


试 求 统计 县 ыы 
п+1 ^^ 
n = бесті, Ja 
Бат Ей 


14. № Ë, =+ 各 相互 独立 且 分 别 服 从 正春 Ма, оо, ЗА ШЕ 


Xl RAES Уол а: ) 


i=] #=1 


15. ЗЕ А, Е, 相互 独立 且 分 别 服从 正大 Nao), i=l, тот ШЖ 
зант ЖЕ Ж, WE 9 一 5725, (Уа ¿= sjén | 
ігі if i 


š=1 


DÈ ткаш, ян т ЖІ, С Xa- 
= 


16. 设 总 作 二 在 (9 一 去 ， el FERAS уй, É се, МАРИ, 


Ér, eo вн NUES. АЖ Др, Д9 ЕЮ, 
17。 试 用 定理 6.3.3 的 结论 ,证 明 (6.3. 10) X W yr. 
+ 26 + 


Же 估计 理 论 


合计 理论 是 数理 统计 学 的 重要 内 容 之 一 ， 我 们 知道 ， 服 从 泊 
АОИ, 其 概率 分 布 了 (x; 力 由 一 个 参数 А:>0 确定 ; 服 
从 正 术 分 布 的 随机 变数 ， 共 概率 分 布 N (a, о) 由 一 对 参数 a 及 
о>0 确定 , 就 是 说 , 对 所 要 研究 的 随机 变数 5, 当 它 的 概率 分 布 的 
类 型 为 已 知 时 ,还 需 确定 分 布 函 数 中 的 参数 是 什么 值 , 这样 随机 变 
# £ 的 分 布 函 教 才能 完全 确定 ， 例 如 ， 纺 织 厂 细 纱 机 上 的 断 头 次 
ЗЕЕ ЕЯ, МНО ФЕ НЯНИ 
头 次 数 为 次 的 概率 是 多 少 ， 那 么 就 要 首先 确定 消 检 分布 中 的 参 
数 4 到 什么 值 ,然后 才 庄 得 出 所 要 求 的 概率 , АИЫН Т КИЙ 
неш, ЕЗІ ӘНЕ ЖР (аҙ 四 ,其 中 参数 9 为 来 知 ， 试 
问 怎样 由 子 样 吉 ,…, 吉 提供 的 信息 ， 建 立 子 样 的 函数 即 统计 量 来 
对 未 知 参数 0 作出 估计 , 并 且 估 计量 的 “最 佳 "准则 又 怎样 确定 ?这 
类 统计 问题 , 称 为 参数 的 估计 问题 ， 另 外 在 有 些 实际 问题 中 , 事先 
并 不 知道 随机 变数 在 服从 什么 分 布 , 而 要 对 其 数字 特征 , 如 数学 期 
É F (0) R ESENE, Яш, EEE EAT- 
砖 , 为 了 评定 这 批 青 砖 的 质量 情况 , 希 要 了 解 这 批 青 砖 的 平均 抗 压 
强度 ， 一 般 地 涪 搞 还 强度 为 一 随机 变数 记 作 4, 现在 的 问题 是 希 
尊 了 解囊 (8) 是 多 大 ， 我 们 知道 ,随机 变数 的 数字 特征 网 它 的 概 
ЖИВ 56, 因而 对 数字 特征 的 估计 亲 题 , 也 称 之 
为 参数 的 估计 问题 . | 

. 参数 估计 有 点 估计 和 区 问 估计 两 方面 的 问题 ， 参 数 点 估计 有 
许多 方法 ,在 这 一 章 讨论 二 法 、 极 大 似 然 浅 及 贝 叶 斯 生计 ,在 第 九 
. 27 - 


ж БНА ен. кін з J НЕВЕ 
估计 间 题 , ли Лл E а — [и] 1 — ЖЕТОН ЭЖ, WAEA. 
准则 下 。， 由 一 个 随机 变数 对 另 一 随机 变数 所 作 司 计 与 硕 测 为 “最 : 
E”, 


67.1 矩 法 与 极 大 似 然 法 


设 总 体 所 的 分 布 函 数 为 画 (z;9)， 其 中 日 为 未 知 参 数 ,6 的 取 
值 范 转 记 为 0,Q 称 为 参数 空间 D. 例如 , НЫ E 服从 二 项 分 
Ж b (z; р), p DER, W PEO = 《0,1D); 若 5 服从 泊 松 分 布 P(r; 力 。 
1 为 参数 , 则 ДЄ42 = (0, со); £ ИМЕ Уса, о), 其 中 a 及 
都 是 参数 , 则 9 — {(e, z): аЄВ,= (оо, оъ), о Є(0, oo),} 

定义 7.1.1 (点 估计 ) 设 总 体 # 的 分 布 函数 (x; 四 中 参数 
ОЖ, 660, ОЗЕВН, РАНЕЕ, =s ë, 建立 统计 重 
ТОЕ, 6) 对 于 子 样 观察 值 (zy ta), EHTO za) = E 
作为 8 的 估计 什 , 则 称 ТС, s Б) Ж 0 的 估计 量 ， 通 党 记 作 6 一 
(Е, о, En). EYMAR RRE TEn +, É) ЕЭБ 0 的 估计 
景 , 称 之 为 参数 和 的 点 估计 . Е 

АЖЕ ВЛЕ Е 的 分 布 芍 数 了 (zx; 9,,…, 6) 中 有 ! 个 不 同 的 
未 知 参数 , 则 变 由 子 样 1,…, é из иин 个 天 
参数 的 估计 量 , 分别 记 之 为 Ó,, -- 

н A T ый ЧЭ: ШМ. 

ЕГІ 

ЖЖ ИНН, 我 

们 从 欣 钦 大 数 定律 知道 , 车 总 体 的 数学 期 望 也 (5) 有限， 则 子 样 


Ф 在 第 一 之 中 我 们 以 从 表 示 样 本 空间 ;在 数理 统计 各 章 中 ， 我 们 用 仙 表 示 参 数 : 
жй. 
. 28 а 


葛 平 均值 Z {КЕКЕК Ok Е ( 习 ， 这 就 启发 我 们 想到 , 在 利用 子 样 
斯 提供 的 信息 来 对 总 体 点 的 分 布 函数 中 未 知 参数 0 作 估 计时 ， 可 
以 用 子 样 矩 作为 总 体 矩 的 估计 ， 

定义 了. 1. ЕНІНЕН) Bat š за F (z; 0,, -- 
ODHA Е ЛЖ 9,,-,‚ 0, БЕЗЖЕМІ кемен 
ЖЖ, 

并 记 

ICIN "с, #у= E, sn E’) 


(%--1,2,---,1). 由 下 列 方程 组 


К. 
15-6, --,0)), 
і-і | 


1 
п 


DE =9:(9,,-.-, s 


i=l 


(7.1. 1) 


1529; =?,(0,,---,0) 


М 0,-0,(8,,--, Б G=1,2,.... 1), ЭНД б, ЕК 0, НИЕ 
Н, ж 0, 为 未 知 参数 қан. 

ЕД1 MOLTE TELA 200) 
ЖЕНЫ. ИЖЕ, ПЕН 
БИЕ АЕ KRENI. Я, MEE Е МАН, 
ЭЯ, ЖЕ (E) =a 及 D(H =c" RARR, 但 其 值 未 知 , 则 由 = 


1 — 
224 =f; 
3 =1 | 
1 т 
| х8? =b 
#=1 


ñ= $,=Z, 


Gp (pi 15е фе 


пүт 


55 акан 


ЖЕ, РЕЗЕКНЕ у жити 5 
ЖА сау | 

17.1.1 求 事件 概率 Р КЕНИНЕ 

记事 件 4 的 拔 率 (4) 一 p, 今 要 求 РИКИ. ЭЛГЕ Ж 
未 事件 4 在 一 次 试验 中 是 否 出 现 这 样 的 随机 变数 , 即 

| ү өш 

0, 4 不 出 现 。: 

ШІР(-1)-Р(4)-р, Р =0}=1—р. AE (О =>, BUL Р 
ПЕНИ: 


+ = Ума, = =, (7.1. 3» 


Жор о ЭЖЕ Ае КО ЫН Ж. УМЫ, Хе». 
次 独立 试验 中 ， 用 事件 А ВАСА п РИ Анет > 
КӨНЕ. 

7.1.2 设 总 体 & ELO LEMIS IAA, хаас 
为 ; 
G 6; ‚ Є[@,, б, 
{ о, r |[D,, 6,1, 
其 中 б,>б, АЖӘКЛӘ НЕН. 


м ИЕ, 至 (有 =O +e), Р (Е) = ү (Ө, —Ө,)*. т 


ав, 


“58. 


方程 组 
104. 
| = 0,9 
д 
| 81-120. ĝa)? 
ж: Е _ 
f 0-2-9, o aio 
бёи=#-+-/% я, o 
520,0, 分 别 为 0, Ж ыы. 
例 7.1.3 设 总 体 # MRE. 个- 分 布 Г (к, В), ФЕ Ж: 


-(а+1) 
kacak е „а>, ЕСІН); 
0, ， 9 БЕГІН 
WR < N £ W3RIKIKH R. — ай -4 
й Efa : =. L 
ве) «бесі, эчэ = Parn, | 
出 方程 组 | 
frein 
u Б = ат 
ми | : 
| а, ‚1-9 (7.1. 6% 
7.1.4 ЖД о MERE | 
R i 


= Xto 7—1 510,0), 
tmt А o. 


=» =i m- 
іші ізі ` 


5 3f = 


O —— rra rana u — сы ` 


-用 (6. 2.13) 所 定义 的 子 样 相关 系数 情 作 为 p ЕНИКИ, И 
ГАМ: ЕР ЭНЕ Е СУЕ (т 的 给 法 佑 计量 , 用 
BiR ВНЕ DER Бот НАКЕ, АВЕО б 
作为 总 体 的 协 方 差 соу (Е, n) = ЕГЕ —E (£) J[n— БСА 

计量 ， 因 而 可 用 R 作为 p ЖЕНЕ, ЖР p 为 总 体 的 相 美 


系数 О. а 
cov (£, 7) Я 
УР. КЕ $ - 
г ҚҰНАН ЕЖЕН РВЕ, ЖА МИ, ЖЕ IE ze 
对 总 体 上 的 数学 期 望 及 方差 数字 桂 征 作 佑 计时， 并 不 一 定 要 知道 
二 的 分 布 清寺 РО: 0). ІНЖ, БЕТЕ ТИКА ЕИ ë КЖА 
ТЕЛЕ, 如 机 西 分 布 的 原点 矩 不 存在 , ЖИЙ ЖЕН ИЕТ. Eq. + 
Жік с 的 分 布 因数 РОК, 因而 年 
ЖЕЕ ЖӘ Ра: 内 对 参数 9 所 提供 的 信息 . 
=. ККЖ | | 
ЕЕ ХЫ, MARAKE 至 今 仍然 是 参数 点 
情 计 中 最 重要 的 方法 ， 从 后 面 将 会 知道 , ЖАНА, ЕЛІНЕ 
体 所 的 分 布 函数 Р (z; 9) 的 表达 式 及 予 拌 所 提供 的 信息 ,建立 未 知 
BM O АННЕ 0 G... 60). | | 
Ж ЖШН ВЗЕН ЕРЕ ЖОШ kW RAO. MARD 
例子 , 有 两 位 同学 一 起 进行 实弹 射击 , 两 人 共同 射击 一 个 目标 ， 事 
先 并 不 知道 谁 的 技术 较 好 ,让 每 人 各 打 一 性 ,有 一 入 击 中 旭 标 ,那么 
认为 击 中 的 同学 的 技术 比 二 不 讳 的 技术 楼 好 , 显然 是 合理 的 . 又 举 
一 例 : 有 一 事件 , 我 们 知道 它 发 生 的 概率 p 只 可 能 是 0.01 或 0.09， 
在 一 次 观察 中 这 训 件 发 生 了 ， 试 问 这 事件 发 生 的 概率 是 什么 当 
432. 


ААВ aE НЕЕ 0.09 而 不 是 0.01. 我 们 再 举 一 个 实 
例 , 由 此 例 便于 引进 极 大 似 然 法 . 

947.1.5, REDARE НЕ 6 ARMAR 8 不 
知道 是 黑 球 多 还 是 白 球 多 ,只 知道 两 种 球 的 数目 之 比 为 1: 3。 就 是 


说 抽取 到 黑 球 的 概率 是 子 或 子 ， 我 们 希望 通过 实验 来 判断 黑 球 占 
онда RE. 

解 ” 今 用 有 放 回 抽取 的 方法 从 布 秋 中 抽取 个 球 ， 基 中转 球 
мл £, M E ТЕС 

P{E>e}=03p 0 — p)", (7.1. 7) 

АИ пЗ 的 情形 讨论 如 下 ， 怎 样 通过 子 样 的 观察 值 也 即 = 
的 取 值 来 估计 参数 p 呢 ! 换 名 话说 ,在 什么 情况 下 取 p= 二 而 在 另 
РОНА р ЗЭ АЗААР, 我 们 就 9 一 -了 或 了 为 参数 
” 值 的 二 项 分 布 计算 得 到 的 概率 列 如 下 表 7. 4. 1. 

ж тіл 

т . ш 2 з 

n | аа & 名 


1 т 27 s 1 
(4) | а е я 84 


我 们 从 对 子 样 记 下 的 定义 中 知道 ， 子 样 来 自 总 体 并 很 好 地 反 
кт GREEN ARE. 因此 , 我 们 在 对 总 体 的 分 布 函数 的 参数 
作 侨 计时 * 应 读 从 子 样 的 观 赛 值 出 发 来 考虑 。 在 这 个 例子 中 如果 


i r 
我 们 观察 到 的 黑 球 个 数 z=0, i Р(о, 2) 106 P(0, 二) 在 


+ 33 + 


НИНЫ чнч unun aA шит ий НЫ ра inu —— -. 


ж.же(ә, 1» р(0,-3.), 这 表明 使 == 0063 = 258 
ЕЕ p= ЮР УП АЕ, БН 
ЖЕ рН ЗЭ РЕБЕ. 类 候 地 , ЩЕ 
Эн, РЕЖ рОН Н А8, Tim z=23E 3 ВН, 9. 
作为 了 的 估计 比 取 工 更 合理 ， 综 上 所 述 ,确定 参数 ?的 估计 量 为 ; 

l що, = А 

=) = (T. 1. P> 

$, X r=2,3, 

жанам z 值 , ж OEA 
Plz, pE >Р(а, р\т)), ` 

其 中 p(z) 是 不 同 于 9(z) 的 任 一 佑 计量 . йени 
яж ВЛ. 

更 一 般 地 , 总 体 AERALA АЖЕ 770), 
960, ЖЕ. Уй, ЖА Comt) 的 一 个 
ЖЗИ, WATR En ОЕ ЖЕ (а, зи 
Поза 可 见 ，9 的 取 情 不 同 ， ная Шора, 
HTT CAE 0 的 函数 ， 极 大 似 然 法 原理 就 是 选取 使 得 子 样 落 在 观 守 
ЧЁ (z, traa) 的 邻 域 里 的 概率 了 [ firs 0) dz, 达到 最 大 的 数值 
Фа» <, 25) 作为 参数 9 的 估计 入， 对 于 子 样 的 每 个 观察 什 
Сг), тһ), как ғо б de, аа даланы 


-zi 作为 参数 Ө ЕАН. їй дл, ЭБ ЕЖЕ (т, - уа) 
前 不 同 而 可 能 取 不 同 的 жін, ЕЕ 00 В в, SJ Vo FE 
+ 34+ 


8(5,-Һ Én). 4 Е ВЕНА. ЛЕ ЖКУ, Н 2 BSN ERS P (z; б) 
Ж (аҙ 0), Tik ЭН FET ЫП, 

定义 7.1.3( 极 大 似 然 法 估计) Ec W k E RE E E 39k Ж 
Fap G Җир 0,,....0, Жш, 参数 空间 是 г ER. 
6, 为 子 样 , ЕЮ НЕТИ Зу } (ап, бб, да 0,, +, 6). ЖК 


166,9, 90-ТІҒа;6,--,60 (7.1.9) 
іші 

Ж Biers 0, ЖИЙЖ. 车 有 б, ., д, 使 得 下 式 成 六 : 

LO, 6.) ч, max (0, * 0), (7.1.10) 
则 称 0,= 0,061, 5-5, Е) № Ө, ЖИВЕЕ G=, b). 

我 们 知道 ， | 
1п&(#,,++,8,у= У На (Е; 9,,.--,0;), 
ізі 


由 于 Inzi z БАМ ЕЛЕ, 因而 la 15 ФАУ ХІ Ж. 
和 ;为 殷 大 伺 然 估 计量 的 必要 条 件 为 

Əln #(0,,-+-,8@,) 

90; tjet; 


ЖЕНЕ, 由 它 解 得 #, = 0+ (&\,---, E) 当 满 是 (7. 1. 10) 式 . 


=0 j=1,, 7. (7.1.11). 


站 


E E ЖЖ ЕВЕ ЛЬ, ЖЕЕ НИ Р(х; Ө, +--,6,у, ШІМ 
ERA 


150,--,90 = П 248, КУЕ (7.1.12) 


D ШОТ ВОВ Ва, (7.1.11 МАТА АНЫН, КЕ. 


- ЧЕЖЕ DTE. 


.- 3%. 


ж» 


外 似 然 方 程 组 


іп L(0,, ><, 8,) 
90; 8-8; 


解 得 0;- 6, aih EARO. 1. 10) Ж, 0; 3906; ЕХ 
ЖЕНЕ (= 1,--.., 2). 

917.16 RBH АЕА (a, o), ба Мок 
ЖЕНЕ. 

Яя впмя, амор» 


(4; -а)%- 
Іа, 9) = == ЙИ” эт | 


=0 了 一 1 


1 5 (4; -аза 
(Io ' 
氢 然 方程 为 ， 
в) = =0, 
Э\һ L (a, r) 
Жар, а DEt, 
#18: 


lez 
= ESE, 
62-1 УЗ, Ф): 8. 
- n ісі 


AS ES HNA aR о ОСЫН. 
17-117 Maik ¿ ЛИЛ. АГ ЖК 120 нн, И 


Р(а;А) =e, 


= 36 * 


А>0,==0,1,2,.... АЖ А Wy K МЕИ. 
М ”我 们 知道 , SAA HURAR = 


= 
L(A) = ИГ '] 7 Таз 
似 然 方程 为 
ILA) _ 0 
жн 


PE 


即 子 桩 平均 值 # 为 参数 БКИ, 
М 7.1.8 квк инек» енна, кк» 
fG; = | 
xz> 0 1>0， 斌 求 参数 人. иена, 
м ”我 们 知道 ， лоше | 


= "С 
LO) = [Ge =e іта 
іші ` 


In LCA) =а1а4— АЎ, 


ізі 


ият» 


BLD Бы 


+ 37 = 


Oo UU... Ñ mu a w эте с т “С 


Ж: 
- J= 
例 7.1.9 таж E FELO., aJ ERMAS ЭЖ, Ж 9, № 9, É 


КИН. 
ж ВЕЕР 


гары 
* 


НЕНІ J 二 页 а-а. 4610,,61, 
0 ,2616,,0,1, 
5а 0, 及 0, {БА 5 
(0:25) 960, Gi=1,2,.., ж), 


ЕС, с» ба) 0,» 0.) = 
0 ‚ЖЕ. 


MAREX 


aln L -Я, (Z.L 13) 
20, 90, m 

我 们 看 到 ,从 (7.1. т ЖГ ИН, 0, 5.0, ВЕНЕ. 
现在 , ГТА К Е ПИ ЖЕЙН 0, 及 6 ip ЭДЮ ЭЕ 
ЧЩ. ЖП, ЕН ГЕ. ы ЛЕЗЕЕ ТАҒУ 1 


жж Ee = min {fr Е) AP r= max{£, <: Е) -, Ea} Ee 由 于 
L(Ëu т, = Ө,, 8») 


(ME вп |, 
|! b 


шеф. 


руа уе 

今 取 
9. =Е1, 0,=ғ%, (7.1. 14) 

ж | ü 

Г. (Ё,, 79,50,0010, ”,4һ0,,06.). 

{пп 0, №0, №0, № ЕКЕНІ. 
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ВЕЕ ЛВ РЕА НЕЕ ЕДЖ ЛЫР. 

7.1.10 的 鱼 问 题 ， 为 了 桔 计 湖 中 的 鱼 数 Т, 同时 自 淹 中 
钓 出 了 条 鱼 做 上 记 寻 后 放 回潮 中 , 然后 得 自 潮 由 同时 钓 出 s 条 鱼 ， 
结果 发 现 这 s RHE r 条 标 有 记号 ， 这 里 加 是 未 知 靳 ,+r 及 s 是 
已 知 常数 , 试问 应 如 何 估 计 久 的 值 ? 

解 、 第 二 次 钓 出 的 标 有 记号 的 鱼 数 5 是 随机 变数 ， 生 服从 
Жл: 

Ра СТС, (7.1. 15) 


Жн «ЮЖ, H тах[0, з—(М№М-г)] опт, sj. 4 Я 
L(z; 和 N) 表 示 (7.1 15) 59:08, ШЕЕ L (z; М) APHRA Ñ fE 
№ МЕНЕ. BE, ЖЫЛУ ЖЕ У, 现 用 下 述 
方法 ， 考 虑 比值 


L (z; N) _ N -r М—з 
озш м1) N (М-—т)у—(з—т) 


N2 (rJ: 8)N T rs 
Ом: ҺА” (7. 1.16) 


JA CT. 1. 1652638581, HARANT L(z; Му Lia; N — 1), ЗВ. 


RANST, Lla; М) 10259 — 1), RE L (a; шығы 


值 , 于 是 浆 的 佑 计量 为 : 
a-e] (T. L. 17) 


ЖААЙ АА УЗ. . 
оаа REKER. 因此 ， HERRY E 
淮 解 时 < 为 了 区 得 参数 的 极 大 似 给 法 信 计量 ， 这 法 求 似 然 方程 的 近 
70%. 
ВМТ. 1.11 БЕЖЕ Г-у ra A) ЖАР 


+ 39 = 


а s a ЕКЕН -.- 


Кі ЊЕ, 
E HULDA, ёа Ж В КЫШ КЕН ОЈ ` 


. _ a . 
Léini as B) T rp Т | e P iwl | 


InL—= бя (абв Г (a + 1) +а;у ing; — >Ë 


ізі іт) 


则 


gl" L 
Ja 


=—nln В + И +з 


.Ban _ _"@+1) пЁ 
ЕТЕ В Ре 


на p= 2 Жр а 由 下 式 确定 : 


т 


іһ ако) 2 Ааа, (7.1. 18) 


D. G. Chapman 提出 了 解 超越 方程 (7.1. 18) 的 方法 (1956), 并 给 
ЕТек Гао Г G+ DEERE, 2120]. 
w. 


іші 


Г! (а 1) 


Q (a+ 1) = In (十 DN- Par’ | 


G (£, -- -一 tn 有 -二 log 


HIREA” Жа 的 估计 4. е аа, # 9-1) 
=6, Wi a № a На. Ж Q (a+ 126, Mita, аз 
出 使 等 式 成 立 或 两 端 很 接近 的 专 值 , PE3 < НЕ, 


57.2 无 偏 性 与 优 效 性 


我 们 从 上 面 已 经 独到。 对 于 总 体 扣 的 数学 期 望 吾 ( 司 ,根据 矩 
让 可 用 子 样 的 算术 平均 值 志 作为 它 的 佑 计量 、 了 但是， 我 们 也 可 用 


荔 一 种 方法 ， 例如 用 子 样 的 加 权 半 均值 Des 作为 它 的 估计 最 ， 


Жән с:220, Dost 甚至 更 简便 地 用 容量 为 1 的 子 样 作为 


如 (名 的 估计 ， 问 题 在 于 哪个 估计 县 为 它 的 “最 佳 ?估计 ,而 “最 佳 " 
的 准则 又 怎样 确定 ? 我 们 知道 ,未知 参数 8 的 估计 量 T C, 55, £) 
为 一 不 可 有 未 知 参 数 的 统计 重 ,是 一 随机 变数 . 而 它 的 分 布 函 数 与 
总 体 ПН, ЕЖА О НХ. ШЖ Е, (т) 等 于 
或 渐 近 于 被 估计 的 参数 8，D, (CT) 很 小 或 浙 近 于 零 ， 那 么 估计 量 
ТСЕ, 50, Én) 由 于 样 现 察 值 (x1,…, x) 而 计算 得 到 的 数值 ， 虽 然 不 
能 都 等 于 9 但 其 平均 值 等 于 或 浙 近 于 Ө, 而 且 其 离散 诬 很 小 ， 这 
RF, Т(5,--, ОЕ 0 的 估计 , 人 们 自然 感到 满意 . 下 
面 , RAEE T E, e, 5) 的 数学 期 望 及 方差 这 两 个 重要 的 数 
字 转 丁 电 发 ,引进 无 偏 性 , 优 效 性 ,相合 性 等 概念 ， 并 引进 充分 性 ， 
完备 性 给 概 态 ， 从 不 同 角度 来 衡量 居 计 量 工 (5&4,…, 台 ) 作为 日 的 
“最 佳 "准则 , 即 讨论 佑 计量 的 优良 性 . 
| Ей, ЕЕ 0 的 每 个 估计 量 都 只 有 上 述 性 质 ， 对 于 
哥 西 分 布 而 言 , 由 于 它 的 数学 期 望 不 存在 , 因而 谈 参 数 估计 量 的 无 
妨 性 及 优 效 性 将 类 去 音义, 
—, жан 
ЖХ 1.2. LERH ERR o MHT E, --, 5) 
I-H n KR IEN, 有 
| ЕТ, +, 2.) ]=8, (7.2.1) 
„ Фр >» 


O D eee a a сон + .. 


ЖЕТ Chn ee, £.) 为 参数 9 (0 ШЕКЕ, 18 
EA [T]J—0=5b,, . (т. 9.2) 
$k b, ЖКН T (Š, >, ШИШ. Ж 6,560, ИТАН 
йй. Ж 
limb,=0, (7.2.3 
ИКТ 2) 的 浙 近 无 篇 估计 景 ， 
对 于 参数 8 Е 9 (0), Жи Ж 009) 的 无 偏 估计 量 存 
在 ,也 就 是 说 有 个 计量 工 , 使 得 
| ECT) =g (0), (7.2.4) 
ИК g (0) ЖЕНЕ. 
例 7.2.1 БЖБ АНЕ, Вр о. ЕСУ, 
МЕЕ ИЯ ВЕ Е ТООН, 
证 设 子 样 的 大 阶 原点 炬 为 | 
А, БЭЭ s. 


іші 
则 有 
ЕСА) = PEE) =>. (1.2.5) 


.特别 地 ,车 EO = а, А,=Ё 29 а ВЖЕ 
例 7.2.2 设 总体 的 方差 DCE) оз, WE o* 的 
жани. | | 
OR 子 桩 的 方差 5 是 0: 的 短 法 估计 , 由 于 


1-1 ы я... 1 ш 2 三 
Sn ED 2707—00" 


EELS (&,—Ё)* |= F| 1 5 '-@'| 
(б) 8 20. a| EFDS -Ö 


* 42» 


=L SIREH- È= ва 


= {DH +EH — ФФ ЕЗ 
=DG)— D (E) =0°—D (E). 


其 中 
›@-щ+. > -AEDE EO 
i а? 
= DE) =Z, 
于 是 
Е(8°) =o- Зо, (1.2.6) 


фуд, ЕЯ ВУЛЕ PK Ж о йч ЖИЙ Н ЫИ, 当然 ,5? 是 
сінігі, MEA mHE 及: 无 篇 化 , 记 


8%2-- RE = 


= (7.2.7) 
my 

Е(58°%) = о%. | (7.2.8) 
BH 842 3) о? у {ай ІІ, 


на, ЖА 服从 什么 分 奏 ， 只 要 EE =а 

№ D= RARA 那么 
£= is i s=. TP 

分 别 为 a 及 о? ERIH. 

和 注意, 4 E(0) -6 时 ,不 一 定 有 百 [y (的 ]=g (人 ,其 中 yg( 四 为 
9 的 实 值 函数 ， 也 就 是 说 , М ОБОИ НН о (的 不 一 定 
是 9(9) 的 无 仿 信 计量 . 

. 4; >» 


— a a Y У 
— ws 
-- — `—= 


7.2.3 i$ DCE) я В) =a, М ЕР =a ЖМ 
这 是 因为 : 


Е(@@)у=р(ё +E] 2р0) +а, 


Ят 
Е (5) а. 

Фу 7.2.2 ВАЗЕ) ТЕ, В) рар 
+ 9(9) 的 无 偏 估计 量 ， 若 对 于 000) 的 任 一 无 偏 估 计量 工 
CTIE FE 有 | 

DAT) <р,(7') 对 一 切 860, 

则 称 7(5,--40 № (ИЕН. ЖАЛЫ 
АНЕ, 简称 为 最 优 无 偏 估 计量 ， 

为 便于 下 述 两 个 定理 的 叙述 , 记 

П--17:Е,(Т)--0, р,(Т)<о,Ж-%0060), (7.2.9) 

即 恕 为 参数 9 的 方差 有 限 的 无 偏 舍 计量 的 集合 . 

хід 

= {To: Е, (То) = 0, D, (T) 天 co 对 一 切 060}, 

U, 1 $ $k с СБ 68:65010 TE ЕЕ А 

定理 7.2.1 设 了 是 非 空 的 集 台 , 有 一 ТСО, ШТ 0 kk 
无 偏 佑 计量 的 充 要 条 件 为 对 每 个 TEU 有 

Е,(Т-Тұ)--0, (7.2.10) 
其 中 960. 

证 必要 性 ”用 反 证 法 , 设 TEU 为 8 的 量 优 无 偏 佑 计量， 但 

ЖЕСТ. 2.10 RRE, MEE TEU, Ж 660,88 

Е, (T-T) 520. 
{424 E (Ta) =0, 所 以 对 一 切 ¢ i£, 7 ст. ТЖ 
Bo СТСТ) E (1°) + сЕ, Ti) 20Е, (ТТ). ж, 
. 44 » 


由 于 Ea (TT) 20, 一 定 能 找到 сай, 例如 


Е„СТ.Ть) 
босу (Т 
使 得 | 
Е,(7-- оту <Ң<Е,,СГУ, 
所 以 


D, (соТ) <D, (Т). 
ik 15 T yk ХАЙ TER НЫ АНН, БІНЕН НСТ. 2. 105 
是 必要 的 . 

完 分 性 RART TEU, 使 得 (7. 2.10) 成 立 , 我 们 来 证 了 为 
йз БИК ats H Ж. СТ. 3. 1 的 成 立 ， 则 对 尾 一 估计 是 和 ED, 显 
КЕ TEU, 因而 对 一 切 08 OQ, ж 

_ E [T(T'—T)]=0. 
НИЛА, 对 一 切 #642, 
E (T) = Е (T.T) < E (PP ИЕР, 
所 以 | 
ET) SRT. 
H + Е,(Т) = Е,(Т"у=@, 过 而 对 一 切 ЕР. 
DAT) SD, (m, 

司 见 了 为 8 的 最 优 无 篇 估计 重 ， ы 

推论 E 5 fn T, ВЫЕ 6 зена ЕД «9 #19. 009 
П ХЕ, NMU bT 5.7, È bg (9) + bsg. (0) 的 最 优 无 
偏 估 计量 , 其 中 b, R b. К. 

证 明 留 作 练习 (习题 23)， 

定理 7.2.2 UET. 9) 式 所 定义 的 非 空 信人 ， тык 
6 而 言 到 多 存在 一 个 最 优 无 偏 估计 . 

证 IEE T K T" ЖҖ0 的 两 个 最 优 无 偏 佑 计量 ， 即 对 一 切 8 Є 


只 ,有 
Е,(Ту--Е,(ту--0 
DT =D, (Т). 
因此 对 一 切 660,9 
| ЁС) = 0, 
H T-P. HH 7. 2.1 д, 对 一 切 6060, E: 
E,[T(T—T')1=o0, 
-ECP Ty]= 0. 
于 是 对 一 雪 082, Ж: 
Е,(т—Т')%& Б,ГТ(Т—Т'у]— ЕТ (Т—Т'у]=0, 
ЭКЕР 97060, Ж: 
DTP) = 0. 
由 车 贝 谢 夫 不 等 式 知 , 对 一 切 0Є0, ж - 
РАТ=Т'} =1. 
这 就 说 明 参数 6 的 最 全 无 六 估计 县 在 概率 为 1 的 意义 下 是 叭 一 
的 . В 
例 7.2.4 BBH EMEEN (а, о), Нав ож 
Ата, RR а 及 о" i it SIB H R. 
М RHE, P É, £, В š BJ EE, M| Z, S 分 别 
为 oo 的 无 偏 佑 计量， 试问 它们 是 否 为 最 忱 无 篇 佑 计量? 我 们 应 
теж 7.2.1 RE, Б ERRAT. 2. ВО) КАК ТЕ, 期 
| W (E.T) — 0, 
EGS T) = - 
对 每 个 TEU 是否 成立. 
гт ШТА; MA ЕСТ) =0, Вр 


(zz; Г.Г теа, езе 


з аа) ава, 0.  (T.2.1D 
-将 (7.2. 11) ЖЕ а 求 导数 , 删 有 
ӘНЕС 
xean >] (г, а)? | -e dz, = 0. 
将 非 零 系数 消去 ,上 式 等 价 十 
Г. T. T (zy, ©, z) Же| 
wx epf- (а-ә ans ar, 0, 


ЕСТ». Ә- :0. 


由 于 8 是。 的 无 信 信 计生 влжата1а, гарною 
ЕЯ 
将 (7.2. 11) 式 对 参数 = 微分 两 次 得 到 


БЕЛ» | 


е -去 (zm —а)? іш "drn = 0, 


于 是 有 


HA . 


* 47 = 


` ———wuamm krn na risasi "=, ар анны w s 


将 (7.2. 11) 对 参数 с жеміне 
| ta “> в) | 
xer > (za)? |шу--йқ-ө 
кета зне Жат). HT 
> (e—a) Уатта 0)? 


-5 (=, —2)* (==) r 
因而 可 得 


ee Èe] 
55 (z, —а)? e=. 


AFI CD'S 是 (a 一 1) a? 的 无 仿 信 计量 ,应 用 定理 7. 2.1 
дпа" 9—1)" 的 最 优 无 偏 估计 重 ， 再 应 用 定 更 的 推论 知 ， 
RS „5-Б Б 是 参数 0* 的 最 代 无 偏 估计 最 . 


"I 


我 们 说 参数 9 的 估计 县 ТЕ Е, эё, 的 线性 
Ж, 是 指 


T (Erts En) = сб, 
. іші 


其 中 or, ee, os 为 给 定 的 常数 . 
. 48 + 


ЖТ. 2.ЗОЖ ЛУУ ЗЕБ ЧЕН H) ИН 9 ӨЗ ЕНЕ 


rr 


а) та, ЕЕЕ ВА; 

(2) Б,[ГТ(&,,--+„&„)]=#(0); 

(3) УНЕСЕННЫЕ Т E sE), РН 
жОж | | 


~ DT) SD, (TY). 


定理 7.2.3 %7,,--,Т, 为 可 估计 阔 数 9( 风 的 m КАНЕ 
立 的 线性 无 偏 估计 量 ， 而 县 它们 有 相间 的 方差 Р,(Ту=о%< оо, 
J= 1,--,т, Шеки 


_ ЖТь от» 的 线性 组 合 类 中 可 估计 函数 9(9) 的 最 小 方差 线性 无 
偏 估计 重 , 且 有 D,(T) =°. 
证 令 


T= SBT +b, 


3=1 


其 中 如 K b. b. HER. ПЖ А F.H tT 
A 9 (0) BJ k hj ЖЕЕ AIRY. НЕТ X) g (0) НЕ 
计量 , 则 由 


E, (T) = >16:9(0) +b =9(8) 515,+Ь, 
了 一 1 іші 


ча =0, DIDL а-аа т, 
іж} 


. 49. 


pr sr rr ии  —- ро 


р, (T) = $5 ЗЕ, М;-а, ат 
ізі 


RER DNE 5 一 1 的 约束 条 件 下 达到 极 小 值 ， 我 们 通过 下 
4=1 
述 方法 来 讨论 ， 记 : 
ф(с) =) 4а) 
та 1-1 
6 为 拉 格 朗 日 因子 ,由 
Әф(с) 一 E 
>, T (3=1,++,т), 
知 


e ` 
9—5 ()-1,--,т). 


XH Pb =1, Ni Í = 20, 于 是 


іші 


жей, 当 8, 一 去 时 ,DT? 和 达到 最 小 值 , 头 而 了 ду, 是 Ts 


Іші 


“4, Tm 的 线性 组 全 类 中 4 (0) 的 最 小 方差 线性 无 偏 估计 ， 且 有 
D(T)= рз 


Ее меже 的 数学 期 望 4 及 方差 o MTE Eoo É Жу 
АЭЖ, 则 子 样 平均 值 志 为 = МЕЗ ЛАК. 

证 明 留 作 练习 . 
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ЖУН ЕЛАНА» Е ВАА. ЖІ 
性 无 偏 佑 计 娄 ,有 类 似 于 定理 7. 2.1 及 定理 7. 2. 2 的 结论 . 

= ЯЗ 

RME ЖИ ЕЖЕН EAS A ДА РЕ ЕЛІҢ 
ЧЕРИ. РАЯ 0, РИН ИЖ 
rh, BIKEA TLPS Е Е (АЕ ЖАҒА)» A 
外 , 在 参数 Ө йсй И Жн, ВЕСЕ ЕЕЕ, BR 
RRETA ЕЕЕ ИЗЕН, а Ж 
仿 估 计量 ， 这 些 问题 存 定理 7 了 .3.1 一 一 定理 7. 2. 3 中 已 作 了 初步 
过 论 ， 在 这 一 让 中 ,我们 引进 罗 - 克 拉美 不 等 式 ， 指 出 无 偏 估 计 类 ， 
中 方差 的 下 界 ,达到 这 个 下 界 的 ВНИИ. 

ДЕЗЕ 7. 2.4 9-я) 

设 总 体 E ЖЕНИ ИЛИ, 密度 函数 为 F(z;0),0 为 未 知 参 
ANSI 2, АҒ, T ОЕ, НД, ЖЕРК (0) 的 无 

十 计量, 如果 


(1) 3705 Се, HAE, ЕЕС =1( >o; 
ә ГИНИ 
"3 | " 
-Г. ra ПС № гы 
(з) 970 ен, нж 


шы. z (ai ss ma) 2 res о ea 
ин Eg' (831 
g' z 
D, (T) 2—1) › (7, 2.12) 
. 5] + 


— a. 
a = ur w J.Q... о o 


зен g (б) =99 (0). жың обу =0 时 ,上 式 可 简化 为 


РР =. (7, 2.13) 
证 明 %1(0)-<о k 0,(Т) = оо, ЙС. 2.12) 式 显然 成 立 ， 
ВЯ НЕЕ f (9) <оо, D, (Т) < со. 


首先 ,我 们 知道 
ЕСІЛДІҢ (іс1,2,-, е); 
g(0) =E(T) = ответь Tree ву. 
将 上 述 两 式 分 别 对 9 Ж, MA 
o э (150) ё. | ЖГ (т; ав) dre 


SE Zf | бе, 


гө Te Панова } 
= Таз»: -м 5; өлөн | 


х Тен бах] 
i=l 
=FEPT Z] -EDE --соуҰТ, Z) 
=E(T)E(Z) : pex DT) УБР. 
其 中 
Я:= Жанға» 831, TT (Ents Ea) 


соу( 7,7) 
ВСР) D (Z) 


p= 


. 52 > 


—.— v лашы < 
ная "waran Viia -aa 


и 


R(Z) = 21| Злые) ]=0, 


D(2) = -к@)- 515] 5 ЖОТА 


| | | = "s| Zas s ә) » 
于 是 | 


өзе (@)]% 
D(TD-D(Z) ` 


ЖА PS 所 以 


ЖОЛЫ 
DNS усул 


т 
aE а] @;®)| 


ЖЖ ЕЛ ОШ, ИЖ P (z; 0) меха. 7.2.4 АҢ 
RHO) (DEDEN At, MA: | 


ЕШЕ а-ы 的 ü 


定义 7. 2. 4( 正 规 分 布 ) 车 总 体 专 的 密度 函数 ORERE 
满足 定理 7. 2. 4 中 的 (1) 及 (2) 两 个 条 件 ， 则 称 所 的 分 布 函 数 为 正 
规 分 布 , а СВИЛЕНЕ НЕ. 

УХ 7.2.5 ИМЕН ARER O 的 函数 0 (6) 的 某 个 正规 
无 篇 估计 生 林 (6,,…,&) 的 方差 达到 罗 - 克 拉美 不 等 式 的 下 界 , 刚 
称 这 个 无 偏 估 计时 (6,…,6") 为 9C0) 的 优 部 估计 是 . 

就 是 说 ， 参 数 006) HEREDE U G eo Е.) АН 

. 53. 


тезі — .. .— w. 


计量 , 当 且 仅 当 可 (8&4,…,&) 的 方差 为 ， 
D) = — 55. DOT a (T. 2.14) 
пЕ gnf ;8) 
kk ES кыз £ 的 情形 ; 当 为 高 散 型 时 , 则 为 
| Ги OP 
ni| дар G0) | 


定义 7.2.8( 有 效率 ) Та» E) 为 参数 909) 的 任 一 正 
ВИННИ, (Е ММ Š.) 为 g0) ЖЕ И Ж, 其 | 称 : 


_ Эа и 
en 一 了 (7. 2.16) 


为 正规 无 偏 估 计量 TE, e a) 的 有 效率 . 
ВЯ, ЖЖ en MEKAR KeK MEERE НН 
R THARA е. ME: 


DU) = (7. 2.15) 


lime,=1, (7. 2.17) 
пә 


ИТ, РО ИАН. 
可 以 证 明 , (7. 2.12) ЕТЕР; 


р(Ту;> g' (0) 1° (2. 2.18) 
RE Sanf (56) | 
TEL 22). 


MTRS BE ERAT, В), 其 中 为 已 тї, W 
参数 户 的 优 效 估计 . 


М 南 例 7.1.3 及 例 7.1.11 知 ， A= Ep. 我 们 来 证 = 


кетте 


«+1 
Е(Д) В+), ВО) = G+ D, 
«+ 54 > ' 


та | Е 
Е) = в(а+1), DE =L (LD, 
则 有 | 
А __ 
ЕВ, D= „у 
可 以 验证 ,估计 最 及 是 正规 的 ， 现 计算 = 
ye ву 0а, Ваг 
«Г «эту ўс, 
БЕ RUE Pena DCE) = ва). 
今 取 g (8 =. 由 (7.2.14) к, б йз А akayta 
等 于 | 


| Сие 
LTES — + 


айя, f- Б J 的 代数 估计 . 


9.7.2.6 Е 2 RAES NO, Or ақа жін ШИГ, 
4", б, ЖЕ, ИН. 8": 为 с? шыла ER 


5 = L јә" 


证 иа 6. 8.139, о, тж} —_ ] 


==, p| 0871) ад, - 


Е(6%*) = о*, 


т 
Н ЖА, (7. 2.18) МНЯ, АҒЫТУ. «жж 
н 55 = 


` aa a a u .A q 


中 ,8=o5 考 虑 9 的 = 站 的 情形 ,因而 (7. 2. 18) 式 有 端的 分 子 为 17 
现在 来 求 分 母 
(2—9)? 


ај (34,07) = — ss lns Žana", 


а . 
эс!" (23 а, а") = —— та 


° - 
= т доно J 


斯 以 


s 5- 


Е у а, о?) Шы = 
Я, pk о* МЕНЕ 7; 382622, 那么 S** 的 有 效率 
жей Дз Жо ийлик ГЕ. | 
=. 相合 性 


在 无 机 估 计 类 中 ， 我 们 以 估计 量 的 方差 志 小 作为 衡量 估计 量 


为 “最 优 "的 准则 , 作 了 较为 充分 的 讨论 .但 是 ,无 偏 估计 类 中 方差 
为 最 小 或 较 小 的 估计 量 ， 不 一 定 比 某 丫 有 妨 差 的 估计 和 置 的 方差 来 
得 小 、 乔 偏 与 有 候 是 反映 估计 景 ACE s En) .的 数学 期 望 是 否 等 


TERRAS EE 0; 232 DORADE 0 ARRAS 


数值 6 为 中 心 的 离散 程度 ， 一 个 估计 量 ， 它 依赖 于 子 样 观察 值 而 
求 得 的 数值 ,即使 其 平均 值 千 于 0, 但 离散 程度 很 大 ， 那 么 这 个 估 
计 景 用 来 估计 Ө 时 ,仍然 不 大 理想 ， 因 此 , 人们 希望 在 偏 莽 性 (有 
偏 或 无 偏 ) 与 离散 性 (方差 的 大 小 ) 两 者 兼顾 的 原 财 下 来 建立 估计 
量 为 “最 优 的 准则 , 为 此 引进 相合 性 的 概念 . 

例 7.2.7 设 总 体 £ 在 (0,6) 上 服从 均匀 分 布 ; 密 麻 函数 为 


+ 02-0, 


го; ёу= | ж 


. 56. 


ж 


я ә 


我 们 可 以 求 出 参数 8 ЫНАН 6,= 22, НН 
Е(0,) = Е(2ёу:=й, 
р(0,) =D(22) =40(#) 
_ 4 _ 8? 
=D (=. 


我 们 又 可 求 出 参数 0 的 极 大 似 然 法 估计 量 ӛ.- max ueu 5.» 
且 有 
_ #9 
Е(0,) = IIT (7. 2.19) 
Б пй? 
p(6)= (я 1)? G +2) 
可 网 .080 …, 0) 是 8 的 淅 近 无 偏 估计 量 ，(7.2.19) 及 (7. 2.20) 
现 式 的 证 明 留 作 练 习 ( 见 习题 24). 
从 上 述 等 式 看 到 , 台 , 是 无 偏 俏 计量 , 6, 是 有 偏 佑 计量 ,但 0,0) 
方差 比 9, 米 得 小 ,这 是 因为 在 # 宇 1 时 ,有 


(7. 2.20) 


в 1 
ЕО") Caw 
特别 当 子 样 容量 # 很 大 时 更 为 显著 , 因为 这 时 
D(6.) За 


impp ЕГЕТТЕ 


例 7.2.8 IE ERMES Х(а,о),5,--,4, ҒИ, а 
= ЖЖЖИ, ЗАП И 


НА 


. | 1-0: (7.2.71) 


іші 


作为 o 的 估计 量 , 其 中 为 子 样 平均 值 ， 由 定理 6. 3. 1 Ар 
БЕН 


Ë 2 
= ~* (я- 13» 


а 57. 


- —— uwa u E ө, a а ы А аса о 00 0: 


所 以 
Е(2) =n—1, 


(232) 2(п —– 1). 


因而 
EO) to, ` (7.9.22) 
DSE) = өя, (7. 2. 23) 
转 则 地 当 k—n— 1 BJ, Н 
Е(8:_1) =0%, 


© ра) = 29“ 

从 67. 2.22) 及 (7.2.98) 两 式 看 到 ， 估 计量 S 的 偏差 b= 
[EP |р, аала n—1 增 大 时 ,偏差 5 的 绝对 值 增 大 , 而 
方差 却 减 小 ， 例 如 


| BUSE ао" ‚ 


род 


р(8ї,,)<Р(8}-,),1Ң S34, 是 os 的 有 偏 估计 量 ， 试 问 : ЕН 
ES 5 81., 哪个 为 os* 的 较 优 估计 量 ? О 
对 于 (7. 2.21) 式 所 定义 的 с? ИНЕ 5， 我 们 可 计算 估计 
В 与 被 估计 参数 os 之 间 的 均 方 误差 为 : 
 B[SËI—c*= Е[52— 86081) +Е(8)у—о°*]* 
=р(6}у +82, | (7. 2. 24) 


其 中 | 
Е{[8} —Е (88) [6 (84) —0*]} 
. 52 >» 


| 


i рер mAT нау IPS GPS 


= 2055) — об, — В (5, ] =0.- 


于 是 
EUS- о2]2--269—1) gs (FD) ` (7, 2. 25) 
ск bk Ке: ) 
4 k=n—1 B, A 
2 2 а 
E Si-1—0"] «2-17 А 
H ketl R 
| ВЕБ —о* ро , 
FÆ 


ELS a PELS o" 

(7. 2.24) 式 的 均 方 误差 ， 它 由 估计 量 的 为 差 及 偏差 平方 两 项 
组 成 , 当 去 端 达 到 最 小时， 其 方差 用 售 差 的 绝对 短 都 有 可 能 衫 小 ， 
лее ТА, ВАО ВЧЕНА ВНА Ра. лену 
方 误差 的 数学 期 包 为 最 小 的 原则 下 ， 参数 o? 的 估计 量 取 62,1 3 

8%-, 为 优 ,而 这 个 原 则 是 在 兼顾 了 3283 ia ЖИНА 地 小 
ПОНЕ КЖ. 

EKTET жены ШИЕ ТЕ, е Ва) Әнін 
ЗНАЧ, Жі 2250,4. 

Нар {|T (Ensa) 949) 1<е) =1, 


则 称 ТЕ, unid 为 9(9) 的 弱 相 合 估计 ， 如 果 下 式 成 立 ; 


P{limT (ё, trna) = 9(8)} =ъ 


ДЕ ТЕНЬ АЕ, 
ЗАПЕР я (0) 的 任何 估计 攻克 (£... D, TERE 
Y: | 
BET (Ел, +, ён) 99) = D(T) +bš, (7. 2.26) 
+ 59 = 


РА ИНСАНА лишил. r=” ч w wawana ченее лечи рр СИРА АС чт ита wanaq ти ne 2-20 020. 


由 于 对 任 给 e>0, FARI 
Р{|8—0|>г}<уЕ(0—0)', 


所 以 当 поо Г, Ж Ж Р (Т) БЕ b. WATE MWA 
| limP(|T(Š s En) —g(0) [> в} =0. 


Hlk, T (Etes Ea) 28 9 (0) ЗНАЧА. 
ШЫНЫН б= T (Š, £.) ХЕ 0 ОЯН ЕНЕГЕ, HU ó 
Жазка 0, ШАН г2>0, Ж: 
ІішР(|0-6|>>г) =0. (7.2.27) 


或 差价 地 有 
| limP (10 — —9[= sF=1. 


在 有 些 教 材 中 ,党 和 д зек 0 的 一 致 估计 是 . 
ФЙ ВСЕ, 是 在 极限 的 意义 下 引进 的 ,适用 于 大 
样本 情形 


47.3 充分 性 与 完备 性 


在 前 栈 节 中 引进 了 求 参数 点 估计 的 算法 与 极 大 似 然 法 ， 讨 论 
了 点 个 计量 的 无 偏 性 与 优 效 性 ， 这 是 点 估 计 的 最 世 本 知识 ， 从 这 


两 节 的 内 容 讨论 中 , 人们 会 发 现 还 有 一 些 问 题 , 有 必要 给 予 进一步 


的 探讨 ， 如 对 于 所 获得 的 容量 为 n hF ios KATREM 
一 个 函 教 作为 参数 的 点 估计 ， 试 问 这 冬 建 立 点 估计 有 没有 充分 利 
用 子 样 所 获得 的 信息 + 也 就 是 说 , 用 算法 与 极 大 似 然 法 确定 参数 的 
点 估计 ,在 娜 些 情况 下 充分 利用 了 子 样 获得 的 信息 ?又 如 ， 怎 样 寻 
技 参 数 的 最 小 方差 无 偏 估计 及 优 效 估计 + 在 这 节 里 ,将 引进 充分 性 
与 完备 性 的 概念 ， 从 而 完整 地 解决 寻找 最 小 方 益 无 偏 合计 及 优 效 
估计 的 问题 ， 


. 60 = 


ЖЭ Єл ЕЕ РАВНЕ АВЕ, жін» 
与 假设 检验 中 都 很 有 用 . 

一 、 充 分 性 

定义 了 7.3.1 《充分 统计 最; НВИП F, 0), 
ӨЖТ, ОСО, 1, 5-6,5, ATHE ТСЕ, s Е) ЖЕ 有 未 知 
参数 的 统计 量 , 若 在 给 定 统计 最 卫 (z әгі ІН, (E17) 的 
ЖЕЛЕ Р (1, е0) Б 0 ЖЗ, ЖК Т = p(6 i. . Е.) 为 9 的 


充分 统计 县 
例 ?.3.1 БЕЯ, MA 
ЭШ а=], 
р«- 2)- Ha — P, 4 r= 0, 


其 中 0р1. 后， 和 为 子 样 , 则 子 样 平均 值 E= TL 51, %@ 


# r 的 充分 统计 最 
证 “由 于 


Hb k ATHE 二 9 有 中 取信 为 1 的 个 数 , 则 子 样 ЕТЕ ІНЕ 
分 布 为 


Р.Е =e, а РЫ 
ын 


. I>» 


п TW a r ыы еек re 


=- PU- 21 
人 一 万“ Се 


其 中 zi=1 或 0，i=1，，…，a， 于 是 在 给 定 统计 量 卫 的 取 值 为 二 
时 , 子 样 的 条 件 分 布 与 参数 p 无关, 因而 王 为 2 的 充分 统计 量 . 
充分 统计 量 的 直 现 背景 是 很 有 意思 的 ， 我 们 知道 ， 容 量 为 n 


的 子 样 Šut бв 的 观察 值 Я", 中 每 个 8% 都 反映 了 总 体 š 的 
特征 ， 而 在 用 子 样 平均 СЕ) М, ЕНЕ WRR t= 


Бля, 作为 它 的 估计 值 、 就 是 说 ， 对 # 个 数据 osr 进行 了 
ЕТІ 


“ 压 编 ”和 “精简 ”， 试 问 这 样 艇 是 否 合 理 ? 亦 即 Ёё R ELE Юа T 
子 样 关于 (8) 的 金 部 信息 ?或 者 说 作为 К(&) 的 估计 是 否 充 分 
М ТЕЗ ЕС) Иа ве А ЛЕ ЕЮ, РАЯ 
ас, ть) E: n Е TRABE — к, ПОЧ EL = эм, F 
ЖЕ (фа, o £O Е п-—1 ВЕН XT ЛЕВИ E р, МЕ 
PE Go ВСЕ ARIE H FEER EE, ВЕНЕ 
得 更 多 的 信息 ?为 说 明 简 便 , 我 们 就 4 二 2 的 特殊 情形 , 举例 说 明 。 
例 7.3.2 ESIE ЕНА E 
&М(а,1), Ж Жа, ба 


ЭЖ ERTH, ЖШ E= (Ë +£) 


Чиа. ШЫН, ЕЁ јаја арн зр 
面 来 表示 。 那 么 在 给 定 上 的 取 值 
3% TEG --zs) =, = 1& 
平面 G, г) 上 的 一 条 直线 ， 在 
ЗОРГЕ, (ЕЁ) ПАСЕ Bl 7.3.1 
т, НА 


. 62 * . p 


{Cri ta) s= exp -+È (а-а)? | 


TRPIN E RAES (а, 7), 其 密度 函数 为 


Газа) = тех (®—а)*]. 


在 直线 0 5-б +2) L, (£) АЖ 


и Кк ) 
0:55 __ 
fe ml =! fy) ; 当 2:0, 

ñ 0, i Тесу, 
ЖЫ, ін ЕНЕ, Пу ЖЕНЕ. ВИ 


СЕЛЕЛЕРІ) 


Еи Tes] 1-7, 
° ‚Ву, 
其 中 z=} G +а,). 

В. ЕЛ 25 F 85 PE РИК ЖЕК АР, 它 与 参数 ал 
明 在 已 知 =y 时 ， 进一步 知道 子 样 观 察 什 (21,25) 在 这 条 直线 上 
的 具体 位 置 ( 即 z, 及 yz 考取 何 值 使 得 2—8), РН ЗЕ 
参数 a 的 任何 新 的 信息 ， 撞 名 话说 ,# 已 充分 地 从 子 样 吉 ,&1 中 所 


5 z 
取 了 所 包含 的 类 于 参数 “的 全 部 信息 , АПКЕ 1576, ЖЖ 


4 的 充分 统计 量 . 
ЖИ 6 的 充分 统计 县 了 (作为 和 的 点 估计 , 则 称 
人 人 б) 为 参数 9 的 充分 值 计量 . 


定理 7. 3.1( 费 葡 - 奈 曼 因 子 分 解 定 理 ) FAE £ ДЕ 型 随 
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Е T Eo 
为 参数 0 的 充分 估计 量 的 充 要 条 件 是 ; 子 样 的 联合 密度 函数 可 
表示 为 
Т0) =, Ohana), (7.3.1) 

其 中 frCt,0) 是 仅 通过 T(z,…, 5s) =t ВЕТ ВОН 
关 的 非 负 函数 ,h(i，…, TOE TPE Ees 4, Ч 
9 无关， 特别 地 , fr (1,6) 可 为 统计 最 的 密度 函数 ， 

车 总 体 皇 为 离散 型 随机 变数 。 由 密度 函数 代 之 以 概率 函数 P 
(2,0), Ж (7. 3. 了 的 分 解 式 . | 

这 个 定理 的 证 明 在 此 从 略 。 读 者 可 参看 [20] 的 定理 1. 5.1 及 
定理 1.5.2. 

如 果 9 是 参数 向量 ,如 正 态 N (a, o) 中 的 4 Ro’ BER 知 参 
数 , 则 记 0 一 (a0); 绕 计生 也 (i.…s5) 是 随机 有 疝 量 ,而且 定理 7. 
з. 1 的 条 件 相应 地 成 立 , 则 称 了 为 关于 9 的 联合 充分 统计 量 ， 

Я 7.3.3 设 总 体 服 从 如 下 均匀 分 布 


|9 029, 


б, же, 
£ En 为 子 样 ， 求 参 数 8 的 充分 估计 量 . 
解 ” 子 样 的 联合 密度 国 数 为 


fts; = 


я. Ей 
Е ЕЕ 
өз 0, ЖЕ 


= ж Х10< max 21559], 
Ж X ЗЯ 0 шах 25] МЕН. 由 定理 7. 3. 1 知 ， 
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ЖАНЫ 7(6,--,8)- max š éa 为 日 的 充分 估计 基 ， 


07.3.4 ШЖ 三 服从 泊 输 分 布 Ptz 20,5, Ea 为 子 样 ， 
求 参数 4 的 充分 估计 量 . 
Ж 于 样 的 联合 概率 函数 为 


- ` es z fi 
... : = t= , 
P (eu ‚ль; Л) тт 4 
取 
和 ==>: 
CT Е 
теш 
Ў (#,А) = Ает", 
则 有 


P (zi "L Eny A) == fr (t, A Абун). 
因而 统计 量 了 = 二 为 参数 4 的 充分 估计 是- 
例 7.3.5 设 益 体 各 服 及 正 坊 Nso), Ett a 及 oa 都 是 未 知 
参数 , 求 9= (a, c) 的 充分 估计 最 . 
解 ” 子 样 的 联合 密度 函数 为 


» 1 1 a А 
I re, 6) = СВР -hÈ 《一 全 | 


- ВЕР 1 оп ааба а) | 


记 二 维 统计 时 TEs sE) = (Е, 82), НЕ БЕ 7.3.1 д, (2, а) Ж 
ЕЖЫЖ0-(а, ЕЕ. 

定理 7. 3.2 AH o ERAM TEE) ЖАЙ 
全 让 量 的 充 要 条 件 为 


一 一 


(1) T (É, 8.) 25 0 ШТАНЫ, 
(2) 统计 量 工 的 密度 函数 (或 联合 概率 函数 , 视 总 体 上 为 连续 
型 或 离散 型 随机 变数 而 定 ) 和 概率 为 1 ЖЕ КО: 


9183200000 (7 (zi, гь) 0], (7.3.2) 


其 中 е(ө тж, Тағ» 2) 与 9 36, 
证 必要 性 ВЕ ТЕ, EE 0 МАЕ, 由 《7. 2. 
DAH: 


D, G) = =: 


我 们 来 证 条 件 (1) 和 (2) 是 必要 的 、 在 不 等 式 (7. 2.13) 的 证 明 过 程 
中 看 到 ,等 号 成 立 的 条 株 是 了 与 2 的 相关 系数 |p1 一 1， 即 与 名 
之 间 的 线性 关系 式 

2=0(00)[7-—0] 
几乎 处 处 成 立 ,其 中 Об) 只 是 与 参数 9 HRR TERE, 也 
RE 


2 оков, 


将 上 式 在 (go, D ERF Ө 积分 ,6 Фа ОВЕ ДНЕ, 
得 到 р | 
ЕЁ, En 0) = Exp {T p: (0) =PO), 
其 中 
Ф009 |" COo, pl0)={ вова. 
ЕШ 7.8.1 ТС, EDA 0 的 充分 估计 最 。 因 而 
2197-00 ста, ид —687. 


жән 如果 条 件 CD олан, 则 由 定理 7. 3.1 Ah 
+ 65 = 


[| falh П; Go) Y Пса 


+ = 


=0°(9) Г. 12—017. 0,8) àgç=C2(0) D, СТ), 
-- “ Fo РИ = _ а 
1 [от ,034=| ге 0152076,6) 14 


= | 22—615097,(0,0)17.0,0)@ 

=C) D, (T), 

因此 ， 
1 
(0 ту E 

定理 7.3.3 设 总 体 & ЮВ F (30) НЯ Ak 
Əln LE 50) _ 
иал. (7. 3. зу 


с 


石 解 ， 由 其 解 一 定 是 š = (т, “ғ, хь) Кер 
Е ЖШ ЖТ ЖӨ ЪЗ, ШИН (7. 3. ОА 


11,7550) = JE Es РС, E) 


H. 


Əln (6,5560) _Əln f; (t, 0) 
28 2 ` 
Pd (7.3.3) 的 解 一 定 是 :# ИНИ, 即 依赖 二 统计 量 了 的 观察 
ГЕЙ | | 
ЖАН, ЖЕ Ө 的 充分 估计 存在 , НЫН 
ЖЖ 9 RAR АМУ АНК НОВУ Б 
的 优良 性 . 
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m. a  . 


定理 7.3.4 ТЕ, РЕВ ОМИ, ВА 
t=T: "Š VERE fr (7, 0)2-0 RKR, MEA 1 НИ 
然 方程 的 解 

证 ”出 定理 7.3.2 5, 366,0) (7.3.2) А, ЖН 


2 (от 0], (7.3.4) 


所 以 统计 量 卫 是 似 然 方程 的 解 . Ë 

这 个 定理 表明 ,如 果 参 数 0 的 优 效 舍 计 存在 , 且 似 然 方程 有 解 
并 为 6 的 极 大 似 然 舍 计 ， 那 么 这 个 极 大 似 然 合计 具有 优 效 舍 计 的 
优良 性 

定理 7 3.5( 桩 商定 再) амалын ЛЕК, M 
BEATO Н Ж 

(1) 对 任 一 数值 "及 gc4C9， yaki Prf 及 >u Zini a 
FE = 
(2) УМЕ АСЯ, 

9-21(06)-- 8|2444,9) 2| < 

(3) 对 每 一 个 0654, 关系 式 


I| e, |2: [|<к Ж] st 


Е з 
Жау, ЖЕР P (2) Ға(т) М. F хЄВ, 上 可 积 , 而 且 Рз (т) Ям 


А Ра) Нем, м 为 与 参数 9 无 关 的 常数 
那么 ,参数 0 Ахан О, ЕЕ 
б, 而且/ WTAE =e En) 一 9] 的 极限 分 布 为 正 态 М0, 


ЖЕ, #188 [5] 中 第 13 童 定理 7 一 3. 
送 个 定理 指出 ,对 于 足够 天 的 容量 的 子 样 , КОНЕК 


st 


уз) 


佑 计量 ОСЕ, совае, (0, оз) EN 


У. BE ERREI 0 kb 0 RENAA И 因为 0(0) RAE 
限 都 不 一 定 存在 . 

在 这 一 段 中 , 首先 看 到 常见 的 分 布 如 泊 失 分 布 ,均匀 分 布 及 正 
ЖА, МУЖ, 其 未 知 参数 的 极 天 似 热 法 估计 最 都 是 充分 估计 
Ж, 接着 证 明了 几 个 定理 .从 几 个 定理 的 结论 看 到 , ВВЕ 
ЕН R, АЖ ЖЕНЕ. 可 
以 证 明 ， 充 分 估计 量 的 单 值 图 数 也 是 一 个 充分 佑 计量 .下 而 再 但 
绍 一 个 定理 ， 这 个 定理 章 明 优 效 估计 基 与 最 优 无 仿 侍 计量 之 间 的 


宝 理 了 .3.6 JEBIE ЕТЕН РКИ F (z;0), 0ER, Épt, Š, 
ZJ 3k F RE, 如果 
(1) ОЧИН Н.У ЖЕ Їй, рф 90€ Q 
| E,(0) =й, р,(0) <=, 
(2) 是 台 的 充分 统计 量 ， 记 
@* = E,(0|T5, (7.3.5) 


EE O 3: F 7 йй ЖЕ Fk ERE, 
则 有 


(1) 9*+ 足 不 含有 日 的 并 为 6 的 无 篇 估 计量 ， 妈 对 一 切 060, 
Ж EGS- 0; 

(2) D,(0*)=cD,(6), 
МН. РӨ-0Ө-ін,% Б жау. 

证 ”利用 上 上 述 儿 个 定理 的 结论 ， 可 以 拖 吉 地 质 述 这 个 定理 的 
证 明 . 由 于 估计 县 不 带 有 未 知 参数 8, 子 样 在 充分 统计 量 Т: 
的 条 件 下 的 条 件 分 布 与 9 无 关 , 因而 9%-8,(0|7) ЖАШ Ж 
Ж 9, 是 一 统计 量 , 可 和 作为 8 估计 量 ， 从 第 三 章 讲 到 的 条 件 数学 斯 
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———щ—--.——=—ыш=Шымы= А т тее та чт пее s — до 2. 


ЕЗ КЕИП, 对 - -E 08 OQ 
Е,(Ө"--Е,ГЕ,(ӨІТ)1|--Е,(0)--8. 
另 一 方面 ， 
р.(Өу-Б,(0-09-5005-6 Б 
-Е,(6-0514-2Е,(0-09)(Ө5-6) + D,(0*) 
=E, ,(0Ó—0*)'+ D, (0*) >D, (0%, 


ЖФА РЭО 
Е,(9—6*)*=0, 
即 有 
Р,{0=60*}=1.. Ë 


《在 推导 上 述 不 等 式 过 程 中 ,应 用 了 关系 式 : 
Е,(д—8#*у(@*—@у=0, 
这 个 等 式 分 别 在 连续 型 与 离散 型 的 情况 下 直接 可 得 到 证 明 ). 
二 、 完 备 性 | | 
ш ЕЯ, ЖЁН H RL ӨГ ЕАУ ЖИРНЕ НР. 
如 果 充 分 无 偏 估 计量 是 唯一 的 ， 那 么 它 就 是 最 优 无 偏 佑 计 了 .。 А 
问 ,在 什么 情况 下 , 它 是 准 一 的 昵 ?为 此 引进 另 一 个 重要 的 硫 念 , 即 
完备 性 . | 
定义 7. 3.2( 完 备 性 统计 量 ) ” 设 总 体 乓 的 分 布 函数 为 (az; 0) 
0ER, g (是 为 一 随机 变数 , 如果 对 一 切 060, 
ғ,194)1=0 
成 立时 ,对 于 一 切 060 必 有 : 
| Р,{90)= 0} =1, 
则 称 F(r,0) 348. 3 Eo E, WTH HE TE, E) 
.的 分 布 函数 是 完备 的 , 则 称 了 为 完备 统计 量 . 
-定理 7.3.7 ШІМ E ӨЛЕН» Р(а,0),660,2,,--,5, 
ЖЗИ, T (£... DJE 0 的 充分 完备 统计 是， ШЖ 0 ЕС А 


+70. 


НЕЕ, 记 为 б, 0*—=F(0|T) ВЕЈН НЕЗ. 
证 设 妨 及 名 是 参数 和 的 任意 两 个 无 偏 估计 量 ,由 定理 7. 
3.6 41, E(6,|T) 及 Е (6, ТН 0 的 无 偏 佑 计量 ， 即 对 一 续 
ec O, 2: 
E.LE(0,1T1=E,[E(0.1T)1=0. 
而 且 对 一 切 6E 吃 ,有 
2 2,Е0.17)1<р,01), 
PREACHES ACAN 
HFH DEN, Ж: 
Е,ГЕ(0.|Т)-Е(0.|Т)1-9, 
且 T 是 完 省 统计 量 , 所 以 对 一 切 ӨЄ Q, 
Р,{Ё(д,|Ту+= Е(ф,\ту}=1, 
因此 参数 0 ЕЕ Ht ЧЕЛ РАН Ж Т — 
的 ， 由 定理 7. 38. 6 知 , 若 ОЖ Ө НЧЕ, M 0*=Е(8| 
TEZA O 的 最 优 无 偏 佑 计量， 目 
对 于 一 个 佑 计量 销 直 捷 计算 它 的 数学 期 望 ， 可 以 判断 它 是 否 
为 参数 入 的 无 偏 估计 量 ， 但 是 要 浏 断 它 是 否 为 让 的 充分 完备 估计 
量 , 一 般 是 较 麻烦 的 ， 现 在 引进 一 类 很 重要 的 分 布 族 , 它 包含 了 党 
用 的 一 些 分 布 , 如 铂 松 分 布 . 正 态 分 布 ,指数 分 布 .二 项 分 布 、 妆 分 
布 等 , 对 这 类 分 布 赦 , 寻找 参数 的 齐 分 完备 估计 量 是 方便 的 ， 
定义 7, 3. 3( 指 数 族 分 布 ) ” 设 总 体 上 的 密度 函数 为 jz; 的 ，6 
EN, &., ---,Е, 为 其 于 样 , 子 样 的 联合 密度 函数 具有 形式 
fC(X;0)=C(0)exp(b(0T(X))R(X), (7.3.6) 
其 中 X= (z, ла), 000), b(0) 内 与 参数 8 有 关 而 与 子 样 无 关 ， 
ВО) ТОНИ Ө. ИО в 
ЖОЖ. PERAMI Ж, ЕЕ ЖР Pir; 从 具有 
(7.3. 6) 式 所 定义 的 形式 , 也 同样 称 它 为 指数 族 分 布 . 


= 21» 


如 果 分 布 函数 为 Fabes 08у, ВТЕ ВСР @—(Ө,,. 


5,6), MUC7.3.6) 式 中 的 指数 部 分 为 еру) т, сію 
ео j=l, еуі 
3E397.3.8 ШАЙ £ DARAM Ка IRRD Ai, 6, 
"y Fa WHEE, HX y ГРА RA ATE: 


£ 
убу = C @) ехр} 215, (0)7, whaw, 
тті 


ЖФ0-(0,--,06),Х-(т ча.) 9E 吕 .如 果品 中 包含 有 一 个 
k ФЕ, ТП Н, B= (Ь,, 57 的 值 翅 包含 有 一 个 志 维 开 集 , 则 
T(X) = (T,(X), =, Ta (X)) 
ЖЕНИ Ө 的 充分 完备 估计 是. 
证 明 请 参看 [2] 的 定理 1. 6, 1， 
例 7. 3.6” 设 总 体 服从 余数 А>О (ЙА рел), Ж 


Ры; А) = е (2= 0,1,2, =), 


Éis 4. Én 为 其 子 样 ， 它 的 联合 概率 БӨ” 20 


һ 
Ут 


F 
-1 一 
i е ВА 


PE = titty бала, А) -Ж 


11! (ж) 
= eezp Dz, Ек: 


-1 
П (zu) 
与 (7. 3. 的 式 对 比 , 有 


О(Ау =е-* 
В) = oe; 
Й ea) 


ТСХ) == 
БСА) =nlnÀA. 


БИ, Ыр = 218, 是 参数 ЖИ 


< 是 4 的 无 偏 估计 量 , 关 而 是 4 的 最 优 无 偏 估计 量 ， 
17.3.7 设 总 舍 二 服从 两 点 分 布 , 即 有 : 


КЛОК. ‚ ЯЬ 
Pt- N 
Oapel. Ét É 为 其 子 样 , ЕЛЕ i WK aE РАВ, 


P(Š i= 21, бы} P} 


> x; 
=p =} (1—p) #5! 


= (1 —р)"ехр}ай- {ү == }. 


与 (7, 3. 6) 对 比 , 有 


C =p"; 


A(X)=1; 
让 


b) = (т 


T(X)=z. 


因此 , УЧЕНИЕ =, 274, 是 参数 了 的 充分 完备 估计 最。 由 于 
是 8 的 无 仿生 计量 ,因而 是 8 的 最 优 无 篇 估 计量 。 


， 由 于 


%7.3.8 Б 2 АЗ, ВЕ PB 8 А 


1 
fir; 0) = I” 0<2<6, 
‚ 0 * 其 它 ， 
660 = (0,1), Е... En 为 其 子 样 , 它 的 联合 密 诬 函数 为 


нз 0==.,. ға =< 80, 
Рб, 5,8; = f ©» 
0, KE. 


这 时 不 便于 与 (7, 3. 6) 式 对 比 寻 找 参数 9 的 完 分 完备 估计 重 . ЖИП. 
在 例 7. 3. 3 HERH TEs E) =тшахё = 41 是 参数 0 的 充分 
估计 量 ,下 面 证 明 它 也 是 和 的 完备 佑 计量， 
ТІН $ = тах5, КЖ 20 
РЬ = РЕ} =P Ey] 
0 #=0 
угу 
= (+ 0<t=<0 
1 — 120 
刻度 函数 为 
| а Oich, 
0) =) б" 
‚0, Жж. 
ШЕН OHF J 0<0<1, 使 得 
Í овен = $. ов" га 0, 
我 们 米 证 对 一 切 0<<b<<1l Ж: 
gf) = 0. 
Е . 
кб) = gG) =0, 
.. 4 e. 


ні 
һ' (9 = 0(#)8"-%=0 
几乎 处 处 成 立 ， 因 为 9 天 0, 从 而 推 知 对 -- 切 0<g<l， 
609) =0 | 
于 是 9(t) 在 (0, D 上 几乎 处 处 为 零 ,因此 Е 是 参数 0 的 完备 估计 
Ë. | 
= пака, RE ONERI S ШИНЕ (41) = „ү, 
O арро 的 无 偏 估计 量 ， 因 而 


tHe Я 2 ах, 
єп 


为 8 的 最 优 无 篇 信 计量 
例 7.3.9 RAI ERMES N, o), fn Ё, DETE 
它 的 联合 密度 函数 为 
1 а. 7 
fc 


1 ыа. 
= лови е " 


хекр)- 573 起 元 оар, 
1 
与 {7; 3. Б) ЖЕ, 9 = (а, а"), 有 


_ тай 


оф ее 


{2ло 
T2) +) 
#=1 


Б(Ху=1, 


we err 


Ыш, Н 2 15те, RJ 68-1 УС.) 是 4 及 
ізі іші 


оа 8,2 Ж S= L ED A a А о? 
ізі 
最 优 无 偏 估计 旱 ， 


87.4 K B| # +f 


ШАА £ ПБ F (2: 0) pi 0 ВНЕ, Е, o, Ë, 为 


其 子 样 , 现 建立 两 个 统计 量 TE, éE ТС, 6,6), Наш 
不 等 式 ; | 
(6,5, Е.) Т, 5, 8), 

MÆLT ТОРН, ВИ ар АЈА Ж 
КЖ, РОА РЕ ИНЕ, 

定义 7.4.1 (区 间 估计 ) а у К, MRE 0а 
<i, 如 果 关 系 式 : 

Р(Г,<6-<<Т,)-1-а (7.4.1) 

RI 并 用 这 个 随机 区 间作 为 参数 0 ВАНН, ПГТ, ТВК 
КО ЖЕУ 1—« БИНН. Жа 为 显著 人 性 水 平 , 称 (8,56, 
E T En es £) 分 别 为 上 ,下 办 信 限 . 


Ce 


参数 4 前 区 间 估 计 的 意义 可 解释 为 : 建立 统计 基 工 ， -a "э 


ҺА Т, Ea) Fis T. ВТ, 的 观察 值 依赖 生子 样 向，…， 


АЕ ТЕНЕТ мж, тш а кой 
2), k=1,---, М, 它 对 应 于 bs 及 ú, 观 究 值 所 组 成 的 一 个 人 区间 
2—0 


[tus ta), 3 一 定 都 包含 着 参数 9 的 真 值 , 有 坚 区 间 包 


ТІГІЛГЕН ыы Ш. 2107. 4. АНТ) 
аа Аа P = ` 
区 间 [ 了 2] 包含 着 参数 9 真 值 的 频率 近似 为 1 一 x， 星 时 ;车 认 为 
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“гт, ТАНЯ 9 的 真 值 "那么 这 种 "认为 ” dai 
率 为 a. CREU, MESLE EL, Т» 1-а йв тч. 
这 是 参数 0 的 区 间 估 计 的 本 质 所 在， 注意 ， РТИ ТА 
1—a [0% ЖЕ АЛЕМ. НР, 7,7, 因为 参数 9 是 非 随机 的 ， 
47.4.1 ИДЕМ N(a,o), En ers Ea 为 其 子 样 , 试 求 4 
及 o 的 区 间 估 计 . 
ы 先 考虑 e 的 区 间 估 计 : 
(1) EFE oa= о} 为 已 知 时 , 求 4 的 区 间 估计 . 
我 们 知道 ， 下 服从 正 态 Y(w -只 )， 因 春 统 计量 
£0 
c fN n 
ЖЕЛЕ: N (0, 1). ЧЕК 1—а, ЖИНА 
得 临界 信 u, 使 得 
ғ 


Р) Ё и. <а=Ё + wu =1—а@. (7.4.2) 


Е--а 


C s |, 1-1 
печь 


亦 即 


就 是 涪 ， 随 机 区 间 | E-i ers E+ ws | 是 数学 期 望 о ЗЕ 
水 平 为 1 一 «的 区 间 售 让. 

对 于 不 同 的 置信 水 平 1 a, БО {К HF BB ЖЕ. м 
ЖЕРГЕ | 

(D 在 方 基 о" ЖИН, Ж a 的 区 间 估 计 . 

377% оз ЖИ, ИННО ӨН 计 o5， 由 (6.3. 7) 式 
知道， 

Әт аса а-а. 


< 27 = 


жа чу wa ит 5 = чит и «зем -т-т--- 


0.10 1.65 amar өзі 


MEERE 1—а, 0<а<1, Æi ЭА pA HE n-i 对 应 
By! НЕ то (а), 使 得 


p| a= S| 2-58) = 
БАП 


Р 26-069) JT 


<š а, 
(T. 4.3) 
шан, (266-0972 E+ tu- ЕТУ 
水 平 为 1 一 «的 区 间 售 计 . 
现 考虑 方差 0 的 区 间 信 计 : 
由 第 六 章 的 定理 6.3. 1 30, ЕВ KE А N(a, o), 
则 有 : 


as? 


TK a-n. 
P: 
HERRE 1—a, 0<а<1, ЖЕН ЕЩ Ж 
1 МПТ х9) K Жо -fjes 


Sa 
PS 200506 


. 72 „ 


РӘ >л. (1%) =1-5 


2 
ме ан (а-в 


P. ng? о ng? 
ЖЕКЕЗ mao t) 
z 


HE 


|-а-« (7.4.4) 


就 是 说 ， mA ИС J о W {а ЖЖ 


1 —о йур НИКЕ. 
上 述 的 区 间 估 计 是 在 总 体 # 服 从 正 术 N (а, о) ЕТІНЕ 
的 ， 当 总 体 上 不 服从 正 态 时 ， 若 其 数学 期 望 ER 及 方差 р 


有 限 , 则 由 弟 五 章 的 定理 5. 4. 3 知 ,统计 量 加 一 а 26 极限 分 
布 为 正 术 М (0,1), MH п айв Ка, ВЕУ ЕЛ А & 
ма, BEBE, 可 应 用 (7. 2) 近 亿 地 给 出 a 的 区 间 估计 ， 如 
RIA o 未 知 , 要 用 子 样 方差 S 估计 o*， 则 可 应 用 (7. 4. 3) 式 近 
似 地 给 出 а 的 区 间 估 计 . 

下 面 的 例子 , 则 不 必用 (7. 4. 2) 及 (7. 4. 3) 两 式 作 近 似 计算 , 它 
可 直接 导出 子 样 平均 的 精确 分 布 ， 从 而 求 出 参数 的 区 间 估 计 ， 


例 7.4.2 设 总 体 5 服 从 指数 分 布 , 密度 函数 为 ; 


Aa =, х2>0, A> 
Dda 
HEIE 其 它 ， 


求 参 数 4 的 置信 水 平 1—a 的 上 置信 限 ， 
Ж ”我 们 知道 导 的 特征 请 数 为 


pit) = 人 (一 入) > 
-79 


1+ 1e a r ur mamas -— e ena с. 


于 是 , 子 样 平均 的 特征 函数 为 
pD =(1-j) - 

记 ?= 2яАЁ, 则 少 的 等 征 函数 为 

Ф.) = 1-28)". 
жа, жы n JE J Ñi HH 80 2» 的 类 分 布 , 给 定 置信 水 平 1 一 a 
查 得 临界 值 ха) 使 得 

| РАЗА, (0)} =1—a, 
亦 即 


Pjo 一 <5 тт РА: (a)} =1—a, (7.4.5) 


因此 (0, > До) A MERKEN 1 一 a 的 区 间 估 计 . 
也 可 以 这 样 选取 的 区 闻 估 计 : 
Phon > 0(9) 9; 


РЇдлдЁ > XI 全 И 


р}х.(1-5) алё, (2), -:- 


487,5 极 大 根 小 估计 与 容许 估计 
一 ， 决 策 论 的 基本 概念 
在 这 节 里 ， 我 们 将 运用 更 一 般 的 观点 一 决策 论 来 考察 点 佑 
计 问 题 , 为 此 , 我 们 先 介绍 决策 论 的 一 些 和 名词 和 概念 , 如 决策 函数 、 
风险 函数 等 ， 
设 总 体 儿 的 分 布 函 数 为 了 (zx; 站 0E [2,0 为 术 知 参数 ， 吕 为 参 
. #0: 


数 空间 ,1，…, i 为 其 子 样 ， 求 参数 Ө 的 点 估计 , 可 看 作为 出 子 样 
£ s Én 的 一 次 观 痔 值 一 一 子 样 空 间 终 中 的 一 点 (zz 对 未 
知 参数 4 采取 一 种 决定 。 在 数理 统计 学 中 ， 我 们 称 所 采取 的 一 个 
决定 为 决策 ,将 可 能 采取 的 人 部 决策 所 组 成 的 集合 称 为 决策 空间 ， 
记 为 “因此 ,对 末 知 参数 6 或 对 分 布 了 (x; 外 作出 估计 ， 实 质 上 
是 对 子 样 空间 红 中 的 每 一 虑 (x1,…, zs), 在 决策 空间 中 寻找 一 点 
EA 与 之 对 应 , 于 是 我 们 要 选取 一 个 在 决策 空间 x 中 取信 的 子 样 
ёз, $, Ж СЕ, ое, Е). ЗА ВЕЗНИ Э (а, ос, аа), Ж 
们 采取 决策 о (an ty Ea) Сааб, (8, Б) ЖИВ, 我 
们 称 它 为 决策 函数 或 判决 函数 ， 

例 7.5.1 点 估计 问题 的 决策 论 解 释 

BAIE E BOMAR 了 (2; 9),9E 人 ,9 为 未 知 参 数 ， 要 求 由 子 
FE h, eers Én 建立 统计 量 作为 9 的 佑 计量 ， 这 时 , Нины ©, 
即 与 参数 空间 Q 重合 , 而 每 个 佑 计量 就 是 一 个 决策 消 数 . 

我 们 知道 ,对 于 每 个 具体 的 统计 问题 , 总 存在 着 许多 不 同 的 决 
策 函 数 可 利用 , 因而 就 需要 发 展 某 些 理论 , 能够 使 我 们 评价 决策 函 
数 的 好 坏 , 从 而 选择 一 个 好 的 决策 函数 ， 为 此 引入 损失 函数 , 记 为 
工 (9 d)， 它 是 参数 9 及 决策 “的 一 个 实 信 非 负 函 数 ， 它 表示 参数 
为 时 ,而 采取 决策 为 “所 造成 的 损失 .当然 , 我 们 希望 当 其 参数 
为 8 时 ,能 采取 一 个 “最 好 ?的 决策 ， 即 使 损失 达 达 到 最 小 的 决策 . 
НЕО 的 参数 值 是 未 知 的， 此 对 我 们 就 无 法 知道 最 好 的 决策 是 什 
么 .我 们 是 利用 子 样 建立 决策 函数 (ЕЁ, ED 来 产生 决策 的 , 它 
所 对 应 的 损 类 为 工 (8,8) = LLO, 4(&\, --,801, 所 以 这 个 损 兴 是 依 
НРУ, 因而 它 是 一 个 统 讨 量 ， 因 此 , 我 们 还 不 能 运用 基于 子 
样 的 菜 次 观察 (2;,…, za) 所 采取 的 某 个 决策 所 带 来 的 找 失 ТГӨ, 4 
(ists ол) ЖЕ, ОЛУЈА Е ЕЖЕЙ, 现 采用 平均 损失 来 作 评 
ёт. в 


+ 81 = 


27 — T aq В 
— w was uki u + wan тии тош ылыш, © 


808,0) -Е В, 4, $a) 1). (7.5.1) 
TERRE DE MIARE 0 МН. E A И # 22 38 
Z. 称 В(0,4) БЕБЕК. CABK ооа ас, 6) 
о ЗЕ ФО ОИ, ОБН 
йж. | 

#1 7.5.2 MO ШАЙНАУ PCA), ЛЕО (0, о), 
要 求 估计 未 知 参数 4、 如 果 我 们 选取 损失 函数 为 
L(A, Ф) = (@—5)°, (7.5.2) 
即 二 次 损失 函数 。 则 对 4 的 任 一 个 计量 462, 65), А 
RQ, d) = E,[L (A, dy ]= E,[ (4—А)?]. 
和 如 进一步 要 求 估计 量 а Е, ED ЕИ, 即 
ELECE =, 6) J = A, (7.5.3) 
MARB ВОЛ, 0) =Е,14—Е,00 1—00. (7.5.4) 
BERRAK Eo EDAR. MARE -,52-5, BA 
EE EEN АЛЕНА: 
RG, d) =D, (E) =Z. 


H (Е, 55 Én) =£, ЗВАНИИ AE ER 33: 
RO, d) =D, (ENA | 

显然, 当 #>>1 时 ,后 者 的 “风险 ” 比 前 者 大 , Е F А. 

ша ШАШЫМ 

начата аав T — а 88 Ж AT 95 Е 
则 ， 当 然 我 们 希望 选取 一 个 决策 函数 ， вен 可 能 地 小 . 

定义 7.5. 1 ХАМЕ. Бонай оа R 
的 集合 , 若 有 а, ДЕ, ЗЕ КЕ, ---, Е, EA 

вир{В (9,4%) } <sup(R(0, O), (7.5.5) 


则 称 4* (81,…, Én) 为 参数 9 的 极 大 极 小 估计 量 . 
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xk ЛУ ЖЕ йо PE qp SR E iB RT ВАН 
MARRARA (51, НЕР ШЙ АНЫН А JE ЖОК Sk l 
欧 情 况 尾 可 能 地 好 的 一 种 策略 ， 这 就 是 通 当 所 说 的 从 最 坏处 车 臣 
而 争 到 最 好 的 结果 , 是 一 种 出 于 稳妥 的 考虑 , 也 是 一 种 偏 了 于 保守 的 


* . 
例 7.5.3 ШВЕЯ, Вр: 
ee 


Ak єп, |, 试 求 套数 ?的 执 大 极 小 售 计量 . 


т жанка = [1,1]. де шй r 
@,унж 7.5. УЖ. | 


sg 7.5.1 
Lipra) a=} а= 
Т" | 
1 
т=з 1 4 
1 
Pi = 8 z 


如 果 我 们 选取 容量 为 1 的 子 样 记 为 名 ,由 于 号 仅 取 两 个 可 能 慎 及 
以 中 只 有 两 个 元 素 ,因而 决策 国教 的 集合 多 是 由 4 个 元 素 所 组 成， 
分 别 以 41,4, ds, d, 表示 , 即 有 : 

Ж 7.5.2 


由 et 


它们 分 别 造成 的 风险 R (p, o) 记录 在 表 7.5. 3 中 
Ж 7.5.3 


“ R(s,dO апр (р) 


di 1 3 3 
d. 4 2 4 
2 5 s 
di 4 = 2 
18 5 18 
d, ч т + 


Ш (7.5. 1) 式 计算 得 到 R, 四 ， 例 如 
ВФ, = 8B, [L(g;, бә] 
= (р, а) Pp, {(E=0} Іт а) P, (8=1) 
| =+ 《1 一 2 + dp =, 
В(рь, da) = L (ps, a) Pp (E= 0) tL (ps, as) Pp (£=1) 
=3: (1—p:) + 2-5. | 


由 (7. 5. 5) Аа, Ж? 的 极 大 极 小 优 计 为 ; 


СЕИ 
外 一 由 一 人 1 (7.5. 6) 
` 227 & =1. 
=. ЖИЙ 
定义 了 .5.2 PLEDAR hEDA, NATA — IEN, 
有 | 
RO, d) <R(8, da). (7.5.7) 
ЗИ РЖ 069, (7. 5.7) в МЕЖЕ Елу, WI: 
4 ЁҒ tz. 
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ана dEn 
ПИРА, s E) 也 就 是 说 , 所 有 处 处 不 比 6 差 的 估计 量 都 应 


与 do 5, НП АЕ: БИЖ ЯНЕ 
{17.5.4 AHE ERMER N (a, о), 51, +, n АҒЕН,я> 


2, 要 估计 方差 о, 选取 平方 损失 函数 
L(o', 4) -(2- 1). (7.5.8) 
ЗЕЕ ЧАН: 


1 > 2 
h= “у (%--2)3, В(о?, 40 тасы 


1 < 2. 
ИИ а.) Зак? 


азда. Rh) = ВЕ (25). 


ju A= р/с“, 则 有 
Ria’, dh) > R (G°, у), *|— H) e*>-0; 


RCo, 4) LRE, 4), %} A< 202120, 


з= Өк 


2(%4-2) . 
n’ (n-+i)' 


由 例 7. 2. 45п, di (Èn 50) о 的 最 优 无 偏 估计 , 但 在 (7. 5. 
8) 平 方 概 尖 函数 情况 下 ,dC d EF d (0, Е), EBF 
书目 [19] 中 还 证 明了 delé ré) E o: 的 极 大 极 小 估计 ， 当 4= 
ш/а 不 超过 某 个 数值 时 ,ds(，… т, БО, 18 
是 当 4 超过 某 个 数值 时 ,gs БЕ da ЗЕ, EEH Асов, В(о?, da) 
>o, РИА Ж 4,6,5, 5) 不 是 一 个 好 的 合计， 然而 可 以 证 明 ， 
ds 是 0? 的 容许 售 计 ,而 Фф 却 不 是 o: 的 容许 估计. 
. 85 ° 


В(0*,4:)>В(0*, da), ЖАР 


于 而 分 析 说 明 , 单 钝 其 容 许 性 钊 许 来 选择 估计 是 不 尽 合理 的 ， 
最 常用 的 是 级 大 极 小 性 与 容许 性 同时 成 立 的 佑 计量. 

定理 7.5.1 (1) # 四 是 关于 损失 邯 数 三 (6， 办 基本 瞧 一 的 
ЕКВ, M do 是 8 的 容许 估计 ， 

(2) 车 西 是 容许 的 ,而 且 在 6 马上 为 常数 风险 , 则 d 是 极 大 
ЖЕН 

证 (1) МЕ: E ТИЧА, НЕВЫ, 40% 

+ d, H dido, ВМО 0 із ЛУВР, АЕБ ВЕ 
Ж ЕН. | | 

(2) 车 而 不 是 极 大 极 小 估计 , 则 存在 dip EBE IEO, 有 

R (0, di) «вир {А (0, ау) 
<sup {RC9,40)} 一 常数. 

这 与 4, ЖЖ ЕЛЕЕ ИЛИ. 

较 详 细 的 内容, 可 参看 [19] 的 第 八 音 . 


О "57.6 Де 

前 述 各 节 都 是 在 未 知 参 数 9 作为 非 随机 变数 的 情况 下 讨论 参 

数 估计 问题 ,事前 对 玉 知 参数 0 没有 什么 信息 ， 但 在 有 些 情况 下 ， 

事前 可 以 提供 未 知 参数 0 的 柴 些 附加 信息 ， 这 对 于 参数 6 的 估计 

是 有 益 的 ， 如 例 7. 5. 3 中 , 若 知道 8, [ШШ p. 有 较 大 的 可 能 成 为 参 

Be p 的 真 值 , 此 时 可 以 将 参数 p 看 作为 一 随机 变数 ， 具有 某 种 概率 
分 布 , 例如 

Р(р=р)=2,  Р{р=р}=-1 


试问 怎样 利用 关于 参数 了 的 附加 信息 来 建立 参数 了 的 估计 量 ? 
下 面 引进 贝 于 斯 方 浴 ， 较 详细 的 内 容 , 279 191451092. 
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设 总 体 皇 的 分 布 函 数 为 FaN, 0E, ВЕ 0 在 参数 空 
НО 上 具有 给 定 的 分 布 函数 =( 的 ,通常 称 л (0) 0 00 БӨА 
Ж. хы, ғафил ЕО ЕВА, Ш 
Ға, ORRE E 及 6 的 联合 分 布 函 数 , 即 有 ; 

FGz,0)==(0@)F (z]0). (7.6.1) 

对 于 决策 函数 ioes Én, B (7.5. D 式 给 出 的 风险 函数 Р 
(0, d) pz Ан 


В (0,8) = B(IL[80, (Е, "+, 2210), (7.6.2) 
EETA бе Ын с, 556, ENRE, 已 依赖 于 9， 
因而 R, 4) 0,8: БН, НАЗЕ ЕЮ, 得 到 
ва) = Е{Е[0, dl, r, Ea 
=Í BULLO, EEn ED JINO (7.6.3) 


# ВОНИ 266,5, ЕШ ДИ БИШ. 
定义 7.8.1 ( 贝 时 斯 估计 ) ВВЕЛ F a, 0) rh 
ERO 为 随机 变数 ， 对 于 任 -一 决策 函数 2(5,,…, 6,9, BARR 

BEPC, E), EA 
B(d8*) =шш{В(@) P (7.6. 4) 


则 称 4* 为 参数 0 的 贝 叶 斯 估计 县， 

从 (7.6, ORA, 册 时 斯 估计 量 2* Е, Е), EER 
风险 в(а) 达到 最 小 的 决策 函数 ， 贝 叶 斯 估计 量 是 依赖 于 先 验 分 
布 (0) ÉB, 也 就 是 说 , 对 应 于 不 同 的 = (0) , 9 的 中 叶 斯 佳 计量 是 不 
间 的 ，. 

下 面 对 总 体 二 为 连续 型 随机 变数 的 情形 讨论 两 个 定理 ， 定 理 
的 结论 也 适用 于 总 体 挟 为 离散 型 的 情形 ， 只 是 要 几 条 件 概率 函数 
P (¿| қам Ж f(z19) 的 位 置 ,再 用 求 和 式 代 替 积 分 式 
ж | 
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由 由 叶 斯 公式 知道 , 有: 
f, 0) =a (fæla) =9(#)1 (012); 


кө) - 19), (7.6.5) 
ЖЕР g (2) Ж £ aB ray АГИ Ы, AO la) A Ж ЕЕ 0 (9 
АСЕЛГЕ, 又 称 为 9 的 后 验 分 布 (相对 于 x (O їйї Т, а (0) ЖЛЕ 
抽样 试验 以 前 就 已 知 的 , 耐 4(1z) 是 在 通过 抽样 试验 以 后 确定 的 
于 是 47.6. 3) 式 可 写 为 : 
B(8) =f- L0, d (æ1 чья) Jf (19 al 的 


ырл) Ж 

о Е. 

хп (0) 4х, ds, dð А 

|е, э Ta) (ие, їс, "ө" 2,21 x 

тұ Я 

x AO] ris ---, з)40\4а\--йз„. (7.6. 6) h 

3ER7.6.1 ЖЕЛИН СИ Ди . Г. 
(8,4) =[0— d (Ë ts Ea] (7.6.7) 

ЖЕЖ e б ШИТ ЕЛЕУ: Е 


4<4., МЫМ) ё.) =E] Еһ, Ы Éa). 
=] OBCO lEs s 5246. (7.6.8) 


Ш 我们 知道 ， 
B(dy= ffon, .-, 2,4) (19-ға, Rn 
“тш. 
ETCEN 2,240 dzidrs. (7.6, 9) 
(7. 6: DARF 4Є АУЫН, ЛОРАК 面 的 (7. 6. 


10) 式 对 于 4Є Фр Ht Н: 


‚ 88 < 


Í [8—4 (ку, +, п.) 12900 |23, ---, т,)48. ` (7.6.10) 


为 方便 书写 ， MA EFR i >y 4,2; (7. 6. 10) ATEA: 


|10-4001%846 | Х)46 
=Í [ё—к(#|х) -_к(#|ху—4(Х) h XJA 
=È [0—80 X)| X)46 
二 | CBOIX) -A AOIN d 


+2] [9— EG(@|X)3[R(0| ху—а(хула(ө| хуа, 


(7.6.11) 
其 中 
BCb1ZD) 一 | 091 худ. 
x 
| „[#—к‹ө|хулгк (01X) —4(х)у1һ(#| Х340 
= [119-8091 XXJh(0| X)40.[B(8| X) —4GD1 
ЕСО) —E(0|X))-[E(0| X) —4(X)1=0, 
所 以 | 


[, [9—4 (X) TAIX) =| (9—2 X) {98| X) IO 


+| Е@|Хх) —d(X)3AC(0 | Х)46. (7, 6. 12) 
上 式 右边 第 一 项 与 4(X) 无 关 , 显然 当 
d(X) -Е(0| X) 
几乎 处 处 成 立时 ,左边 达到 最 小 。 国 
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н uram ee pp REE оъ След y's а және ———— — ил. о 


_ 941.61 МАМА, НН: 
_\ |, z=1; 
ZOP E у 

рє2= (0,1), 8, +, Е, ЖАН. ПЕК, 


L(s, d) = (Р—4)°, 并 恨 定 参数 p 是 随机 变数 ， 服 从 均匀 分 布 ， 即 
Ж: 


л(р) =1, О<р<1, 
试 求 参数 ?的 贝 计 斯 估计 是. 
Ж TPECG@Á@ ЕН: 


1 > я: | A- $ 24 
gz yp 2, = [12-1 (1--2) ізі 4? 


-Ң Ж» --1,я--1-- Sa) 
i=l і-і 


1602002207 


(в+1)1 : 


参数 ? 的 后 验 分 布 为 : 


Ès n- È a 
holam enr = et n 


| 


由 定理 7. 6. 1 知 , 参数 p 的 条 件数 学 期 望 为 ， 


| ғі ñ f 
pG, ЕГ = | іг» --, т„)@р 


— (n+1])1 __ 


22 2:22 
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п 


. ЕЖЕ 4- у, | 
x |> (їз 170 ёр 
й 


开 即 参数 ?的 贝 时 斯 估计 其 为 | 
ГЄР "s Ен) = зе) а. 6. 18) 


вт. 6.2 je a 5 ЕЛА: Ж N (а, 1),ае = Ri, 5, е, Š 29 
КУ. RESH a RAIER N (0,1), Некая 
ЖЕ (а, 4) = (а-д)! AREA ай шн ыра. 

解 ” 子 样 的 条 件 分 布 密 度 为 

了 (et z, |a) = Ia +> T 
子 样 和 参数 a ВВА 2 fi St BE 30 
f, ть; а) = FCE z. |а) л (а) 
1 ( ш a 
EP 0 е | 
i=1 
T-FË 093 A НЕ 28 
9, "°°, 2.) = |7 Раз, z Па) Са) ва 


ар 1 
т Cv 2л)" ехр Бо 


х Г хр Се 十 1)az 2anz] | аа 


а-ы нё 
arp >” > ВЕ 


= 


— ma waranka т wawawwaananana tee чиринди. жүй 一 -ri HR ПШР НЫР шеті HT ж-ш ысу! 0 0. 


于 是 参数 a 的 后 验 分 布 为 


й (а |а, Za): 


У z la) (а) 
ШЕЛ Е 


Есйа|ғі,---,2,) = | айба [Z "O Fn) da 


定理 7.6.2 
了 ғ, 为 其 子 样 ， 


í Ld 23 Tlga 
2} varo PL 20418 nti lda 


- 


Жат ДІНДЕ НА Ж 


aG в УВ. (7.6.14) 


ЕМЕ Š НЕН  1(1;0), ВЕ, &, 
ач, ОМ ТЫ ЭЖ a (全 的 参数 Ө 


的 贝 叶 斯 估计 量 ， 如 果 风 险 函 数 ROHE О 上 是 常数 , 则 2* 也 - 
是 8 的 极 大 极 小 佑 计量 . 
证 设 是 任 一 决策 函数 ,由 于 a* 十 贝 叶 斯 估计 量 , 因此 


# С. 6. 3) 式 知 
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B(d*y<B(d5. 


| ва-| В(#,4*ул (8)48 


= ВО, а (0)40= Bd), 


ЧА, а ЕО „Ж ЖШ, ШТІ 
sup(R(0,4%)) RO, 2") = Í RO, а*ул (649 


<| RO, да (049 =<sap(R00, 4)}. 


+ 4 的 任意 性 , 得 到 
sup{R(8, d*)} ~inf {supL B(0, d) Jy. 


ШШ (7. 5. 5) КЖ, dt 00 0 的 极 大 极 小 佑 计量 . 


87.7 Зи 

RIDETANTA Е (25 00) Ча 0 Ө 的 估计 间 题 , ЕНЕ, 
本 的 与 随机 性 的 两 方面 分 别 作 了 讨论 ， 现 在 ， 将 讨论 另 一 类 型 的 
竺 计 问题 ， 即 非 参数 性 的 估计 问题 ， 这 一 节 衬 要 叙述 由 一 个 将 机 
变数 估计 或 预 凋 另 一 随机 变数 的 问题 ， 由 一 组 多 个 随机 变数 米 估 
计 或 预测 另 一 随机 变数 的 问题 , 其 基本 原理 与 上 述 问 题 是 一 致 的 ， 
АВА, 对 此 我 们 不 作 详细 讨论 ， 这 池内 容 , 在 数 
理 统计 学 的 教科 -中 , 有 的 称 之 为 多 元 相关 分 析 , 有 的 称 之 为 第 一 
类 回归 问题 .我 们 考虑 到 这 类 问题 的 实际 意义 在 于 处 理 估计 与 预 
搞 问 题 ,因而 冠 以 非 参 数 估 计 的 名 称 ,安排 在 这 一 章 中 作 介 绍 . 

一 、 最 小 均 方 误 关 估计 

我 们 知道 ,不论 随机 变数 硅 及 3? 服从 什么 分 布 , 上 及 了 之 问 下 
述 线 手 关 系 式 | 

| п=аё +8 (7.7.1) 

АЯМА УЫ Ж Е ЕН о SS a tE: ірісі Қ 
站 ,a В. АЗС КОК УЕ EE R n rh, 
атна Ы ГТУ ИОВ РЕ Ж ЖЕ ТЕНЕ ИШ Я + 
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Ж НН, ДУ НЕВЕ, БН E ЖЕ Ж ТЕБЕ 
Ж Г ЕТИ ЙИ ГЫ) Я, 

当 |1el<1 时 ,和 专 及 了 之 间 的 线性 关系 式 不 成 立 ， 试 问 , 在 什么 
只 则 下 ， 建 立 一 个 随机 变数 来 估计 或 预测 另 一 个 随机 变数 为 “成 
ВЕ” Ин. 在 防空 中 多 要 随 村 估计 敌 机 飞行 的 状态 , 一般 可 以 将 其 
АВА ЕЕ И НЕ п = От т) НОЯ ПЖ ЇР 
Бий ВУЗ ИЮ —Б УМН И 6 СЕ, БОЖЕ, ЖЕ эт, 
就 是 说 ,用 观测 随和 机 变数 САРАНЫ ОЕ ЖУ ЧА IFE ТО 
АД, ЖЕ Фе С рЫ А Ар) n 作出 估计 或 预 副 ， | 

定义 7 了 .7. (ИРЛИ) ТОЯ ни, 
РАЕН), 如果 
| Bln—T (DJ SEn —U (2), (7.7. 2у. 
则 称 T(E п йз pehia Ия. 

在 第 三 章 的 8 3.5 ВЕ, н, “ТЕСЕН, HE 
и, ЖЕД 

E[n—Eqn| eR U (E) 下 . (7.7. 3), 

зї. МИ, 705) (10) Ж n ВО 2216 HE. 

例 7.7.1 (Е, ЛИМ ЕУ, КИО 


1 nl басса)? 
Dao TP 2017р" 01 


Ка, - 


2р 429) (8%) | 9 ze jh 


тшт; өз 


HD š ЕЛЕ N (аз, с), п НЫЕ N (as, тз), р 为 其 相关 系数 。 
ІҢ $ 3. 5 让 的 结论 知道 
ENJE) = aat p Z= aD); 
ВЕ п =: a+ р Ga, 
z 
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Mifin & ВУ БУРИ ӘНІНЕ 
таз-(а- р Ta )+ о 94 Оз; (1.7.4) 


Ж-Қ ыт, 二 由 建立 的 最 小 均 方 误差 佑 计量 也 是 一 
+ Ek ЕЖЕ АП, 
| Т (m = (= — p z а:)+ ро. (7. 7.5) 


=. RARA iit 

911908, 4o =1 RE, 1) RATRE Ж ЭШЕ, 都 可 建立 
ӘРЕ, AMRAN В E ER RAENT 
合计 或 预 铀 另 一 随机 变数 ,这 在 实际 工作 中 是 相当 方便 的 ， 当 然 ， 
老 12|<I 或 仁 , 力 不 服从 二 维 正 态 分布 上 时 ,仍然 建立 线性 模型 ,就 
会 增加 因 模 型 的 不 合 而 带 来 的 误差 、 由 于 线性 模型 在 实际 工作 中 
应 用 方便 , 白 以 人 人们 对 它 还 基 比 较 有 兴趣 ,讨论 得 比较 详细 . 

更 在, 公 虹 线性 模型 的 估计 问题 作 如 下 讨论 ， 

定义 7.7.28 GREBAN IRAI Иан 


Т (£) ==а-{ Bš. (7.7.6) 
WRITE- ВЕЗЕТ U (2) = a + РЕ, ЕЛ 
ELn - (w ВЕ) EEL ба TBS) |, (7.7.7) 
则 称 Т(&) № т PE mehi А Е, 
Bln ЕЕ СЕП, — (а ВЕ) 1°. (7.7.8) 


ПАП, ЖЕҢЕҢЕ ДУН) ЗЕНА ВЕ ОЕ Йй КЖ 
ПЕР АЗ. ЕМУ ЖЕНА, иа 
佑 计量 是 一 致 的 . 

试问 ， 在 线性 模型 (7. 7. 6) 式 中 的 系数 < 及 及 广 足 什么 条 件 ， 
可 使 得 人 (8) 为 9 的 线性 最 小 均 方 误 凌 佑 计 景 ， 由 于 
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Е-е а РГ | 
= Е{п—Ё(б]—ЙВ'[#-— 805) ] —[а’— Вар) + В'Е <) 13) 
=Е[1— Е(т) ӨЗЕТЕ- Е(ЕУІЗ 
+ [æ -Ept ВЕС) 1—28" соу (Ё, р) 
= 00) + PD (Е) — 28’ сом (ёр + Го — E (n) + В ЕС», 
HEAS PH w №’, 得 到 : 
er BIn (97 B'E) 15—209 —Е (9) ВЕ) 


537819 (af PTPP DE) —2соу (£, D 
+25 —В (р НЕС) ТЕС), 
令 其 偏 母 数 等 于 零 , 从 侧 解 得 ; 
а=Е(1) ВЕС); 
сом (&,) _ “Вор | 
P= роу TPDC 
"HURI, (7.7.9) RAEN а 及 月 使 得 (7.T 7) 式 成 立 ， 即 T(5 
=at ВЕ 为 了 的 线性 最 小 均 方 误差 估计 量 . 
同 理 , муж! Е ЕЛ аи: 
Т.О)-а + уп» (7.7. 10) 


(7.7. 9) 


-其 中 
а= ECE) -EE m), 
JA (7. 7.4) 5 (7. 7. 9). (7. Т. 5) SS (7, Т. ORAR ЕЈ, м 
СЕ, ВКЛ НЕ ЕЖИК, Br EJ p ЛЕ ЫИ БОР 
ЗЕ Н- А), 
现在 讨论 由 (7.7. 9) рН: КЕМ. РЖ 
В[а- ВЕ] -- Е [Е <) — ВЕС 5 ВЕ] 


= Кр) BED + PEC = F (m), 
Bih (7.7. ӘУЕНІ TO vat ВЕ 是 7 的 线性 最 小 均 
ЕЛА НА, 简称 为 5 的 最 优 线性 全 计量 .， 记 
en— la+ Bš), 
称 №7 T (8) = x+ Bš 作为 9 的 最 优 线性 估计 量 的 估计 误差 , E 
Я РЖЕВ: 
(1) E(e)= 0, Dle) = (1--p Din); (7.7.12) 
(2) соу (е, ĝo 0. (7.7. 13). 
ЖО Е, E (e) =0 ДЫМ. БШ FAHR IIS] 
Die) = ЕТа — (ot 82) = Ein [E (n) — ВЕС) ВЕ} 
= {in Emi PELE] 
- (р) - 28соч (ё, 2р) + EDE) 
D 2p Вор r p'DG) (1 0.90. 
(7. 7. 13) АВЕ ЯН Б: 因为 


| = — “г т --еВ —— --Ж соу (Е, n) 
e=n— (а +5) in- EG] — [S BD , 
所 以 


cov (е,&):=Ё[е— Ё(г)][2—Е(2)]=Ё{е[&— EE] 


=E- Б@р1Е&—Е()1—Е[&—Е‹@) .Ph 


—cov(£,m) —соу(#,) =0, 
所 以 估计 误差 e 与 所 线性 不 相关 . 
£ LADA, ЛІСТ. Т. 所 确定 的 六 的 最 
ЖАНЫН ТОО :a | ВЕ, ЕВЕ 
计 误 差 。6 一 9 一 (8) 的 数学 期 望 为 
零 ,方差 随 着 p MAMP, е 与 & 
线性 不 相关 . 
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借助 于 并 何 的 观点 ,把 不 相关 性 视 为 正 变 和 镍 ,那么 估计 误 装 e 
аҚ АН Е 1:35 (ЕН). ЖП 55 2 本 来 不 正 交 ， ІН ее 
hé EZ m Т-а- ВЕ Ж ЖЕ ЕЕ. 就 是 说 , НЕЖ 
立 的 的 最 优 线 性 估计 了 J 了 (6) 一 a! ВЕ УЖЕ „Ьин в №. 

РАНЕ, ЕҢ (7. Т. 1104 ЖЕ 2 УБЕРЕТ, О) = Zat Bm, 
它 古 二 在 好 上 的 垂直 投影 . 


я в 
1。 设 某所 区 的 风速 去 服 / са, 2, МЕЖ 


{А ёс latl} -5 0: 
на, Ві Tati ate ?, 120; 


0 ‚тб, 
(а-++17>0, 2-0), WAK ЖЕ Бю ШІ, 在 2= 言 ra 一 2 时 ， 8 一 5 求 百 


年 一 遇 的 最 大 风速 到 值 ( 即 š КРЫШАХ 1%). 

2. ЖЕ ВЫ, НЕЕ У КЕНО n ZAH 8 А50 
п) = es nv, а>>0, 8220, 0220, ЙТЫ ЕНЕНЕ ИО ИШ, ЖЕДЕ Ж 
НЕ. 

3. ШЕЕ АЕ Ма, 1), SART k 只 记录 是 否 为 负 值 , и 
MEEO нат ас, БН ИМИ, КК а 的 估计 值 . 

, ЖЕНЕ Ғ(а20,2,--,45, ТН, О 
хи. 


(DD) fine sO — co 00, ~ geo0 


fat, Ort 0<0< оо, 
ИРЕ 
4 
(3) над 107 
0, IE; 


ег, Dr 0<9— с, ü 


9, Жын, 


(2) f(a;0)= 


Oz 059, 


<> == 


(4) као =) 
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5, ЖАМК S RA САДЕ М, п, бро АЕ ШШ. бы 


ЭНЕН, R N руя НГ Ы, 
6. МАМЕ АЗ Е ДЕЛУ ҮН. ТЕ W a gg W 


. шесі exp паж Е 
Ба; Я, = ехр (Мас: а) , 


de eo б Ж PH R a R u 2 BO hs а, 
т. EIE ЕКЕ pe 8 ЖО 
ізі-(бғһа, 0<z<1, >l, 
É, "É, ЭЗЕ TÉ, ЖЖ Б ТЖ КАП ЖК HF E РЕН. ВУ 
2 0.3.0.8.0.27,0.35, 0.62 № 0.55, k 39 БИЕШ. 
$ WP {ЧЕ E CE EF), ЖИЕ НЕ НН? 
ЁС) Ве, [т> >0 
‘ 即 随 机 变数 全 具有 在 左边 t БАҚЫ, с ӘН TT B E n + 
ЙУ ИЕА ЦЕ ti ЖЛЕ ЖЕНИЯ Л T... Т. 
CO H f AU АТР, GR A {ШАИКЕШ Ж. 
(2) ЧА тат, ЖТА ЕСЕН сала 
9. ЛЕЕ BR A G di sy Ai, RE pe УН 
firj A= (Аа›а" le +7, +5, 
өсе, AETH, асела, Ж АПВ АТАР, 
1) EGYE E JRA T -aydis ЖИ: 


fui = ВУ мг 2, и, 
Fiatil) 


бун, ЖАҒЫ, Жаған, ТЕРУ. 
11. W. K £ йо НЕ ЛШ Л: 


Ё (ғ Pis 9.) Z ge m 
一 ooh < r< co, 00,00, ЕН, WHF Же 0, А6, И КЕ 


ЖИ. 
12. BEIE EMMER Аса, о), éo tes En ARTH 


а) жы WE oD 5,2000, 
ке 
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2-25 ——p sCTwawawsrciwssacsa r s рчы ыл ото 


` n-i 
(2) жь 01 (6—60 Ж o ШИНЫ, 
ізі 
13. НЕЙ š 的 数学 项 望 3 а, ЭЕ Hoo, Ën eu Фа 是 它 的 子 Ж, 
ТО, лай, ЖҒНЕ қТИЯНХЖН 
БЕРГ). Ea 
14. (6 ЗЕТЕ N (ао), 20,6. & DAE, аы, ШЕПН 


1 с" А лл кез, 1 


15. ЕНІН Ма, 1), —со<а<соо, 6,4, АҚТЫ, DL 
ЕЖЕЛИ 


а) а =i +2, +Ë 


(2) а= 548 
(8) =й +++ 


ЖЕЛ а НИНЫ, РЕШУ НЮ, 癌 哪 一 个 最 小 ? 

16. 设 总 体 ЕЯ a, й Жа, 分别 为 套数 a 的 两 个 无 偏 估计 
B, 它们 的 方差 分 别 为 сі Б оз, MARKA р, АҢШЫ o 20, ©,>0, 
ве: =1, В сай ров, bk h ЭЕ, 

17. БС ИМЕ N (a, 1, ВЕНЕ Ма, 2), &, бы 
Е Е u PPF, Yote Na BAIR n ПЕНЬ ИКРЫ. 

G) 试 求 8 二 而 一 a ПИ Ж 4 

(2) п n Tn =а BE, И] п, 六 ;加 :他 配置 ， 可 使 站 的 方差 达到 
-最 小 . | 

18. МАСА пін САНЫН ҚОНУ A а, а, М ol, сї, Epe 


名 R no о m DIREN ЕЙ, RASET hO 82 ST, 
#=1 
4-15 ПКЕ 5—9 为 а-о ЕЕ ЕНІ. 
了 一: 


19. АВЕ: 
+ 100. + 


f (z; 8: — 1 . 
9, HPE: 


— о-в оз, $, £, ЭК (ҮЙ, 

(1) жй MRA LATA ITE, 

(2) э ези 8 R 3 [так 和 十 min & 3882 0 A Ш, [Т 
mA {Ж 

20. ЖА: 
l 05259,05 09; 


Ë; 2-19 
0, Ж, 
Én Én, Es DETH, МЕ max ¿, 及 4 miné, PREKO BJ Ж ба të 1} R. 


Ш.Ж РЫ 

21. 146, R 0, $w 0 ЛУДО ЕАН, НОО, ОЗ А0, 
的 方差 的 两 售 ， 试 确定 常数 с, 及 co EW 0, 1,0, 为 套数 [б ЖИЕ 
E. HEERA RHR HE Uh ЕМ. 

22， 试 证 47. 2.18) AEE. 

23. ШТ R TAD ESA Ө НЕ 0,10) R. g, ӨЗ ВЕК 
ЧН БЕ, АЛЕ ВЕТ, Г, Ж 510, (0) + bg: (OR R ЛАТ, 其 中 b, Жі. 
5 是 常数 . 

24. ҰҚ ЗЕ (7.2.19 Ж.17. 2.2609 Біл зу, 

25. ЕЛЕЕНДІЕЕ Nia cu), ДА{Ж я MB A E £ N (a, Gy), Ë > "> 
Èn E nu та, 2006 fE, 并且 这 两 个 子 样 相互 独立 . 

а) 试 建立 si /ci 的 去 信 水 平 为 1 一 & 的 区 则 估计 ; 

(2) Ви ci 一 oa， 试 建 立 а, 的 置信 水 平 为 1 一 & ІНЕН. 

26. БЕЛІНЕ N (a, о), ВЕ ЗЕМЛЕ N (a, o), ож. 
бт, 51,6, Éa R л се, и, RWD F Bi, НКТ ТЫ, Ж 
а; — a, BJ Wa ЖЕ 0.95 的 试问 估计 . 


14 


15 И 
27. ЕЛЖ. АЕ N (а, а), ЕшГСуіг, =8.7, 1л 25,05, kE. 


4-ға 
Я W {ДЖЕ > 0.95 的 a Қ o* ЯН Іні, 
~Ii- 


ы ———— — — - с 
25 о mamamanpas оч ль чении этч man 


28. OA B Жс ЕЙЕЛ. E ЕТЕ БЕ И 10 个 ， 测 得 其 尺寸 与 规 
ERTER u 2: 微米 ) 分别 为 :2,1, 2.3,2.4、 一 2.5,3.4。 ЖК 
RUHE Е, ВИНЕ Е RAER N (а, оз, Жа 及 сч бй! ie, Ж 
置信 水 平 为 0.9 的 区 闻 人 项 计 . 

29. ЖӨЖ ШЕМ Ai В 

Рб) = Ae 55, >з, Ас>д, 
BUKA ВО АЗК, А МОЖ 7 Са, Ё), MI 


(= heet, А2>0,62>0, a+ 120 
9 Татр ег, 20, 820, а М 


Ка Á ту ӘНІН, 
30， 设 总 水 АЕ S N (a,1), — скач, M T, ЖЕ 
述 三 个 全 计量 


Å, = d, ($ 6) =g, +243 


ва, „В+ 243 


âs =d, (1, б) =Š T Sfr 


Ж УЗИ ЖЕ >b 
Lis, ау ==За?(а—й@)%, 
Ж.Ж ВЧ, а), Е, а), Ва), 1- УАК Ж ДЕ ht 
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58.1 3j = 

假设 检验 同 佑 计 理 论 -- 样 ， 都 下 数理 统计 学 的 重要 内 容 . 15 
-总体 生 的 分 布 国 数 F (z; 的 中 号 为 未 知 参 数 , 现 对 未 知 参 数 9 提出 
(1240, 为 其 真 值 ”， 试 后 怎样 利用 子 样 S... 5, 提供 的 信息 来 检 
捡 这 个 假设 应 否定 还 是 不 应 否定 ,“ 最 佳 "检验 的 淮 删 义 怎 样 确定 ? 
这 类 统计 问题 ， 称 之 为 参数 的 慨 设 检验 问题 ， 参 数 恰 验 与 参数 售 
计 ,是 利用 子 样 台 ，…, én 对 总 体 的 概率 统计 特性 提供 的 信息 ， 建 
З ЕТО БЕ е ЕНЕ Ц ЕРЕ, ДАЛВ ЯЛЕ ДЬ де 
123 0 В АРЕКЕ. 

Бк ЖЫ z ЖЕЕ НУ ЭҺ, ЗЕ НЫ ВЕЕ Тара tb. 
жи 例如, 若 总 体 БУЛ ҒО) ЖАЦА, ВЕД 
ЧЕ š УЖЕ y ЛУНЕ ЖЖ Ро (2), (эЛЕ ЕРЕН T ВЕ 
61,777, 6, ШЕНИН а ЖАНЕ ВЕНЕ, 是 否定 或 不 理 定 , 就是-- 
个 非 参 数 性 假设 检 驻 ， 又 如 随机 变数 与 5 之 间 的 相关 性 或 独立 
性 等 问题 的 候 谈 检验 ， 也 时 属于 非 参数 性 的 假设 检验 ， 

R РЕЗ ЕЕ НО Е ИН, ЕНЕ ЕКОЕ, -ЖЕНЕКЕН ХЕ 
НЕ ЕНЕ. 

现在 ;我 们 从 几 个 例子 谈 起 , 

ВІ 8.1.1 茶 上 三 金工 桔 间 生产 一 种 锦 打 , 锦 条 直径 的 标准 定 
№ в 2 Ж. № Y bae, RAT -HRE Ыл 
Дет ШЕТ АННЕ 100 +, ЖЕ РЕ ВИН = 1.978 Bi к. 
ЗАП, 2 уа, СН, ЭПР ДЕ ТАШ М kÚ ВО 1 22 28: pk 


. Qj. 


Ë, ЖЕМЕ Т TERG ЕЕ РЫЛ ИЛЕ Л: Той 3⁄& FE ВУ 
变化 . 

上 述 例 子 大 关于 数 常 期望 8(é) =2 ПОПЕ Е ра, А, УР 
随 岂 变数 5 的 数字 特征 或 分 布 钞 数 中 的 参数 所 出 假设 作 检 蛤 的 持 
题 ,都 称 之 为 参数 性 的 假设 检验 问题 ， 区 如 下 面 的 问题 ,是 非 参 部 
性 的 假设 检验 问题 ， 它 是 对 随机 变数 & 的 分 布 晴 数 厂 达 式 提出 侦 
设 作 检 验 的 问题 . 

例 8 1.2 认为 基 工 厂 生 产 的 灯泡 其 光 通 量 Е В, 
是 否 正确 , 如 何 检验 ; АЕ ЕЕ ЕЕ Bek ЗІНДІ ШІ. 
А я АНА, ЕЕ, 如 何 检 验 ? 

关于 假设 检验 的 思想 方法 ,没有 参数 估计 那样 直观 ， 现 在 ,我 
{ПЖ ЖИЕ 8.1. 1, 阐述 想 设 检验 这 种 统计 方法 的 基本 思想 及 
主要 步 电 ,从 而 归纳 出 数学 模型 . 

(1) 假设 检验 的 基本 思想 

在 例 81.1 中 ,从 新 工艺 生产 的 锦 钉 来 看 ,了 алта, Ж 
Э: 3 as-— E= 0.022 厘米 ， 前 面 提出 这 个 差异 是 新 工艺 造 咸 的 还 是 
纯粹 由 于 随机 因素 引起 的 问题 ， 本 以 用 “能 设 检验 "这 种 统 寺 方法 
对 此 作出 判断 .假设 检验 鹊 基 本 思想 是 这 样 : 用 aa 表示 原 工 艺 生 . 
ЙЕ Ие ДЕ Е RFRA EO, BALENA 
没有 显著 影响 ”, 那么 从 新 王 艺 生产 的 锦 条 中 抽取 的 子 样 ， 册 可 认 
为 是 从 原 工 艺 总 体 上 Е. BREDE ЛЕА ЗЕ М (а, с), 
Же, ЖЕ О: ЕН РАНЕЕ НИНЕ), ВАЗ 


ба. , 
U= te . (8.1. 1) 


АЕ (0,1). h E P(|U |= 1.96) = 0.95, ВИА. 


Р} ar— 1.96- LE 


m” 
пт 


са —0.95. (8,1. 25 
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В, ЗЕЕ" EERI. BE Z, JA S TL ӘНЕ pe НИЕТ АЖ НВС: 

я THE, 9,6, РНЕ МН ЛЫ рН 
外 的 概率 沟 .9.95， 对 此 可 作 如 下 解释 ; “在 抽取 子 样 20 Ктр, KEY 
上 只 有 1 次 主 值 落 在 这 个 区 间 之 外 ”, 如果 在 一 次 实际 抽取 的 窒 黄 为 
鱼 的 子 样 的 平均 和信 三 落 在 这 个 区 问 外 面 ， 那 么 我 们 就 说 从 新 工 艺 
总 体 中 抽取 的 子 样 不 能 “认为 ” 米 自 原 工 艺 生产 的 锦 钉 总 体 2, HH 
认为 “假设 "是 不 正确 的 ， 则 “假设 "应 该 被 否定 或 者 说 被 拒绝 . 

(2) 判断 “假设 ?的 根据 

上 述 判 断 假 设 大 否定 或 不 宏 定 ， 是 根据 所 谓 小 概率 事件 的 原 
H. RHR E: “小 概率 事件 (或 概率 很 小 的 束 件 ) 在 一 次 
试验 (或 观察 ) 中 是 上 凡 平 不 可 能 发 生 的 ”. 我 们 再 详细 解释 一 下 ， 设 
Н ЖЕНЯ Но 需要 检验 , 先 假设 H. 是 正确 的 , 在 此 “假设 ?之 下 , 构 
造 某 一 个 事件 А, ЕДЕН, ЛЕНА Е КОРЕЕ В АК, п 
РАН) = 0.05, 现在 进行 一 次 试验 ， 如 果 于 件 4 发 生 了 ,就 说 一 
ЖИНА ЖЕ Т ХАЛЕЛ АҚЫН, HJERTE, | И 
THB F ЙӨЗЕ ДЕ Ho, 

下面, Е ЯР. 

8.1.3 ЖЕТЖ, ӘЖ 100, ARAG EE 
RRRA gh. RERE но “其 中 99 个 是 扬 的 * ,下面 用 
W| Ar hy АЗДА НИК ЕШ H. ERER, 7 H, 正确 ,那么 从 
箱子 中 任 取 一 球 , “得 黑 球 "的 概率 为 0.01, ВАА. РНЕ 
事件 ， 如果 搬 一 球 居 然 抽 得 是 顺 球 ， 那 么 自然 使 人 们 要 否定 万。， 
ВЯ Р КАО ЛД 99, 

(3) ж-ж 

按 上 述 承 则 否定 Н, 不 免 要 犯错 误 ， 我 们 知道 ， 当 万, 正确 
时 ,小 概率 事件 4 也 有 可 能 发 生 , 并 非 4 绝 对 不 发 生 ， 因 此 , 当 Н, 
FREER, MERA RE, HHB IE Hb EE ТОНО, КҖ 
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真 " 的 错误 , 称 之 为 儿 2 第 一 类 错误 ， 由 上 所 述 ， 犯 第 一 类 错误 的 概 
Яра, BPAH. са, {АЙП Т М. ВЕ, HH 
(8.1. 2) 式 知道 , 犯 第 一 类 错误 的 概率 为 =- 0.05. 

现 和 将 上 述 过 论 ,; НАНЫ ЕЕ Ы ТЕ ЕН; 

第 一 步 ”提出 原 假 设 

Нат 或 H :F(z)-= Fale) 

ШИЙ 8.1. Lth, Hates 2, 8.1. 20, H I РО) = Ғ.С, Ж 
Жәй £ Ж, F (z) Ев УЯТ ЫК Ж 7 ЖІ, Fiale) 
Ж, SRL, ЖЕНУ Т Но 是 我 们 所 要 进行 检 
8209 Ж 

ЖСЖ нужен 

建立 检验 统计 量 是 假设 检验 中 重要 的 环节 . 比如 例 8.1. 1 ЕН, 
fr fk š EA ES N (а, om 的 假定 下 ， 当 原 假设 Нусаа Ж 立 


时 ,建立 检验 统计 量 百 = 22,0 服从 标准 正 态 NO, D жж, 


检验 统计 最 是 子 样 的 函数 ， 要 求 不 带 有 任何 未 知 参 数 . 

对 干 总 体 上 的 分 布 函数 P(z; 061,64) 中 参数 6,,0, 的 假设 检验 ， 
在 的 分 布 函 数 为 正 术 入 (а, o) 的 基本 假定 下 ， 常 用 的 检验 统计 
量 有 -分 布 、 分布 ,F- 分 布 ， 这 坚 适 合 于 小 样 问题 ， 如 果 总 
和 不 服从 正 态 分 布 , 或 总 体 挟 的 分 布 函 数 未 知 ,， 这 时 检验 统计 量 的 
精确 分 布 难于 求 测 或 相当 复杂 , 如 有 可 能 求 出 其 渐 近 分 布 ,期 只 适 
用 于 大 样 疝 题 . 非 参 数 性 的 检验 问题 ,一般 都 是 大 样 问题 , 如 $ 8.3 
中 所 讨论 的 检验 问题 . 

ЖЕР MÈH, MTER 

如 例 5.1. 11, MARE H, 成 立时 , 检验 统计 量 品 服从 正太 
М(0,1), ВАМИ О<Са<с1 буа и, ЛЕБ ЕЕ 
Ф u, ВЕ 


a ІБ = 


. . —— - a aD 


Р{ 12а.) =а 
或 者 
P{—y Ut -1—a. (3.1. 3) 
车 由 子 样 АА. +, En 的 观察 值 у, Za, Я И ЖЕЛИНИ w ЖЕ 
(— 20, — н.) аф (н, со) ЖИ Но, ВС 20, — цы} № (w, 00) 28. 


— АА Адрасы 


PEKES FIt H. ЕН" BARE НИ, 
我 们 对 Но HHN, ЖЕ R — RRR АЕ ДП. 

对 于 Но ЕЖЕ MBE ER E а, t БН A ANSHA vo MER 
ЖЕНЕР ЪЁ, КИН АН ІНІН Pk tt, 这 点 必须 注意 , 如 下 图 所 示 


Ға) 


Ё SLI 


E =0.01, а, 2.58 

а= 0.05, # == 1.96 

п:=0.10, #,.,=1.65 . | | 
Эп PRAHU ай (ЕРІНІН 在 给 定 显著 人 性 水 平 cs 一 0.10 时 ,作出 
ЖЕ 好 "的 结论 ;而 在 给 定 显著 性 水平 z. = 0.05 вр, ТЕНТА Ж H, 的 结论 . 

GAR, тае Ho RE АЛӘ ЕЕ e БСН y o ЕТ 
BRE I H. KA Б, ШАЛА H. EEE. ХТ, & 
Pi 8 2.4 RIERA Abhe, rk, M S. 1.2 {ЕШШ ІЗІН, 
107» 


‚ша — сз 
„на a — 


Дух, в} тө) 


图 8,1.2 


СЕВ MIE WE 一 wo， MEERE H. НЕЖИН. 
是 正确 的 . НОЖЕН, РАЮ Ë ЖЕ В EUA TE & N (as о) 
的 总 体 点 的 可 能 性 很 天 ,但 来 自 服 从 正 坊 N (а,, о) йб PT SE: bd Ж. 也 就 是 
说 ,总 体 的 数学 期 望 了 ( 司 = а 可 能 是 取 oo ЇЇ, IB ЖЕҢ 2а, 值 的 可 能 性 ， 


582 参数 假设 检验 
参数 假设 检验 的 一 般 提 苇 是 设 总 体 上 的 分 布 国 数 Кот; Ө) 
8,0 дж, 00, О 为 参数 空间 ， 我 们 将 参数 空间 介 分 解 
为 互 不 相交 移 两 个 部 分 人 6 及 器 一 Do HHQ. (Q OJ) = 0, 
0002-0) = О. я: 
Но:9600, H ER- 0, 


er 


ЗИ О ҢА ЖИ Л Si WME O= {0r fi) Q = {0}, Q — Dh —= 


{0,}, 则 有 
Ну:9-%, Н(8--ді. 


mü O $W A, 0, (0), 0 0—0, 1056.) 048, 


Ж, ШІ: 
Ну8-б0б, Нид, 


“108. 


— aun 


则 称 H, 为 简单 厌 假 设 , F 5 52521-24 

#0 % Q— Q, ЕА ШИН K H, 都 是 复合 的 . 

一 、 数 学 期 计 a 的 检验 问题 

下 面 对 常 用 的 检验 问题 加 到 介 络 ， 为 了 简便 竹 述 ， 对 每 一 种 
检验 问题 , 着 重 给 出 检验 统计 基 , 并 举例 说 明 其 应 用 . 

НЕ, 一 个 总 体 时 a 的 检验 : 

Hy: a= an, Я: asas. 
(1) Кр = 为 已 知 ,证 0: 一 03 
BZU ERNES NC ao)， 那 么 由 于 子 样 服从 正 志 


М(а,-Я-—), тд 
a 
Ув 
RAMES NO, 1). 因此 , 当 原 假设 Но 成 立时 ， 统计 量 
< 一 йо 
ШТЕКІ 
RAEE МСО, О, ТТ, Еж H. 的 检验 
统计 量 . ХЫ ҚК д ЖЫЛЫН, 
(2) 设 方差 D (£) = ° Жш ‚ 
ШЖ Л А ЛМЕ М (а, с), HEM б. 3.155381 1 5⁄4 
| йа (я-0. 
‚ВЕ, 当 原 假设 н, ЖАУ. в, ја 


T= МСа—1 га Ds (8. 2.25 


ШИ ЕЕ T RAA ЕНЕ n— 1 的 гл, ВАКа, 
可 作为 判断 H, 的 检验 统计 量 , 这 种 检验 法 ， 称 之 为 【检验 法 


例 8.2.1 其 工厂 生产 一 批 产品 ,质量 检查 规定 :其 次 品 此 р 
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(8.2.1) 


0.05， 则 这 批 产 品 可 出 厂 , ЕЛІНЕН”, АЗА УНДА h НЕ 
50 件 产品 , Ж ЭЁ 4 件 产 品 是 次 品 ， мына ЕНГ. 我 们 
将 此 问题 归结 为 刀 下 的 参数 检验 问题 : | 
Ну; p 0.05, Ну 2.20.05. (8. 2.35 

这 个 问题 将 放 在 $ 8. 4 中 讨论 ， 

18.2.2 ЖТ) ÆA EIT AR РНЕ Е 表示， 假定 
2 АЛЕ N (а, с), Хана МОЖ, ЛЕМ #20 
Аа, МИЯ 20 个 合用 时 数 m то, 并 由 此 算得 ф= 1832, S= 
497, 试问 该 厂 电 灯泡 的 平均 使 用 时 数 为 "ae= 2000( 小 时 )” 这 个 结 
ТЕЛЕ ЖАР 

Ж 考虑 检验 问题 如 下 : 

Ну: а= 2000, H :а5-2000. 


HCB. 2. 2) 式 计算 得 110 一 V16 二 == 一 1.473， 给 定 显著 性 


Ж. а--0.05,5 T Ë № 19, Æ t Жі ЗЫН дет, ЖЕНЯ 
čia (0.05) -2.093, H F|] = 1.473<22.093, ІШІ pA Bo. 

第 二 种 情形 , 两 个 总 体 时 а 的 比较 : 

Ноа = üz Нина, 7245. 

现在 讨论 两 个 总 休 的 数学 期 望 mn бмв 
n. ЖАК £ ШАЛ Ма, o), ил MAER N (ar, о), 
其中 ао, Жа), оз бажа. БЕЙНЕ ВА £ ЖП 
Қ Е 6,5, Én, Pk Ds ap 记 


Р LS, St- (DD; 


1 . 
l р-а mi = i 


п= 5 Элл» simp. О | | 
Tiii 我们 分 三 种 情形 来 讨论 НЕЕ ЕЕ, 


‚110+ 


(1) 1% о?--05 =6?. 
H (6. 3. 10) А, 统计 量 


тиби кй E- laa) 
уе РИИ + mS 全 to 和， (8. 2. 4) 


19106, 5 H. 成 立时 , ИЕ 


ренты) я E-M 
nit Ra RST nd 9179707 


它 不 营 有 未 知 参数 ,因而 可 作为 H. 的 检验 统计 量 , 这 是 ВО. 


(8.2.5) 


当 n =n я Ив — ата. 2, 
(2) сізде 5,9, п, =n. 
Z= 2  — Gl, әп), (8. 2.6) 
ВЕ) = E(Š,—n)-= a —a = d, Ю(ЙЁ{) = Эсо +D) = ot+ 
50:0". M| Zi Za tes Za ХАЖ ZEA ES N (Z, о). Ж 
ИМ, а, ра 是 下 相等 的 检验 ,就 等 价 于 证 述 假设 检验 : 
Jd о, Мо: ЖЕНЕ, р G № жн, КАШУ hi { BRE. 记 
ЭЗ и, 2), 
当 Нь 成 立时 ,， 用 (8. 2.2) 式 建立 的 统计 量 
Ма 24-0 | (8. 2. 7) 
作为 对 Но 的 检验 统计 量 . (8. 2.7) 式 也 可 写成 为 


— 2-1 А 
м/а ГЕТ ЗЕ 28) а-у җор 


ва 1576,90 


“ІІІ” 


(3) Boiol, та 


下 面 是 斯 切 非 (Seheff 的 的 解法 ， 丰 站 假定 т<, ЕУ: 
т. L. э Ее в), 


ү — a nL 
2 2 kat 


(8.2.8) 


则 有 
. E (Z) =M; үр + — ta == h (b = і, 
510%-а) 


р) = Е] в-а-үшоһ-а) уд 
кті 


#2 т 
2 | 2 Б 
a, Aan Aihe 


na ^п; 


cov(Z6 Zi) =0 (із-7,і,)--1,2,--,%1). 
于 是 2, с, Z, АЖЕН АМЕ нн Ма, ото) 


Ж, БН АН ИН ЫЫ ЕЛЕНЕ ГОВ 


检验 问题 
Hu: &=0, H 450. 
і s= /ci Коо 未 知 ， 这 时 可 用 上 检验 法 . 


记 
Z= L X1Z,. Ээ (Zi — yt. 


ШЕТ 


= 112 = 


ИТ (8. 2.9) 


8 
作为 对 ы ЕНЕ, 
#1 8.2.3 设 有 甲 , 世 两 种 安眠药 ,考虑 比较 它们 的 治疗 效果 . 
以 专 表 示 拉 了 眼病 者 服 甲 药 后 睡眠 时 间 延 长 的 时 数 ;以 ?表示 服 乙 
药 后 隆 虐 时 阐 延 长 的 时 数 ， 现 在 独立 观察 20 个 病 者 ， 其 中 10 人 
RPH, 另 10 人 服 乙 药 , 延长 的 时 数 记 在 下 表 中 : 


ж 8.2.1 
BF. АЖ . 
1 2 3 4 5 6 7 в 9 19 
Ян OO и 
z 21-9 oa ii 0.1 №1: 4.4 55 1.6 46 3-4 
y |1 0.7 —1.6 -0.2 —1.2 —0.1 3.4 3.7 9.8 0.0 2.0 


EE £ Я ИЕ Е No DEN Uso), КЖ о" H 
Fd, REDA РИ Ж ЛЫТ ЖН f W ЕНЕ, 
Ж ”和 将 上 述 问题 归结 为 考虑 如 下 检验 问题 : 
На Ql1=: б» H i: G > as. 
:这 可 用 (8.2. БЕ УІН ЕНЕ tom- ОА H fE P Ж FE S Da. 
实际 计算 结 米 如 下 : 
F233, SI=3,52, m=10; 
#0.75, SE=2.88, п,-10. 

-将 81 K p. S; 各 值 代入 (8.2.5) 式 计算 得 fs -190, КЕШ 
ЗЕЕ а = 0.05, РАЗ Ду 18, {к t-2y ЕНЕ # ЕН ЖЕТ 
界 值 ta (0.05) := 2.10， 由 于 1.90<2.10， 国 而 不 否定 Но. ERER 
工作 中 ， 就 认为 这 两 种 药物 的 疗效 没有 显著 性 的 差异 

18.2.4 某 上 三 生产 某 各 电路 材料 ， 要 检验 原 和 标准 材 料 的 

FERRER Ze fa БІ АМ ЕНСЕ ДЕЙН 2 [А] Н СЕЗЕ 

«13 • 


Я. АВР ЗОНЕ 8. 2.2 中 : 
№ 822 


1 
BEA FARA ОТНЕ Ч 119 150 65 50 210 270 


——— 


| 
| | e 150 20 310 380 350 250 
ЖТА Та ДЕЙ СЛАВ | 


азы 110 175 


JH £ R n ЭЗИ t ERES SU ЕНШЕ жу, МНЯ 
т, ЗИ т ЕАН Е, MA Х-1%, Y= 
1057, APX RY SARIE Мао) МЕЖ N (as, o) ЧЕ 
XBSE T X £ Y Bb НЫ). 
解 将 上 述 问题 归结 为 还 虑 下 述 栓 验 问 题 ; 

Ну, Е(Х) = Е(Ү), НЕХ) Е(Ү). 
可 用 (8.2. 5) 式 建立 的 统计 最 ts rn 2) Но ИЕ № 8. Ж 
#Х É Y 的 试验 值 (试验 结果 的 数据 ) lee 8 8.2.3 中 

ж 823 


L 
1 
&—1ор$ | 1.602 2.141 2.175 1.813 1.954 2.312 2.431 


z— log 1.778 2.175 2.2420 0.491 1.580 2.544 2.398 


| 2.653 2.041 2.245 


实际 计算 结果 如 下 : 


E=20484, S= 9501... 0,072, ац 7; 
92.3246, 84-563... 0.0663, nx = 10; 


lern ву 5 —2.01. 
ЖЕЛЕ E ас 0.65, ЖЕҢ ІНДЕ 15, {к t-a А 
+в ЖИИ HA 2,500.05) —2.73. кі.) 2.01-22.73, НИЖЕ 
` Hja 


“ЕН, ERELID Я ХЕЛ НЕТА АХ ЭЯ РЫ ВНЕ Е ЛЬ 

#18.2.5 现 要 比较 甲乙 两 种 橡胶 制 成 的 轮胎 的 耐 磨 性 . 今 
从 甲乙 丙种 轮胎 中 各 随和 机 抽取 六 个 ， 各 到 一 个 组 成 一 对 ,再 随和 机 
ЖАДИК, УРЛАВ Ае лда е, (ЕНЕ МОХ 
а, Т ЖЕНЕ НЕ ЛТ, ЕЛА ESTA КС CL fy: ҖЕ va) В 
如 下 : : 


Ж 8.2.4 
| B 
ЕР | 4900 5220 5500 6020 6340 7660 8650 4870 
z, 4930 4900 5140 5700 6110 6880 7930- 5010 


ЗАО РИ ЕР ЖЕЛАЛ ЖЕТЕ Е ЗЕЕ ЗЕ ЗЕ? 

М 用 及 分 别 表示 甲乙 两 种 轮胎 的 磨损 量 , НЕ X n 
"Ө ЖЛЕ АЛЕ N (а, 9) RES 入 (gas50)， 其 中 方差 概 定 为 相同 ， 
提出 假设 检验 问题 

Ну Ga = ds Hil:a Eaa 

下 面 分 别 丙 种 情形 这 论 H, EERE, 

(1) 试验 数据 配对 分 析 的 结论 

记名 = 一 9?， 用 (8.2.7) 式 建立 的 统计 量 apt H. 的 检验 
-统计 量 ， 将 表 S. 2. 4 中 的 数据 对 应 地 相 减 ， 将 名 的 数值 ЭПТЕ Ж 
-8. 2. 5 rh: 

Ж 8.2.5 


ЖЕНЕ 
Нұ4-0, Н,;:4ж0. 
* [15 = 


225 ——rWÁr rs w rr -— -- — 


жылай Р: 
Z= 320,8: ..80425, 


= 7 A | 


ЖОЕ. ЕЖА а = 0.05, ЖЕНЯ 8—1=7, ЕЖЕ 
ЕЕ Е t (0.05) =2.365, H T 2.88>2.365, AMARE Но, 
ИП ТА. РА ЖЕЛЕ ПП ЖЕРЕ 1 BAAR, 9 ЕЖА 8. 2. 4 看 到 
乙 轮 胎 明 亚 地 较 而 磨 . 
(2) 试验 数据 不 配对 分 析 的 结论 
ЭНАС ЕЛУ ВГ. БАН ЕН ЖҮЗЕ ЛЕНІ БЕЛІ ЕЖЕН БӨГДЕ 
体 的 子 样 ， 因 而 用 (3.2. 5) 式 建立 的 统计 量 tasa cm ИЕ H. 的 检 
验 统计 量 . 
实际 计算 结果 如 下 : 
| Z == 6145, 82--1633900; 
J= 5825, 8$-- 1053875; 


.320 - ғұ 
76199“ 0.516. 


给 定 显 著 性 水 平 % 二 0.05, ЗЕЕ Él НУ М, 在 上 分 布 临 界 值 表 中 
ЖАЯ № é (0.05) =2.145. H F 0.516<2.145, 因而 不 测定 - 
Но» 即 认为 这 两 种 轮胎 的 厨 麻 性 羔 蜡 不 显著 ， 

上 述 两 种 情形 ， 在 同 КЕ а= 0.05 下 所 得 的 结论 不 
— 55. 当 数 据 配 成 对 子 作 分 析 时 ,自由 度 减 少 了 ,临界 值 提高 了 , ВЕ 
ТЕ H. НЕН, ЖУКИ ЖШ T 两 种 轮胎 
ЕЗІ КЕЙЫ ЖЕ sh, ТИБЕТ НИНЕ РУС, ИЕН 
PORRER- ZZR, WARRE Но, 而 当 数 据 不 配 成 对 . 
子 作 分析 时 , 自由 度 增加 ,临界 值 降低 ,减少 了 否定 H, 的 可 能 性 - 
这 时 因为 不 配对 时 ， 飞 机 之 间 与 轮 脸 之 闻 对 数据 的 影响 交织 在 一 
. ]16&^ 
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Wë, Ж $e o СИЕНА я. 如 果 两 个 子 样 之 间 的 平均 
ЕЯ, 但 数据 配对 后 , 每 个 对 子 内 的 两 个 数据 阔 异 很 大， 用 
遍 对 的 检验 法 ,就 有 可 能 作出 否定 Но БІР. АЖ ЕН 
前 平均 值 差异 绞 大 , 经 配对 后 每 个 对 子 内 的 两 个 数据 差异 仍 较 大 ， 
得 若 所 不 配对 的 检验 蒜 , 也 有 可 能 作出 不 否定 Но 的 结论 ， 总 之 ， 
什么 情况 下 用 配对 的 检验 闪 , 付 么 时 候 用 未 配对 的 检验 靶 , 要 接 处 
邓 癌 题 的 具体 要 求 而 定 . 

两 个 总 体 的 数学 期 望 是 否 相 等 的 旺 著 性 检验 ， 其 实际 意义 还 
在 于 它 是 一 种 选 优 的 统计 方法 , # H. 被 否定 ,数学 期 望 之 间 的 差 
界 是 显著 的 ,这 时 就 有 比较 , 选 优 的 意义 ， 至 于 多 个 总 位 的 数学 期 
饪 之 间 莽 异性 的 显著 性 检验 ， 是 建立 下 统计 量 作 检验 统计 量 ， 用 
所 谓 分 差分 析 法 进行 检验 , ЛЕ ЛУ S 9. 4 中 作 介 绍 . 

=, F% о? 的 究 验 问题 

第 一 种 情形 ; ЛАНГ o 的 检验 : 

Hi: озчоф, Ну 01508. 

ВЕ ë АЕ N а, 0), Жа Ro 都 是 求知 的 ， 贞 

(6. 3.5) Аж 
Жи 


HE, $ H, 成 立时 ,统计 量 


сл Аас руз (8. 2, 18) 


87 A h EA п—1ф@ х0, БАЕТ, MeT 
СИМ 
ШЕКЕ a, 在 x- УДС ЕЕ НЕ .1 对 


«РЈ = 


нр ee НРЦ: анны ауу a ee — желе 2 


应 的 两 个 临界 入 Х 和- Wu rk) 使 得 
РЕ 


2 
и. > X (1-5) 1-9, 
а 1 2 


HWH 
; <: Мор S РЕ саҹ, 
Ро (1- уж, < хь ($)! —1—а. @.2. 115. 


当 子 样 的 观察 值 由 (8. 2. 10) 式 第 得 了 之 值 大 十 х (yka. 


7 (1— T BE, шл жен. 


18.2.6 Ж 2517 ЕЕС ТЛЕ £ Ron, ЕВ 
РЕСЕ, НЕ Е H АЕ А (а, с), ОБ ЙЕ o 按 往 常 资料 暂 
定 为 0.048， 现 在 随机 抽取 5 根 纤维 , 测 得 其 纤 度 为 ，1.32，1.55, 
1.36, 1.40, 1.44. МИНА ЕЮ ә? ПЕНИЕМ. 

解 ” 将 上 述 问题 归结 为 下 述 失 验 问题 : - 

Нұ а:-0.048, Hy о>-0.048. 


利用 (8. 2. 10) 从 建立 的 统计 县 ал УР ЕН 


实际 计算 结果 如 下 
%--1.414, 


xi [00.094)° - (0.136)? 1 (0.054)? + (0.014)? 


_ 1 
“770040 
-+ (0.026): ] =: 13.6, 
AETA EKE «=0.1, TE X7- УЖЕ A Е ri # а ЖЕ xL 
(0.05) =9.49 № Х2(0.85)--0.711, Ч 
‚ P10.711 50259.49} — 0.90. 
“118. 


由 十 13.6 Е [Н] 0.711, 9.49114, ІЗІНЕ Но», ПАЯ 
著 地 改变 了 . 
第 二 种 情形 :两 个 总 体 的 方差 比较 问题 , 此 时 
Нұ вісоі, Ни 91520. 
BERE Е Жл ЖЮ A М(а), о.) МЕ N (аъ oa); 
现在 独立 地 分 别 抽取 子 样 三 ,…, 5, Em a әл, 18 


бүз» о 


ЕР 
4-1. А в-а 5те 
925—1 , нз 
出 由 (6. 3. 5) 51 
nsi ya LETSE) 
2 
BIEX mon 


НЕЯ 6. 3, 2 д 


[оңбу С nS 
| of |. ci | 
| Dv 
ВІ, H, 成 立时 , 则 有 
Сиҙ- -DearSt 
ақтауы У өзегі», 


ие 1) n 9 
irons АВ 一 自由 度 n — 1. — B h EE n, — 1 的 也 -分 


ж» НЖЖ Ж, EA T E ЕЯ Ho 的 检验 统计 量 ， 用 


(8. 2. 12) 


— тр тт 


给 给 定 显著 性 水 平 а Е ИЕ, 我 们 知道 


Қа) а) 


«119 


Ж H. 正确 , 则 Ро, ie-0 的 比值 大 约 为 1， 因 此 这 个 已 值 太 大 或 
Жл, WRR H. 可 能 不 正确 一般 书 本 上 上 内 的 己 分 布 表 的 临界 
值 都 是 下 述 这 种 表达 式 所 确定 的 : 

P FF (@)) =a, 
于 是 选取 临界 值 使 得 


РР и, (1-9 
PÍ FP oim (1-8} 1% 
当 (8. 2. IDR F EH RAKE F o-i oh A RAT 


Foin- (1—3), мж Ho- 


918.2.7 УРАН ЕЕ m ОН 
测定 其 杂质 的 含量 {单位 百 分 ЖОК E kn 8.2.6 RÆ 8.2. 7. 
ТЫЗ ЭНЖЕ ЖЕРЕ ТЮ Ан АЩ ЖЕМЕ ИМЕЙ 


Ж 8.2.5 


казалы: ЖИ 


26.9 22.3 27.2 25.1 


22.8 24.2 30.2 

25.7 26.1 24.5 

23.0 28.4 29.5 
Ж 87.7 


新 冶炼 方法 : ЖАН 


22.6 24.3 23.4 
22.5 21,9 
20.6 20.6 
23.5 23.2 


* 120 • 


Тер 


租 ” 厌 方 潜 与 新 方法 的 杂质 含量 分 别 记 作 5 及 7， 假 定 二 i 
МЕ N (а, е), n EMAER N (a;, о), 于 是 提出 加 下 假设 检验 
HIE: 

Но: giy=as Ни oi 


安 际 计算 结果 如 下 : 


1014 
т=13,®-=25.58, S? =- (э —®)°--5.411; 
е1 


з 
па 9,9 =22.51, 82 =+ D (p) =1.459. 
ісі 


ІҢ (8. 2. 12) 549 


RSE (n, —1) 5.173 == 3. 
Fase = вы 1) = 652 3.74. 


ШИЖ EE yk E e= 0.10, EF УХЕ — B a 12, 第 二 自 
ЕҤ БЕ 8 ШОЛ ИЗӘ Ға») (0.05) =3.28, 由 于 3.74>>3.28, 因 而 否定 
Н», ИША ОЗАРА ЛЕЛЕ ДОВ МНО ЗЕ ЭР ЙЕ Е ЗЕ hd R. 


58.3 非 参数 的 检验 


现在 ， 我 们 来 讨论 非 参 数 的 假设 检验 ， 这 有 两 方面 的 问题 ， 
一 是 总 体 的 分 布防 数 F(z) 的 拟 合 检验 , 二 是 随机 变数 之 间 的 独 
立 性 与 相关 性 的 检验 ， 

— HAARDER 

ЖЕН НЫНЫҢ; 

Ны P(z)=F/((zy Hu PCz) 天 Po(z)。 
янв, ағалау Ай PR ЖЫШАЙ ЖЫЙ. ТЕШ. 
Р.С у ЕЕЕ ЫН РЕ, Ро (2:9) ШГЦ а 
жие 0. 21008.1.2, эКи К n EE п ШАЙТАН 


„ зар" 


—rHÜo a 5. ——cQ. 
w... ш... 


P (z; УФ, 那么 РСА ВИЖ, 4 为 参数 .关于 总 体 
和 的 分 布 函数 , 怎样 提 得 较为 准确 的 假设 , BU РС ЖЗ 
样 提 得 较为 准确 , 这 可 以 由 子 样 右 ,…, En 作 经 验 分 布尔 数 е” 
从 中 得 到 启发 ; 志 可 以 从 第 二 章 介 绍 的 几 种 常用 的 购 率 分 布 的 物 
理 模型 中 得 到 局 发 . 

对 五。 作 显 著 性 检验 , 按 不 同 的 具体 问题 ， 名 建立 不 同 的 检验 
统计 量 ， 在 这 里 , 我 们 将 介绍 皮尔 逊 定理 , 它 是 利用 子 样 建立 的 一 
HEHE КӘНІ ЕЖ ХЛ ла 
ЗНАВ, БЕЛАЯ Еа) уір 
统计 量 ， 这 些 统 计量 的 极限 分 布 是 确定 的 并 可 计算 的 ， 上述 定理 
都 是 讨论 某 - -统计 县 多 极限 分 布 问题 ，: 可 二 出 这 种 统计 量 作 显 堵 
性 检验 的 检验 统计 最 时 , 需要 子 样 的 容量 二 比 较 大 , 即 所 谓 适 用 王 
大 样 问题 ， 但 对 于 特殊 的 情形 , 如 例 8. 3. 1 中 的 光 通 量 : , 假 没 二 
RAER Nla, o)，, 对 于 这 个 “假设 "可 用 简便 的 正 杰 概率 纸 来 fE 
检验、 | | 

жт. ЕЕ И 

83.1 其 工厂 生产 -Ж 220 Х 25 НЕ, ЖЖ Ор {у 
Е Жк, š Ж — ИЖЕ, РЕ £ ЖЕМІНЕ Л (а, о, Нл 

Жайы, 

ЖАЖА ЖЕНЕ я- 120 B FP (REF ON R ЗЕ, ШЕМЕН 
НІНЕ, — E SE А k p| Hi р, ВЕ И НЕ, ЖНЖЛЕНЖ 
Жш 2 № 120 ИЮНЕ, КПР НЕ 120 4-51 S SR Җ А, 
КЛ Кі 

8.31 白炽 灯泡 测试 数据 (总 位 ， RA 


216 203 197 208 206 209 286 208 202 203 
26 213 218 297 206 202 184 203 213 211 
299 213 20% 208 204 206 204 206 208 208 
218 203 208 207 198 201 208 207 213 208 
210 208 211 211 ~ 214 220 211 203 216 224 


с, №. 


211 209 218 #14 219 211 208 221 211 218 
218 іш 219 211 208 199 214 207 207 214 
206 217 214 201 212 213 211 212 218 206 
210 216 204 221 208 299 214 214 199 204 
211 201 216 211 209 208 209 202 211 207 
202 205 206 215 206 213 206 207 200 198 
200 202 203 208 216 206 222 213 209 219 


Ж ЖЕЛТОЕ (ШР ЖЕГЕН. 
| НаРа)-Руа), H, F(2) 5, (2), 

其 中 Р.а) Е й М (а, с А. 

现在 , 我 们 用 正 态 概率 纸 米 对 五 Е, 

(1) ЕЖЕ 

ETH fires En ВИЙ zu, z. т 28, ШК ЯҒЫ 
Жоғ а„ 在 内 的 基 个 适当 的 区 间 (ys， z.) 分 为 互 不 相交 的 各 个 子 区 间 A, 
=[f йд , š=1, 56 то, ЕН 

i ра 8м 

EA va РРА а А 8 š + F а É Я, ізі, -”-, т. ШШ, 


>o =s, жез РВ НИЕ А i ЭАЖ, СД T ЖЕЛШ ЖЕ ТЕЙ 


ігі 


# W. ДАЛИ БЕН Ж А, ВИНЫ 8. 3. 1, 


‚ 209 20% 2% 205 2128 215 215 


ІН 8.3.1 
*123* 


对 于 表 8. 3.1 中 的 120 个 数据 ， 可 取 189.5 为 下 界 ，228.5 ЖЕ, # 
{189.5, 223.5) ире ВЕ З 划分 为 13 个 小 区 间 , ЕЗІН МІНЕ 
涯 个 小 区 间 前 о; 值 ( 即 频数 值 ) 都 太 小 ; 应 适当 并 小 区 闻 , 使 得 每 个 小 区 间 的 
б, 值 都 不 小 于 5. 经 适当 并 小 区 羡 后 ， 丰 为 9 个 小 区 间 ， 第 一 个 小 区间 为 
(189.5, 198.5), 9 个 小 区 册 为 [319.5，228.5)， 第 2 至 8 这 七 个 小 区 间 的 
向 距 为 3。 这 里 概 定 调 量 精确 竣 为 个 位 的 1， 小 区 间 端 点 都 带 人 .5 是 为 了 计 
算 频 数 方 便 ， 详 见 下 起 : 


Жж 8.3.2 

= 号 小 区 间 ЕЕ 
1 (— 95, 198. 5] 6 
2 T198_5,201.5) i 7 
3 [201.5,204.5} 14 
4 1204. 5,207.5) 20 
5 | [207.5,210,5) 23 
6 [210.5,213.5) 22 
7 [213.5,216.5) 14 
8 [216.5,219.5} 8 
9 [219. 5, о) 6 
(2) Eb РЕЖ 


БЕЗУ ВА Br {ЕЕ УУ Hi 8. 3. 1, 可 作为 要 考察 的 连 БЕЛШЕД. 35 
ЖОЕ НЕ 5 f Са) ЙИШ БЕРЕ, JA E 8.3. 1 看 出 , ERRA T PAR, ҒАС, 
左右 基本 对 称 的 特性 ， 很 象 正 态 分 布 的 密度 函数 曙 线 试问 EE E RAE 
态 分 布 " 这 个 结论 成 立 蚂 1 现在 , 我 们 利用 一 种 特殊 的 坐标 纸 一 一 正 态 概 素 纸 
来 进行 检验 ,这 是 一 种 阶 仙 的 判断 准则 .。 — 

正 态 概率 纸 是 这 样 的 : Uk Z RA IE 28 Л (0,1), ЖНЖ 


Pir) = ет, 
тана E ВНА z Херт, Фо ЖН ЧЕ фк, ЖӨН (ғ, Фо), (ть, 
t (z;)), ry (z, © (2,) ) 这 в 个 点 在 “ЖЕНЕ, 应 该 这 冬 建 立 АЕ 
Бен Ы ЕТЕЗПЕ, 依次 记 作 а, o, za. ШАН Е ЗТ F НІ БА, 依 
“ 124. 


б f: 


次 记 必 Фор, е, Birn, НАННАН АЛАҒАН, ОЕА 
Ж, ШАРА, И š ЖЕЛЕ AE ЕЗУ fis ЖЖЖ 


= 1 . z 
ТИИС 


那么 , ША (a, Р (ай) 39 ЛЕЕВ LEE ОЖ. FZ, 在 正 
态 概率 纸 上 的 性 一 条 直线 ， 对 应 着 … 个 正 态 分 布 的 分 布 图 数 ， 总 之 , {ЕЛЕЕ 
ШЕЕ ҖЕ, ЖНА P (ua, с) ВМ. ИМО 
不 同 佳 ， 对 上 应 着 不 同 的 正 杰 分 布 函 数 ， 在 正 态 贩 闵 纸 上 对 点 于 斜率 不 同 的 
жа, 

(3) 估计 与 检验 

对 于 例 8. 8. 1,5 8.3.2 а Жар, 以 各 小 区 间 的 中 ИШ Ж ЖОНЕ}, 以 
УТУ ИЖ о, 在 正太 概率 纸 上 标 出 -- 个 点 , 共 能 算 岂 9 个 点 ， 
如 图 8.3.25, 这 力 个 虚 没 有 集中 在 一 条 直线 上 .如果 总 位 且 是 服从 正 
态 分 布 ,而 这 个 子 样 确实 来 自 这 个 总 体 。 并 能 在 很 大 程度 上 反映 这 个 总 体 的 
概率 统计 特性 , WARE AMR RE- RERE WRA TERIEN 
ро, 因而 总 会 有 一 些 偏差 , ik ЕВО, 1а Каз ВЕЛЕ, WARATA 
很 不 象 一 条 直线 ,那么 就 应 怀疑 总 体 上 是 否 服 从 正太 分 布 ， 兼 大 上 述 的 包 个 
点 ， 划 一 条 直线 , 记 为 五 一 般 的 说 ， 中 间 的 点 离 直线 的 偏差 不 能 过 大 ， 两 
端的 虚 偏 差 可 以 驳 诉 天 - - 些 ， 庆 是 因为 服从 正 态 分 布 的 随机 变数 上 以 概 
Ж 68.3% БЕТЕР ЕС о 为 中 心 、 区 闻 长 度 为 e 的 区 间 内 ， Ж 
图 В. 3.2 Ж, 所 有 各 点 离 直 线 偏 基 不 大 ， 因 而 可 认为 光 通 最 是 服从 正 态 
йж. 

从 图 8.3.2 上 还 可 手 路 地 给 出 数学 期 i ЕС) —a É УЖО — o* 的 
ПУНЕ, CR, 正 态 分 布 的 密 唐 函数 , 是 关于 数学 期 望 对 称 的 , 所 以 在 直 ` 
线 工 上 是 以 缴 坐 标 鸭 0.5 В ТРОН, ШО В) =a, ДВ 8.3.2 
Ж, а 的 估计 值 约 为 209， 又 因为 率 件 个 <<a 一 吓 发 生 的 概率 为 0.1587, 所 
以 在 直线 了 上 以 0.1587 ЖЗ к ро ао. ЛЕ 8.3.29 
到 ,4 一 o 这 个 值 约 为 202.5, 于 是 o 的 估计 值 为 ， 


209—202.5=6.5, > 
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一 


Н; ЖЮ K 


2025 209 


2. жа xv 检验 

正太 概率 纸 的 应 用 ， 只 限于 判断 检验 对 象 Р(х) ЖЕБЕ 
这 个 假设 是 否 正确 、 对 了 于 较为 一 般 的 检验 对 象 Fo(z》 如 Fo(7) 为 
泊 松 分 布 ,均匀 分 布 等 情形 , 需要 建立 较为 通用 的 检验 统计 向， 为 
此 , Нед, 这 个 定理 所 建立 的 统计 量 的 极限 分 布 为 
X=- 分 布 ,不 论 总 体 主 的 分 布 函数 F(z) 是 什么 类 型 ,定理 的 结论 都 - 
= 126 ° 


适用 于 作 检验 判断 , Аа 2 ЕЖ ХҚ. 

我 们 接着 上 面 的 例 8. 3. 1 作 讨 论 ， MÆ 8.3.2 Ж, e, 为 子 
样 5 中 落 入 第 守 个 小 区 间 的 频数 ( 即 个 数 ), Sk o, 为 观察 频 
Ж. Ж Но 成 立 , 由 给 定 的 分 布 函数 F (z), 计算 得 到 : | 


Pi = F (y) — Fa (y - i), 


其 中 0<р,<1, Ув =1,š=1, +, т, Ж пр BJ f FË Fu e, Ё, й 
#=1 . 


АЖ š 个 小 区 问 的 理论 频数 ， 由 此 可 见 ,uwk 依赖 于 子 样 二 PE 
НЫ, ЖЕ: НЕ 
| 他 一 下 V ы“ 
"= хе > t => п, (8.3.1) 
ЖР п ЖТ о 及 pi, 轩 而 它 与 ?ocx) 建 立 了 一 定 的 甘 系 , 它 可 作 
为 判断 五, 的 检验 统计 量 . 
我 们 来 分 析 (8. 3. 世 式 所 建立 的 统计 量 了 的 实际 意义 НЬ 
成 立时 ， 直 第 五 常 的 波 雷 尔 强大 数 定律 知道 ， 以 概率 为 1 地 使 得 


Зэр, Вр 24 п жа КЕ W = RP 则 n CRE 1 HE 取 ІШ + ж 


BENE, 因而 由 (8. 3. 1) 式 所 建立 的 统计 量 了 可 以 用 来 判断 F(z) 
5 pe(z) 之 音 的 差异 性 是 否 显 著 ， 正 因为 这 样 ， 这 个 统计 量 7 CE 
ЖАН ЖЕ Ж) 可 作为 判断 Н, 的 检验 统计 重 ， 试 间 , ЖЕ 
服从 什么 分 布 ?由 于 统计 量 了 依赖 于 向 及 5, 和 如 果 固 定 m, Ш воо 
Вр, 7 的 极限 分 布 是 什么 1 皮尔 逊 于 1900 年 证 明了 如 下 定理 ， 

_ RREZE ЖЮ F(z) 是 什么 分 布 ， 当 如 ,正确 时 ， 则 由 
(8.3, D MR iy ІНЕ n 以 自由 应 各 一 1 的 X3- 分 布 为 极限 分 
ж, 其 中 Fo(z) 不 带 有 未 知 参数 ， 

Ш 我 们 就 m=2 的 情形 先 作证 明 ， 
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7 ne ee Ep 


— (оар), (оо ар)? 
7 арі + hp: 


бо яр)? | [00—010 a-p] 
яр, "(1 —р1) 
бир)? | (0; —#р 
яу 16! =P) 
— (np) 8.3.2 
api A= py ( ) 


引进 记号 
t= >16», 


其 中 д, ter, С, АЕ п АННУ РЕ Ж ОЁ ВЛ 38: 
1, or l; 
t=] EsE Lyos #1 


| _ 0, EE [yos Fils с,» 
mi | 
P(&=1)=P.(n) Fo) Р; 
E (0) :np,, DG) =rp (I —p2: 
НЕ 5. 4. 3 知 , 统 计量 
EPP 
sapp) 


RRA N (0, 1), 因而 统计 县 ?的 极限 分 布 为 好 . 
对 于 一 般 癌 的 情形 , 定理 的 详细 证 轩 用 小 字体 叙述 如 下 : | 
记 
аР 
мар, 


а) ВЯ, ЕЯ, MBI НАВО РО, Шоу окна 
24: | 


t =. т. | (8.3, 3) 


РН, p a= Ё.) = Етте 
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дн ү ЖЁН ЯР ДЕ, k Же; ВОИН Өзі, е, т), 每 一 个 Е, 都 
г, НУ =a. (ei, Ую) ПО ЛЕ ра Жж 25 
1=1 


фа іі, "9; tn’ = Се? i d pa ettim) ", 
ЗЕ, 8.3.3) Я (м, ии Е 25: 


是 非 负 整 


о угшн Г УУ, 
Фи ть туё) сле : " ti "(рын ӘУ ne н ҮЗУ)», 


ШЕ ЕЛЖ АШ E 


т т 
Ing, lii зе» у = —j n Ур +аы ул (ене; —]) +1] 
imi 1=1 


т т 
= Арэ ‘rts Ee е а) | 


-中 > (em nT ет) 


=— я D тау (2% A RP, шт, 


іші 


і 
ЗЕ 
гл 

- 
m= 


> (= 2% - L) +o(1) 
| и -HÈ БЛ ғой) 


--- t; ор ук) +о‹1), 


iol 


FÆ 
лер, (£, + М4) техрі- Azs- үну} 
(2) Е въ 


s= си =1 mls 


ші. 
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s= ун N 
$Е! 
由 正 交 变换 的 性 质 知 
X = уа, 
ігі іі 
ға 
m азы 
. 1 т 42 буе 
Фор, lE Pa) = €XD: —— 81—82 | =e 1-1 
НЯ m— ЖЕНЕ, ПЗВ ЖП: ЖЫ m— 1 ВЕЛО Ж 
不 相关 的 , 即 右 端 是 т—1 НІН Же Ë) НВ АА ЈЕ ГНО BB BLE ЖЕ 
ЧЕН С. ВНЕ Е НА, 当 я-әсо 时 ， (s, am) 的 极限 
分 布 是 т 1 ЗЕТЕ ӘЛ ОЙ ЗАН. ДЭУ S stay ААК Ary. JA Tü f +a, Я 
поо, ИЕ л = УИ Й Х.д. Ш 


络 定 了 显著 性 水 平 4， 对 于 (8, ЗУ РЕ ЫЫ т. 
ЖЕ НОЕ ЕЩ ЛУКЕ Но ПЕН T n ОНИ ОЖЖ МОЙ, # 
ЕЕ ОЖ ХИН. МНН: 
到 ，{8. 3. DAH X 检验 局 (8.2. 10) XE (8. 2. 11) КА Е 
K tE E ЛН. HEREA, 208. 3.1) 式 计 算 统 计量 
ЖЕНА, НИ ШЕЕ. БИЕ, 应 该 这样 选择 痢 界 估 
Хо (<), 使 得 
P (y> X * ы-у) } =а. (8. 3. 4) 
Ири ЖАЙ Ау ОҢ} из (а), со), В, Н (8. 3. 1) 式 计算 得 绕 
计量 n ОА, FATHER Хы, (о), ШЕШ Fit ok а 下 
ЖӘЕ H. ` 
如 果 Но Ро (а;0,-ҺЦӨИӘЖІ п, ЕЛІ 
РЖИ КИ ВАЕН Eó, 0, ЖАН Ө, -, 0, 使 


okzi0 60 不 含 未 知 参数 ， 然 后 应 用 (8. З. 1) 式 建立 的 统计 量 
` 130. | 


"(0,5 d Е ВЕН УБЕ ЕЕЕ. {НЕ ЕЕ 
Е Xano УЖ ЖАНА Ан, 其 中 m>>1+1. СЕЖІТ? |3 830 
S£ HJ 30.3. } 
#{ 8.3.2 Manaqa aa 此 时 
б Базы, Н Ра) Ри(т). 


其中 (а) f CTA dua Во ПЕЖО. 


ле 
ОЖ 利用 表 8.3.2 中 的 数据 ,由 (8. 3. 1) KH НЕ 9 НУ. 
ЖК, 判断 Но EARL. 关键 在 了 于 计算 пр, 其 中 
p.— F (g) SFG- (£=1,+---,m). 
我 们 知道 ,对 于 正 态 分 布 ,4 及 o? 的 援 大 似 然 法 估计 最 为 ; 


=, "=15) (š, — 


现在 用 表 8.3. 1 中 的 数据 г 求 出 < 及 5: ИЖЕ z at, Е 
4 及 人 的 估计 值 . 


3 8.3.3 


1 { —о,198. 5) 6 6.1 
2 [198. 5, 201. 5) 7 8.7 
s [291. 5, 204.5) 14 14.5 
4 204.5» 207, 5) 20 18.7 
5 r207.5,210.5) 23 21.8 
в [219.5,218.5) 22 18.7 
7 [213.5,216.5) 14 14.5 
& [218.5,219.5) 8 2.8 
° [219.5, 00). 6 5.1 
计算 得 
а= = 209, 
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让 2 一 a2a= 42.77, 
@==б,б. 
因此 Ро) ЖЕ N (209, 6.5) 的 分 布 函数 , 可 算得 
Pı =F. (198.5) --Ға(-<) 
= P{— oo <E 2198.5} 


¿— 209 
6.5 


-Ф(-1.62)-Ф(-<)-1--Ф(1.62 
=1—0.94738 = 0.05262, 

pı = Fo (210,5) — Fo (198.5) 
-Р(198.5<<4<2201.5) 


| Е—209 
= — 1. 624 
Dil 


=Ф(—1.15) —-Ф(—1.52) 
=Ф (1.62) —Ф (1.15) 
=0.94738 — 0.87493 =0.07 245, 
其 中 PEER N (0, 1) WU dB PR, RETF p E. р: № Я 
法 , 可 逐一 计算 $s,…, ро КІН 8.3.4 所 示 . 


= p-o <—1621 


<— 14351 


ж 83.4 


1 6 36 5.701 

2 ? 45 5.568 

3 14 196 13.517 
4 ` 20 400 20,305 
Б 23 529 24. 266 
в 22 484 24.568 
7 14 196 13.448 
8 8 64 7.273 
9 o 6 36 5.701 

vv ООО 
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Вт HF Ek п 的 观察 值 为 
n= У (02 пр) — 1200.347. 


‚ ЖИЕ ЖЕЕ ЖОР 0 0.05, HT Ë НР 9 一 1 一 2=6, 查 得 
ЖЕЛІН Х1(0.05) = 12,59, iR+T'0.347<12,59, 所 以 不 否定 Ho 在 
实际 工作 中 可 认为 光 通 量 挟 服从 正太 N (209, 6.5). 

#18.3.3 ЖТЖ 10 种 球 ， 现 在 从 中 有 返回 地 随机 扫 
取 200 个 , 其 中 第 种 球 共 取得 w 个 全 =1,-…, 1 ， 数 据 记 录 在 
3 8.3.5 rh. 


m 8.3.5 


чб O л фо гу сє 


= 
© 


б H. ЖҮН Е RHR, Н; 至 少 有 两 种 球 的 个 
ZTE. 检验 这 个 假设 是 否 正确 . 
Ж НЫв-Ю. = -оо,у, =: (і-«1,--,10),44 =o # 


Но 正确 , ЖАЯ ЕТИШ N RAAR RRRA BOREH, WA, 
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ВН ЗН ЗЕ ОНЫ і НН р, = у, (ізі, 


..,10). У я=200, № яр, =20 (і--1,--,10), ЖЛЕ 8.3.5 
rh, 

络 定 显 著 性 水 平 a= 0.05, H Ë H ЖЕ 10—1=9 А- ЖЕ 
查 得 临界 值 X (0.05) =23,6, rH n É ЯЙ Ke IÉ 2%) 224.92--200- 
24.9>23.6, 所 以 否定 Но. 事实 上 ， 从 表 8.3. 5 фо: 的 观察 数 据 
看 到 ,第 1 及 第 9 这 两 种 的 个 数 明 显 地 较 多 . 

18.3.4 БҰ (Блпһетіотдб, 1920 Æ) 5% (Geiger) fE 
了 一 个 著名 的 实验 @ 他 们 观察 了 长 为 7. БОННИ ЛИ СХ 36 
个 计数 器 的 由 某 块 放射 物质 放出 的 e 质点 数 ,， 共 观察 了 na 一 2608 
Ж. 表 8. 3.6 中 的 第 1 列 给 出 的 是 质点 数 i ， 第 2 列表 示 有 i 个 
质点 到 达 计 数 器 的 时 间 癌 隔 数 注 ( 每 个 时 间 间 隅 都 是 长 为 7.5 秒 ). 
анар АЛЕ ЕТЕ АЙЫ > ШІ КА | Ей; 

| Но: F(A)=Po(s), Hy: PYAFE). 
ЕСА 
PG А) =a" в, 1,2, 


ВМ, д0 为 其 参数 ， 

解 ” 从 第 二 章 的 82.1 中 者 到 的 满足 泊 松 分 布 的 四 个 жж 
姥 ， 可 以 认为 原 假设 Н, 是 正确 的 ， 现 利用 ХЫ Но? 
判断 ， 主 要 是 看 一 看 理论 频数 ир, 与 观察 频数 e, 之 间 的 差异 性 是 
ЖЕЛ. PE ARAA E fiH: 


=н 


© Rutherford Chadwick and Eliis ,Radiations from Radjvative Sub- 
stances Cambridge 1920. р. 172. 
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10086 
== 
2608 


Ж 8.3.6 中 第 3 列 的 数值 sp1, НН ЕЕ: Бә, 值 而 得 到 ， 
其 中 


= 3.87. 


f 
к= en 4-0,2. 


如 p = 0.020824, вро = 54.309. 


ғ 636 

т т; пр: 

0 57 54.309 
1 229 210.528 
2 383 407. 361 
3 5265 525.498 
4 532 508.418 
5 408 393.515 
6 278 253.817 
7 139 140.325 
8 45 67-582 
9 27 29.189 
2210 16 17.075 


2608. 000 


读者 可 以 象 表 8. 8. АНЕ o? Roia SR. БЧ Ж 到 ， 
在 用 Х* 检验 法 时 ,自由 度 为 mll, Wi m=11, ЖӘЗЛЕЖН 
ЖР а ЖИЕ, ЖН ЕЛЕ 9 所 对 应 的 临界 值 Xl (a), Н, ЕЁ 
2 (X 3 (<), оо), : . 

8.3.5 在 表 8.3.7 中 给 出 了 在 sa=367 Х Ж Zç h iz TE P 
错 次 数 的 观察 频数 о, 及 理论 ЖК яр, 名 值 D， 提 出 同 例 8. 3.4 


@ F.Thorndike, Applications of Poisson's Probability Summation, де 
Bell Sgalem Technical Journal, ой, 5 (1976). 
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— = = аи С ораи re А 
-- л паана чьи Үлгі. “mn а ачат ри apie ra Ai ЫР n ч Жы ылга тет ———— 


那样 的 检验 问题 . 


№ ЕТАЯОЧНИЯН АНЧА) 
=н =8.74. 


在 用 X* 答 验 读 时 ， 自 由 庶 为 15 一 1~1=13， 给 定 显著 性 水 平 
&=0.05 时 , #43 Х1,(0.05) =22.362. 
=. Же кебе 
шинаны ыы 
-不 相关 的 检验 

СМА 2. 4 И ЛЕВ, HH £ BR A E 
Ж Nla), ПЖ ЛЕД А (аз, o), pA £ Í n НИИ Ж 
Ж. 提出 如 下 假设 检验 问题 : 
4156” 


Hy 0-9,Н,; 250. 


在 例 7.1. 4 中 给 出 了 相关 系数 оН ТЕНШ R: 
— з» 
БЕЛІГІ 
统计 量 吾 是 两 个 子 样 之 间 的 相关 系数 , 它 不 带 有 未 知 参 数 o ,可 作 
为 五。 的 检验 统计 量 . ФИР 1915 НЫҢ f S kE Et F P) ИТА 
СЕЖІТІНз 29. 门 为 : 


f. G) = 2-24 -- жузға му 


Í ізі dr 
9 Ч pra)" 29° 
Ir | <1, 


Жфт 为 统计 基 届 的 观察 值 ， 由 此 看 到 ,如 的 分 布 只 与 p 太子 样 
* Ek п Жж. 
当 Но йз, ЖЕЖ МЕЖ: 


— R -4 -1 5-2 
fn) 


rr ) аи" (rl<1). (8.8.5) 


F. N. David (1938 年 ) 利 用 (8, 3. 相 式 ， 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 & 
及 不 同 的 子 样 容量 % ,编选 了 临界 值 表 ， 便 于 对 Н, 作 显著 性 检验 
之 用 (参看 [54 的 第 9 章 89 及 [25] 的 三 ). 
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下 面 给 出 对 Но 作品 著 竹 检验 的 另 一 个 检验 统 计量 ， 我 们 考 
ЖӨ Ж 


— R 
ТЕ, 


Жн ТРЕ ВУ НЕА ЖЕН (8. 3. 5) 给 出 , ОКТ ИН Е СЕУ 
的 表达 式 ， 根 据 $2. 4 ЖИ УЖЕ, 得 到 : 


(8. 3. 6) 


PO) еуі өү 
r z (4-2 a 4-2) = =з) 
W usos 


一 一 一 一 一 8.3.7 
© “Фа r (a= 2) 2 ( › 


ее, 1-е 由 (8.3.5) 即 得 


{8. 3.7)， 由 (8.3.7) 式 给 出 的 (7) 就 是 32.4 中 所 定义 的 自由 放 
为 a 一 2 的 分布 的 密度 函数 ,因此 (8.3.6) ЖИН Т Н, 
成 立时 服从 自由 度 为 一 2 的 4 分 布 ， 于 是 可 用 (8.3.6) 的 统计 
ИТУ Н» ЕШЮ, 这 也 是 上 检验 法. 

2， 独 立 性 检验 

我 们 知道 , 33 (Z, ЕА ТЕБ, £ t n 相互 独 立 同 
p=) 是 等 价 的 ,因此 检验 # 与 7 是 否 相 互 独立 ,等 价 于 p 一 0 的 旺 
著 性 检验 ， 在 一 般 情 形 , 这 个 等 价 性 就 不 成 立 丁 . 

我 们 知道 , 对 于 任何 两 个 随机 变数 点 及 7， 上 与 了 相互 独立 是 
#9: 车 伟人 轨 的 联合 分 布 函 数 为 Рау, £ E n yn yz sint 
Ж Р.(ғуЖ F), MAr Ау йл: 

Ға, =F Lr) Р.О). 
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因此 , РАЯ ВЕ ЗЕ 2 ДАр э РЕЙ Жата АН В 35 25: 

Ни Е(=, 8) =F (ЕР, Hy: F (т, y) AF (zF, (у). 

在 实际 工作 中 如 朵 总 体 的 特征 是 由 两 个 指标 5 R n KARE 
bh. ЖЕЕ СЕВЕМ (Е, п) 7. АХЛ АИ, ЕНЕ 
容量 为 nn TFH (6,11), tts БЫ НЕ № n Ra BË Rz ВУ 
范围 分 别 分 成 7? 个 及 8 个 互 不 粗 变 的 小 区 间 , 用 wz 表示 这 个 子 样 
中 “上 属于 第 让 тмин. ? ЖЕ Е А" А (1, 5, 
7; Е--1,--, 8), 


п. -Х Бі» H. — Жам = УУ» 
ісі ші - 
下 面 的 表 8. 3. 8 称 为 联 列 表 


ж 83.8 


MARE т) h t h Лл. СН ИУ), 它 的 “第 一 坐标 z 
ETETE, ROE y 属于 第 下 个 小 区 间 " 这 一 事件 的 概率 
Та) рС5, Б), АРС, +) Ж С-Б) ПОНУ b Е, 则 有 : 


pG, Э= РФ, D, p D= 5100,0), 


55570, k) = Узб, )= Erc, k) =1. 


=1 k=1 
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a... желе. чыте s 
mmn ark a а, are 


—ra ч aa 


此 时 , 独立 性 的 检验 就 等 价 于 检验 下 述 原 假设 ; 
Но эС,Ю0-р(С, 992 С,Ю, 
i=1, =, k= i, 8 


ЖЕ, REY Но ЕЕЕ. НЯ, RRRA N 
ЖЖК pO, RPC Dti. HF 
”-і 
?(т,)=1—]}>)р(4%,-), 
12: 
р(,8) =1— Sp(., hb), 


所 以 实际 上 要 求 7 十 8 一 2 个 未 知 参 数 的 估计 是， 当 互 ， 成 立时 ,未 
知 参 数 的 似 然 函数 为 : 


2 I уе - ДО, өре, ют 
=| >e: уе ІН өз 
-1- У, 下 1-5 
|р] ІШЕ 


由 似 然 方程  “ 
Әп}, ов... __. 
ЕИ =, rml, 
alnL Ща... оя 
ЭР. SEQ Ес-1,--,а--1 
解 得 


А Re Rk 
ҙа, 9) ==, к |Ë) = 5, 
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4-1,--,ғ--1;Е-1,-е,8--1,МІҙ С, 29690, E) 28 ға, 
及 8(', 襄 的 极 大 似 然 法 估计 长 . 
利用 (8. 3. ОА, 导出 Н, певен 


i=l kal, 
T Е z 
ки ыы һа» (8. 3.8) 


ЗК apli, k) = (Е, OPC, К) = nana fn. H AEN rs irta 
-2)-(ғ-1)(8-1), В, ЩИ ЖЖ, (8.3. 8) 所 建立 的 统计 
量 乡 的 级 限 分 布 为 Х%-оа-о. 2 РЕКЕ а, 在 着- 分 布 
[ш ЖЕ Ж НА (т—1) (4—1) ИЖЕ А ХІ, ро 
(о), 33 H(8.3. DORAE 5 的 数 策 大 于 这 个 临界 值 时 ， 则 在 显著 
性 水 平 БЕ Но. 

特别 地 , 4 т=в=2 时 , 统计 量 为 


2 
ДЕСТЕ — 8.2321] _ 
Ringa 


办 一 


匀 的 极限 分 布 是 自由 度 为 1 的 2-52 di. 


5841 最 佳 检验 与 无 偏 检验 


假设 检验 的 一 般 理论 ,在 数理 统计 学 上 占有 重要 的 地 位 ,以 上 
我 们 讨论 了 参数 及 非 参 数 两 方面 的 轧 著 性 检验 间 题 . 但 是 ,对 假设 
痊 验 问题 还 未 作 训 人 的 研究 ，. 例 如 对 于 58.2 中 所 讨论 到 的 参数 
检验 问题 , 可 以 发 现 ， 还 存在 一 系列 的 问题 有 待 和 解决 、 储 如 , 当 原 
ВИ АВТО НІН Жу Но 的 可 能 性 有 多 大 ; 为 什么 要 选 
择 那 样 的 检验 统计 量 ; 给 定 了 最 著 性 水 平 Е 了 ,的 否定 域 时 
有 多 少 种 方法 ; 怎样 给 定 检 验 法 的 好 坏人 准则 ,而 最 优 的 检验 法 在 什 
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么 条 件 下 存在 ,又 怎样 寻找 ，、 要 解决 这 些 阿 题 , Л 
概念 ， 在 这 一 节 , 我 们 仅 以 参数 的 由 设 检验 问题 为 例 , 讨论 无 仿 失 
验 及 最 优势 检验 (简称 作 最 佳 检验 ). 
一 、 最 佳 检 验 | 
ВАННЫ, ЕРАЗ Е. 
{48.4.1 设 总 体 二 服从 正 态 WCa,o)， 其 中 a 及 0 都 是 来 知 
姑 数 ,现在 提出 如 下 检验 问题 : 
Ho а=0, Н \їа-©0, 
当 原 假设 成 立时 ,由 (8. 2. 2) 式 知 ,建立 了 统计 量 
т явь, 


ETEA H, 的 显著 性 检验 的 检验 统计 量 ， 绍 定 显著 性 水 平 w 
БЭ к HE E a-o (а), 
P{IT] >t a-n (8)} =a. 

记 

Ву-(-99,-Ф%о-0 (9)) И Chini (G), co), (8.4.1) 
й Be 是 豆 s 的 显著 性 水 平 为 wx 的 否定 域 ， 我 们 也 可 这 样 选择 临界 
慎 ó, 使 得 

P(IT| <) =a, 
记 
. B,= (—8,д), (8. 4. 2) 

B, 也 是 Н, Bš W.S YE Ра НЕЕ. 

如 图 8.4.1 Bit, g (t) ЖЕ $k H JR T ИІН. 

由 此 可 见 , 在 参数 的 显著 性 检验 中 , 对 于 相同 的 检验 统计 量 及 
相同 的 最 著 性 水 平 ww， 可 以 有 不 同 的 临界 值 ， 相 应 地 有 不 同 的 否 
定 域 . 
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图 8.4.1 


#1 8.4.2 БЕЛОЕ М (а, со), Ж оо ХЕ, № 
Ен F ЖҮЗӨ ГГ: 


| Но а=а Ни азар 
当 原 假设 Но 成 立时 , 由 (C8. 2. 1 式 知 ,建立 了 统计 县 


— 2-а 
би з? 


ЕЖ МО, 1), CTRA H. 的 显著 性 检验 的 检验 统计 
Ш. МЕНА а, TAERE um 使 得 
Р{| | >н} =, 


HB - 
— < m = 1— 
pÍ па 7 = <». = 1-а, (8. 4. 3) 
іа | 
五 。 一 {—со, — Ha) U (чш, со) x 一 (8. 4. 4) 


ЖР B. № H, HEREKE Хам ТЕМ (8.4. 3) 式 等 价 于 下 
式 : . 


п 
Pinde 一 Мв той» = 5 ғ; = nú + М по.) 
іі 


=1—@ (8. 4.5) 


Bo= (—00, па, —^/ R оси) U (nas тозы, со), 
(8, 4.6 


Bo 也 是 Ho 的 显著 性 水 平 为 & ЛГЕН, (Bian, ВЕНЕ 
ЖИЛЕ АЛЕ Ж NO DHU Т, mE 5= 215, 检验 统计 量 2 服 


MER М (во, У n oa). 

ELE (8. 4.1), (8. 4. 2) № (8.4.4), (3.4 的 等 式 ， 都 是 用 检验 
统计 量 将 其 取 值 空间 划分 两 个 不 相交 的 部 分 ， 即 Ho 的 否定 域 与 
不 否定 域 . 

从 (8, 4.6) КН, q FË Я, 66, Е, ПЖ (а, tA 属于 
集合 i 


= le, a): DEB, (8. 4,7) 
faj 


Ho ИЕШЕ КЕ а FA 
ЖН, ШИ, (8. 4.7) КЕ 
Уы т, Найт 
车 性 水 平 为 5 的 否定 域 . (8. 
атуу Co 实际 上 是 
将 子 样 空 间 统 "前 分 为 互 不 相 
效 的 两 部 分 , 即 
SKUER), 
ЯП С) = р. 图 8.4.2 


其 中 他。 为 五 的 显著 性 水 平 为 < ЖЖ, 
我 们 就 * 一 2 АҚЫР, ЖАНЕ ӨТЕЛІМ. 在 平面 
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上 作 两 条 平行 的 家 线 L, ИР» 
Li: zid z ,=2a + 2 сн(о); 
Lx: tit te= дар s 2 ооч(а). 

将 子 样 空间 ж 剖 分 为 互 不 相交 的 两 部 分 Же 2 U ELE 25 
TERA Gord 270, MEEF HTAR (а1,43) 692% 
UREE Be, | 

由 此 可 见 ， 建 立 了 Н, 的 检验 统计 基 后 ， 给 定 显著 性 水 平 & 
КН, ЖЕН Жж H. 的 否定 域 , ЧИН НІН. 
不 相交 的 本 者 分， 确定 其 中 的 一 部 分 Өз 作为 Н, 的 否定 成. 也 
就 是 说 ,怎样 确定 Но 的 否定 域 , 等 价 于 怎样 剖 分 子 样 空间 为 互 不 
相交 的 两 部 分 . 

综 上 所 述 ,在 对 Н, ЕТЕНЕ, НЕЮ а Б, 
可 以 有 不 同 的 临界 值 ,相应 地 有 不 同 的 否定 域 , 这 等 价 于 将 子 样 空 
曾 彰 分 为 互 不 相交 的 两 部 分 的 不 同 砷 分 法 ， 一 个 否定 域 对 应 于 一 
种 前 分 法 ， 固 此 ,在 $ 8.2 中 讨论 到 的 五 。 的 显著 性 检验 落 还 很 不 
完善 

现在 ,我们 从 例 8.42 就 2 一 2 的 讨论 中 ， 引进 一 些 新 的 概念 ， 
探讨 H, 的 最 佳 检验 . 

定义 8.4,1( 两 类 错误 ) 对 于 原 假 设 H , W Sr. 为 其 否定 
域 ， 当 五: 成 立时 ,车 子 样 观察 值 (x;，:…,x,)ERo, 则 作出 否定 H, 
的 判断 ,这 时 则 称 作 犯 第 一 类 错误 (ЖИ) ИЖ ОЖ 
记 为 


РО, 2,860,105) =a. (8.4. 8) 

当 Но ТЗ, TESIS (ал, +, zo) © о, ШЕШ ЛЕ H. 

Ao ПЕТ, АЛМ ЛЕК РЕЗО ЗУ а CR bb), ЖЕ 二 类 错误 的 概率 
RWA . 

Pipen EDER] R=, | (8. 4.9) 
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а П ЛЬ ори, == вау ин ғыш. em -- С С С 2- 


но —- Q — Q, 总 为 参数 空间 ， 如 4 为 套数 ,人 00 一 人 0 二 分 ,91 二 
{2520}. 对 Н» 的 判断 情况 用 表 8. 4.1 作 说 明 ， 


ж 84.2 
ыз , 
кт тай HAA 
жен» | 第 一 类 错误 | Ей ` 
KERF: =й БЕТТІ 


A ГЕ АН 5 8. 4.1, ГИ воа, 的 一 种 情形 ， 
РЕВЕ: 


fis, а) fis, а) 


8.4.3 


РВ "ЕШ, ЖН та 的 大 小 , ARRE УЗЕЛ ЖАУ» 
其 中 


В (一 co， om 一 -er ) U( aot 92-ы, © 
„= ЦЕРН zB.) 
РЕ) Е [a= а} =g; 
Р{(#\, jg 一 个] =f. 
Ж, 651—0, 35 n е, ЖЕ и. 增 大 ， АЛДАЙТ 


+P WK. ҳа AEH, ЕК п ҒА, В. 
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在 实际 工作 中 这 两 类 错误 造成 的 影响 常常 是 不 一 样 的 ， 在 不 
БІ Ға 及 上 B 的 大 小 也 常常 不 一 样 ， 例 如 在 检查 病人 是 殖 
ЖЖ, РЯ ӘНЕ, КВН 
就 不 一 样 ， 又 如 产品 检查 验收 中 ,危及 健康 的 药品 验收 ,希望 不 合 
烙 而 当 作 合格 验收 的 可 夷 性 尽量 小 些 ， 即 犯 第 二 类 鲁 误 的 概率 В 
要 求 很 小 ,而 对 于 储 格 商 昂 的 商品 ， 生 产 者 希望 验收 者 犯 第 一 类 
错误 的 可 能 性 尽量 小 些 , 即 犯 第 一 类 错误 的 概率 o 要 求 很 小 . 

当然 ， 我 们 总 希望 所 作出 的 检验 能 使 犯 两 类 错误 的 内 来 同时 
尽 可 能 地 小 ， 最 好 是 全 为 替 ， 就 是 说 , 豆 " 为 真 时 ， 能 作出 不 否定 
五 。 的 判断 ; 而 当 H, 不 真 时 ,能 作出 否定 H, 的 判 听 ， 这 种 理想 化 
RRE, 由 于 子 样 后, £. 的 随机 性 ,在 实际 上 是 不 存在 的 . 当 
子 样 的 容量 n šE i, 犯 这 两 类 错误 的 概率 难于 同时 被 控制 . 在 假 
设 检验 的 一 般 理 论 中 ,是 在 这 样 原 由 于 进行 讨论 和 的, 即 固定 一 个 a 
(E 8214 —^ Bt 或 a) 尾 可 能 地 小 ， 通 常 是 限制 犯 第 一 类 
错误 的 概率 о, 即 选 定 一 个 数 а,,0-<а<1, 要 求 犯 第 二 类 错误 的 购 
ж БЕВ. ЖК я, 可 使 < 及 月 都 尽 可 能 地 小 . 

现 将 参数 的 假设 检验 问题 提 得 更 一 般 化 , 质 述 得 更 明确 些 . 设 
Aik š 的 分 布 函数 РС 的 中 含有 未 知 参 数 0, Жане Q, 
1060. 考虑 如 下 假设 检验 问题 : 

| Ни 9602,, Н; 060—905, 
将 子 样 空间 多 НОННА Ем, ара 
F МО, 0): HFE 960, А; 

M(E a8) = Р, {Ro} = РСЕ, 0-6, En Ee}. (8. 4. 10) 
ЕН (8. 4.10) 59, _. 

(400), 8603, 

8--6(0,660-0.. 

ніш Но 为 真 时 ,再 定 Н, ВЕК а(00,4 H, AK WF, ЖН, 
= 147+ 


MH, 0) = {8. 4. 11} 


————ы= ыы. 
Y W ww. n y. 


01—200). MEn OERE Но 的 概率 ， 

定义 8.4.2 ШИ RAER) 5. ЖЖ Н.(бЄ 
9 的 否定 域 , 称 由 (8. 4. 10) Ж УЙЕ M N HAAREN 
Жо ОЗЕРА СЗС ВА ЩО). ЖЕ а, cail, Е T. й 
Гит ү Q ， 

M(&,0) = Р, {Ro <а (9600), 

则 称 a 为 否定 域 F. БВ Ж, 

Са) М (Ko RMT а, 及 参数 9， 当选 定 一 
个 否定 域 Yo 时 ， 它 是 参数 6 的 一 元 函数 . 势 函数 的 意义 在 干 
当 Н, 不 真 时 , 反映 否定 Но 的 功效 大 小 ， 因 此 ， 寻 找 互 * 的 最 侍 
检验 法 , 可 归结 为 选择 这 样 的 否定 域 Yo; м 再, 不 真 时 ,使 得 否定 
Н, 的 功 雍 最 大 . 

如 果 参 数 空间 9 = (0,,0.), 0,= {Ө}, О, = {01} ,那么 势 孙 数 
ж 
а, 68-0, 


(8. 4.12) 


18.4.3 БЕЖЕ LATE М(а,о), с HEM (Ес, Ж 
ЕТА] A JR 8 АН ЖЫ iz: 


На; a=0, Н,; а=а (0). 
БОК и ВУАН, 


# ”对 于 显著 性 К F @=0.05, БЫ: ‚Ш 
(8. 4. DRAGE, u 窒 验 法 的 省 定 域 为 | 


%- O 5, адас Алған | 


=}, МЕЛІ lz] = = - те}, 


я 148 * 


对 应 的 势 国 数 为 
МЕР} — P HEL w198} 


о 
(Е — 
=P, [Ene эв | +Р P, -En 1.96 | 


к= < —1.96— 


РЕ = 


| 

+P. |a= 198 = | 

алы 1зв——==—}+Ф( -ы-- а) | 
(су те Та. зн, ҖИ, BD ase 0 B, Wl 


Miu 0) = 1—Q (1.96) +Ф(—1.96) = 0.05, 
зн, DAR, Ша=а,(5®0)Е }, WJ | 


=1— —— 1 
М(Жє,ау) =1 o( т 
. ti 


其 得 | 
B=1— МО, ві) 


=Ф(1мв-®®/ж)—Ф( —1%6—®Ы/я}. 
对 于 一 般 显著 性 水 平 0<a< lu 检验 的 势 国 数 为 
МЕ, а) = 1-0( u. n) ( 一 mA) 
Жаа, ERR, EVT. 


ЭТТ ARARE, ЖО а7>0, T ӛс>0, 
于 是 
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сақтан — a -——— - ^^ 


МЗ, 0) =1— Ф (и, ó) b (—u,— ó). 
ЖНА и, 及 5 ЖЕР. Ш: 
ам 


Ф! t 
та-Ф (u, 8) — P ( —u.—6ó) 


= Ф'(и„—8д) —P' (uat ó) >0, 
әм _ 
ди 


ф' (и„—8) —Ф' (—ч„—д) 
=—@'(u — 86) — D'u tå) 0. 
这 表明 当 & 及 a 固定 时 , МС, а) п RAR i n Ж т 
` 园 定 时 , 如 ( 冯 ,个 是 uo 的 严格 减 竞 娄 ,也 就 是 a 的 严格 减 函 数 ， 当 - 
"Мары, H] M (97%, а) деа (2>0) ПНВ, ЗЕҢ ЕТІН 
М —Ф"(и„—8)—Ф"(„1д) 

ЭЧТЕ, ВО ТЕ Ш АСНЕР. 

在 图 8.4.4 中 ,对 各 种 不 同 的 4， 在 a=0.05 Да>0 的 情形 ， 
”给 出 了 该 势 函 数 М (ЖАНА. MELEN, THE 


НІ # 44 


+ 150 + 


ЖЖ, ЭКЕН КОЖЕ БЕ, 对 应 的 检验 的 功效 越 大 ， 
定 吓 8.4. 3 最 优势 检验 )” 设 参数 空间 为 02,58 
Ho: 960), H, 6860,-0-%90,, 
к АЛЕ ЖЕ «йр ЕЗЙ 多 ,所 确定 的 检验 为 最 优势 检验 ( 简 
称 作 最 佳 检 验 ), 是 指 对 于 具有 检验 水平 % ВВ ,, М 
每 一 EQ1, 有 у 
P, {о} = H (№, b) 
SM (9,01) =P, Ei} 
其 中 
М (57,080) са, 0,642), 
M(22 0) Eo 060. 
SS AGB ДЕЕ ШӘ ЛЕЙ РС: 中 含 未 知 参 
数 0,0C OQ = 100,0.) НЕ z,0—a<1, 对 于 很 设 检验 问题 : 
Hx0=0, H,0=80,. | 
1ТЕ ЖЕ Ж а 的 最 佳 检验 . | 
从 定义 8.4.3 Ж], 436 H, 的 最 佳 检验 ， 归 纳 为 寻 н. DRES 
ER, | 
МИЛ ЛІ ПРЕ СҮТТІ 1 ДУННЕ, 8 


检验 是 存在 的 ; ЭМЕН ТИ ШАН hh aE Ж ЕЕЕ. 
п Ж ЖЕШ ДЕИН, ЕЕК O EFFE. МЖД, 称 它 为 一 


RERE, БЛИКА ЕНИ, 如 果 它 与 备 选 很 设 中 的 负 无 ， 
X 那么 它 就 是 一 致 最 佳 否定 城 , 也 即 为 一 至 最 佳 检验 . 

京 曼 - 皮 尔 进 定理 对 于 连续 型 分 在 及 离散 型 分 布 其 结论 都 同 辜 成 立 、 下 
ШЕ ЕМЛЕ. ЕЕЕ, АЛБАН Ро, 人 代替 密度 
ШЖ 了 (z， 内 的 位 置 ， 用 求 和 符 导 代 赫 积 分 符号 ， 就 色 为 对 离散 型 分 布 前 
Ж. 


ЗЕЕ ВН ZS 4 — ВЕЛСА НА Z Bi, 35 УНАН ЖЕ, ША 
一 个 引 理 . 
151, 


чл нды чн. ие ee 


Ж УЖ š НН fa, séi Ea DRP 0 为 未 知 参 
数 ,9EQ， 在 第 七 章 的 $7.1 中 引进 了 位 然 函 数 的 概念 , 即 


2(0)= 10 
为 未 知 参 数 8 的 似 然 函 数 ， 现 称 


ПБ ЕН» 


(0) _ тат 
LGJ -® (8. 4. 13) 


Ғе» 6) 


为 似 然 比 ， 用 似 然 比 将 子 样 空间 ж ЯЗЫН Ж HE 的 两 部 分 ， 
р | 
| Ea (zu Ea) L(A 26 O), - (8.4.14) 
= {2i zmayiL (0 DeL (Ө), 
Жз e ЖЕДИ КЗ с КҮРЕ p c) 3 
р(0) = P, {Wo} =, 6-і, (8. 4,15) 


(бо) 
* 引 理 由 (8.4.15) 所 定义 的 函数 ө(е)(с>0),%- ЖЕЗ 
АН, тің 
Ф(0у=1,‚0<ф(с) <> 


ар (0) =0. 
由 此 结论 可 风 1— ple) А-У В. 
ЖЕЕ — а, 0<а< 1, 存在 常数 Cas 使 得 
P lert EKP (c) 
其 申 


{1(0,) 


@ (e, 十 0) 一 Р Көз > з} 


* 152 = 


证 由 似 然 消 数 的 非 负 性 及 《8.4.15) 式 的 定义 知道 ,pC0) 
一 1,0<p(o) <t, 而 对 上 e>>0, 有 
plo) = f- Ща 0 аав, 


«Трева, 


Е 
Фс. =Ò) 


афо) = 0. 
+= есе. +0) 


Ж (8. 4.15) ж, ж 


0=6:< с», 
ИН М 8.4.5 


pled Сез). 
还 可 证 明 当 "cs te 时， MA lime (ea) =ф (о) 
Ж pie 的 图 形 如 图 8. 4.5 所 示 . 
“ЕШ ВЕ Е НН НЕВЕ 
(1) ЖЕ co 使 得 Ф(с.) =w， 则 检验 水 平 为 a ВБ 
否定 域 为 


#Ф = {(жу, rz LG) >e L (0) 1. (8.4. 16) 
证 о ERREA Ежа, Bl 
Р.) = Р, {9%} =. 


Яо [Па 1012, n (же ЖУ], 
gr, = [NU [9% NEE] 
* 153» 


——М—Ы—Ы—Ш—Й—Ш—Ш———ы—=ыЫыыы——ыыЫщы—Щ—д Ц... 


£ М, 


р, {ғ —Р, (9) [| ПУ, вн] 
А 
-БІШ BLER 0.) dz] 


- ІШ TIt ent, 341 


PLE and) 


- ff Пи, вова. 


{пов 


Ha (8. 4. 16) 式 知 , 若 对 于 子 样 的 每 一 次 观察 值 (ep z.) 6%"), 
МІН 


Пре. ЕР 5%). 
їз 1 іі 


因此 
Б -| 107004] 
onte- 1 
>o ff е, so 
жй - y) 
[| оге, вва, 
пс ғо” 
. Í- 4 Посета 
rini- жу o 
-FE 


Р,(9%)-Р,(6) 
4154. 


зе fef Yuressosza 


4 
жоп) 


- {f Плен воал) 


а{ п ғ 


=o, Sfi- f Iiau ta 
-| (тия бюл 


-с,а-а)-0, 


А, 
Pp, {wo } EP (Ж) 


EAE, 
(D ЖРЕТ co 满足 
Pleat 0) =а<ф(ом), = 
则 检验 水 平 & 的 最 佳 否定 域 为 
: 279 == {Cartas LEO) аб (8.4.17) 
证 明 方 法 与 (1) 相 周 .， | 
(3) Ж» plost 0) <а<ф(о), НЕ ЖЕ а É ЕЕЕ 
域 为 | 
| wt* =t UB:, | (8. 4. 18) 
其 中 ж} 由 《8. 4. 17) 式 给 出 , BECB; СВ, Ж "Жит 
集 , 满足 条 件 
P,,(B¿)= sup[P,, (Bš Jaap (Cat 01 
| <а—ф(е.-0), 
其 中 
Bo= (Gaya): L(0.)=c,L (001, 
155° 


B; -46-со,ғ.) x... x (—co,r,)) N Bo 
证 令 
#(ту = Po {Вг}, {8. 4. 13) 
Шоб) Rf kt ЕЕ: 对 性 一 r*-= (тү, enra), 
lim 90) = gir“). 


М ен 
12159 


x 
a*=supíg{r); #(т)<а—ф(с„-+0)} 


则 依 上 确 界 定义 知 ,存在 т" СЫ а TA RNS), 使 得 


-i< g(r) а". 


于 是 
limg (тт) = g* 
另 一 方面 ， 由 单 测 性 知 必 存 在 某 个 **， ER т" т, 从 而 
«*=1їшў(т”) = @(т*) <«—‹ф(о„-+0). 
最 后 , 令 | 
Ві =B; * = Ва {(— 00,7) х-“х(-со,%)), 
则 B; Уй Ж, ШВ И, 4% НЕ Кра 的 否定 域 , 即 有 
Ри} Р, 9) РР, (Br) за. 
18.4.4 ELE EMMER М (4,00), 其 中 9% 为 已 知 ,考虑 
下 列 各 种 情形 的 假设 检验 问题 ; 
(А) Н: а-а, Ни а= (>а), 
(В) Ни а-а) Н; аса, Св,» 
(С) Н, а-а, Hi аа, 
{р Hy: аса Ни а>аь, 
(Е) Hu aao Му: а< ал. 
* 156 * 


ЖИДЕ а, 0<а<1, 试 求 最 佳 否定 域 . 
Ж ВО. азуы АНЫ 


Mala exp f- Sa) Ea] | 
93-4 


Юа} 20 
оу 22 x 
= oxp 464-206 мае) 
== ех КАИС (а, dn) j n в) 
P Yo L. Оо 
л/т (a! go) 
тәнін (8.4.20) 


其 中 z 
оо ‚ L— G, — fo 
U =. т. а з Ё м п o 


gO) = Paot (Er ees 8): e" ро) 
为 常数 , MERDA. Баба —а%)/ю%. 
现 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a，0<a<1， 讨 包 (A) Z (B) bf 
Ж, HEREDES. 
(А); 由 


4 ЗЕ 
-2 


1. — 
| Z= Шш-а 


可 确定 5 值 , 记 b= uo 选取 cae “" 
Sr = (бав za): (а) 22е. Ка} 
为 H. 的 最 佳 否定 域 ; 事实 上 , 由 于 >0, 则 
Wo {e Eh ln) Uu). (8.4.21) 
24 Но ЖЕ, ШПОНА NO1), FE 
РР} = Ри = a, 
| 157. 


(8); 由 


可 确定 5 值 , 1а b= ue ёсе U. kb pp, WW 
Яо ((zu zi L (a 220,108) b 
为 Ho 的 最 佳 否定 域 ， 事 实 上 , IH T Ё<0, 出 
ау (е өс". бус у, (8.4.22) 
当 Ho WAH 则 可 服从 正 态 № (0,1), FE 
| то = Pa Æa} = Р, 0-8.) = 

2 F, 利用 (A) 及 (B) 的 结论 , ИЖ СО), (0), (Е) Во ВЕДЕ 
否定 域 . 

(С): HFH, ER в, WE G> lys 由 (А), Hy; а= аһ, 
Hisa=a (>m), БЕН (8. 4.21) 式 确定 ， 由 于 这 个 最 侍 
否定 域 与 4; 具体 值 无 关 , RER >, 因而 它 为 (C) 的 一 臻 最 佳 
GER, | 

(0): ЯР Н а= ао, Н; 4>>ao 而 言 ,由 (C) 知 ,检验 水 平 为 a 
的 一 致 最 佳 否定 域 为 

SF = ((z зул) Шеш}, 
可 以 证 明 多 ,也 是 (D) 的 一 致 最 佳 否定 域 ， 事 实 上 ,对 任何 asa, 
有 


Pi) = p jË 6 ада) 


= p |Ë E ut 


SPEIS Rula] = 
| ерір) ~= P, жы) — 9. 


. 158 ж 


Шо, 是 水 平 为 x5 的 企 一 否定 域 , 即 村 每 一 вв, 
Ру} <, 
sy Hb t 
P, уса, 
即 2; 为 Hi, H, Жр Уу o By ey. b Ом, ЖИЕ 
a> a, 有 
Ра P. {9}, 
从 而 270 为 (也) 的 水 平 为 a 的 一 臻 最 佳 否定 域 . 
(E) (С) Ж (D) АЛЕ BB A "Гл, (8. 4. 22) 802760) (E) ñ$ 
Жа й RER ER. 
$18.45 AE ERARAS АБЫ, ЕЖ 
В, z=1, 
Р в 2=0, 
其 中 07р, Éo sén ARTH. ЗЕБ НАЙ; 
Ныр= р, Ныир-? 


(рро), ЗЛЕ НА ЕЕ А, 
№ (8. 4.13) Нр 


Lp) ПР.) Ц (1— p) J 


Lpo) I 


H PG, so [г (1—2)! 1 
ізгі ізі 


т 


- (2). 5 (тау 4 
Ро 1 -pa/. 


= Dés, 
ізі 


ь 159» 


еа a van ww w — s — a s тт с.е. "тт. 


H р> ру ЖП, рР‹К1— Ро) 22 Ро(1— Р), BI; Е 
(р) _ ny. 1—1 ү 


То)” Ро 1— ро. 
1—1 "p (1 р) |° 
| =(т=®) в 20 
атт | 
в*(1—р4) 
ын, Пр.) | 
ЕС ЕЕ 
p, (1-21) 


如 果 存 在 常数 c, 使 得 | 
ф(е.) = P, , (2 r= a, 
其 中 
8 = {Cz ta) :LOp)Ze,L(pa)) 
这 等 价 于 存在 一 个 数 5, ўл 


Р», ТЕСЕ) =G, 
1— po) :pill—p в) | — 
Жр b= ЯСЕ о) | лов РЕТРО, 331 


项 分 布 , 即 有 
Р{ф=%}=Об1рК (1—р)"* (Е-0,1,--,Я). 
ЗЕЯ: п-<5,а--0.05,8-0.5,р1--0.6, Ж 


于 是 
Pa (025) = 2.0.05, 
Pp {24} = 620.05. 
Ж 


P, (624) -225005< Pp, {5224} = 5 


+ 160 s 


选取 C.= 4, ЖЕ a= 0.05 МЕНЕЕ 
Жүз 2 == {6,24} 
8 B (2, = 分 的 集合 是 由 形 如 
{#1 =1, 52-1, а= 1, = 1, s= 0} 
Ао y нё, СВ Я.Я 923 Нун 5 个 点 ), 则 它 的 任 一 子 集 ,其 概率 - 


芭 少 为 3 而 
a—p(0.+0) =0.05—2,=0.01875< 去 

于 是 ВЕ 为 空 集 . 

最 后 指出 , Ж, 二 {6 之 介 还 是 检验 问题 

Hy 2=0.5 Ни p>0.5 

的 一 臻 最 佳 检 验 ， 从 市 提供 了 对 于 例 8. 2.1 求 一 致 最 佳 检 验 的 : 
方法 . | 

”按照 例 8.4.4 的 证 明 方法 , 可 以 完善 上 述 检验 问题 的 讨论 . 对 
于 Hu р= ра, H i: ppo 先 求 出 Но: P= ро, Hi: р-р>рОй) 
Енем, (>, E5 р РЖ, НЕ Нь H, 的 一 致 最 . 
Е HF Не рер, Не вор, ЖЕРИ Ни p= n, Ны 
ор ПЕН, 381 (2.224) 0) Но: РР, Ниро B. 
一 致 最 佳 否定 №. ЧЕМ ро= 0.5， 对 于 一 般 给 定 的 ро, БКЖ 
Быз. 

， 无 篇 检验 

我 们 必须 明确 ， 一 致 节 侍 失 验 只 在 很 少 情形 下 存在 ， 下 面 不 
加 证明 地 学 出 由 察 委 发 现 的 定理 ， 它 常 被 用 来 决定 是 否 有 一 致 最 
佳 检 验 存 在 . 

Шеже Екс Рт, 9) 中 含有 未 知 参数 660. НИ 
ты Баға 5188; 

H :0=0,, Н.:9=8 (0,), 
* 161 = 


-一 二 二 rr постать алараа цыц s. йу m- e 


КАНЕ СЕНА АЖ @ ДЕ ТЕЛЕЕ 32 TE 
在 ) АННЕ Pt НЕЕ. 

不 存 蛮 -至 最 佳 控 验 时 ,表明 不 可 能 建立 这 样 -个 检验 法 ， 它 相对 于 原 
BLII AREG EE BBEA A RER REN h ERER,” Iet, 一 
A A ЖАКЕ ЖЕЗ 852 hi E Аза Ж, лт ТЕЙДЕ ЗЕ ERORA 
BERA RIRE RAE. Жор — БЕЛЫЕ Е PCB X: a КЕ Ж. 

ЖЯ 8 4.4 RRD 对 于 检验 问题 : 

Н,:964,, НЕО 
给 定 显著 性 水 平 z, Н, 有 否定 城 Я, ЖЕ МСЖ), й ма: 
Me, 0) е, DER; 
MiKo 0) 2а, ER~ Qa 
ЖЖ #。 记 确定 的 检验 靶 是 具有 水 平 为 e 的 无 偏 挫 验 ， 

MEREANA а MERER ww ， 它 对 于 任何 水 毕 小 于 或 等于 品 
的 无 信 检验 ж, 对 于 960--0, Куа ЖЖ: 

AM (m, 0) > M (м, (8, 4.24) 
别称 *。 所 确定 的 检验 法 是 具有 水 平 为 2 的 一 臻 月 优势 无 偏 挫 验 ， 简 称 作 
ея. 

对 于 一 大 类 检验 问题, 不 存在 一 臻 最 佳 检 验 , 但 存 在 一 致 最 佳 无 信 检 验 .， 

”显然 , 对 于 无 二 检验 Ao жекен М( Я, ЕЮ 
m, 划 有 一 子 信 oC， 当 -Bea 时 ,有 Е 
мей, 8) = о, (8. 4.25) 
Жр o ЖЕ, fa Q— Q. ЗОШ, MEAP. 4. 25) 的 粒 验 , 称 为 十 边 界 
Ж %.4.5 相似 检 验 ”对 于 检验 问题 : 
Н.:860,, Н,:960)—0, 
КЖЕБЖЕЖЕ а, п, 有 青 定 域 я, Же ЗЛАЯ WE E £ W: 
Жи, =a, 860,,. (8. 4.26) 
则 称 se, ВАЕ КОА ЫЕ яны АЗЕ 9 相 做 的 ， 

Ж, # ШЫ НИНИН тж жа а 的 无 搞 检 验 更 加 方便 ， 

所 以 下 面 这 个 寅 理 在 构 进 一 臻 最 侍 无 偏 检验 方面 有 其 章 义 . № 

”定理 ” 设 总 体 上 其 有 密度 困 数 / (2,0), жшіЖ 060, 且 对 于 全 个 检验 
жол Ж М(т,0) 9 ЕЕЕ зп о wi, РЕН 
. 162 + 


(8. 4.23) 


足 条 件 (8.4, 25) 的 检验 美 电 的 - .到 最 住 检验 , B WE Ж 
Mit, буа, ВЕОь, (8. 4,27) 
М wy 是 一 至 最 佳 无 偏 检验 . 
证 EERE, к МЕЖ. 4.23) 及 (8.4.2 和 两 式 ， 首 先 ， 出 于 满 
是 条 件 18 4. 25) оа Зеф TERRE X, 所 以 由 通 设 知 aš БЕТЕ 
一 个 无 篇 检验 都 更 优势 。 我 们 来 迁 я: 也 是 一 个 无 们 检验 .由 (8. 4 27) 式 . 
5, 只 需 证 | 
М(жі,0)>а, (060—0), — 
ПЕНИ, ЖАН 2 是 满足 条 种 (8. 4. 25) 葛 检验 类 中 的 一 致 景 佳 检 
в. В 
Эл pa htik ayri mh IE КИПЕ, Е — 0 R ELAR 
验 ， 对 于 各 二 项 分 布 . 负 二 项 分 布 , 泊 松 分 布 .数学 期 望 已 知 或 方差 已 知 的 正 
态 分 布 名单 参数 指教 族 分 布 ， 它 们 的 各 类 型 的 单 近 假设 和 双边 假设 检验 问 
E ERATEN Е бан 
定理 设 总 体 世 服从 单 参数 指数 型 的 分 布 ， 总 ,… 呈 为 其 子 样 ,很 定 它 
їл ñ ЕЩ Ж (连续 型 情形 ) 能 者 成 如 下 形式 


ТГ з20 = RO erp ӨТ іа, rss (8.4.28) 


i=l 


(对 于 离散 型 情形 , ERE Ж P (z, 0) ЕВЕ ҖЕ Р Са 0) 的 位 置 ，(8. 4. 
28) ҖЕ Ёз. фея ан, 060,000) 3 0 W ERALA 
ЮЖ: В (с), е, а.) Та, за АБЖЕ. ВАЗЕ 
| Ha: = H :9s=0,, 
3 НИЕ ВЕКЕ НАЯ Ok ЗЕ z, tr ЕЕ, HEE ЖАЙ майт 
Жат» | 
1 Тіл чу) с 22015 
фб) уб, Plta y Ea) ==, 2); (8. 4.29) 
| 0 e= T'uru, r", Z |l es, 
其 中 常数 by 及 e (7 二 1, 3), НЕД: 
Вор, 5)1= M N 00 = a, 
Ba Ep lE s ЕТ, = aB, T (Ду, +, 8]. 
这 个 定理 的 证 明 , #8 [23]. 
"下面 ,作为 定理 的 直接 应 用 , 举 两 个 例子 ， 对 于 每 一 个 例子 , 先是 将 子 样 
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la. 4.30) 


CH 


с ШЫ ЕЕ БЕГ БОН ЧЕ ТЕ Ж ЗЕ Н (8. 4. 28) д, НЕ АННЕ Ті5,-2,6,) 
是 什么 , 然后 按 (8. 4. 30) 式 , 对 于 给 定 的 水 平 а, 确定 bi, 如 及 Са б, 从 而 确 
Ж. (8. 4. 29) 式 , ФЕ] — ДЕ E; o ӨНЕ, 

8.14656 ik HEAT N (te о), а ЗЫ, o AR А. 
буу теу En 为 其 于 样 , ЫНАН; 


На: o= l, Ноа. 


现 有 
Treo- 7%. =a хр )- 7 әз, 
其 中 ' | 
. То» “алай Ул (хұ--а 5 
i=1 
1 
90 55 
+ 
. 1 | 
Вх" Ta) = 5658} 
А ' 
. В? Тегі, TE 
Eit 
. о, 1, 01 эй ей 
: Фа» ata = ba - Т=с; j= i, 2; | (8.4.3! 
f 0, сүз ТС бу, 
由 8.4.30) ЖАҢ | 
ооз а=М (Ж, 9) =E ip Es т) £) ]; 
[ ҡ + - қ 
ағы > tš во) ЕФ, т, ғы 244-9) } (8. 4.32; 
“我 们 知道 , 当 Н, 为 真 时 
14, 
бугш Чол. 
Т 08. 4.32) KAE Ж 
= 
ав.) ХИН а)? =a ncü 
Li=1 


= 164 * 


Рд ж @—ад+= 4 -0 @G=1l,2; 


ізі 


а-ы Гр (£ "+ Én) 1= P,: <et Pa {T >e}, 


БАНЫ p— S> (6 一 a0)* ҮЕ H, ХАН: 


= 
fez T ° exp 所 名 r>% 
0 PES aati 
MJ (8. 4. 32) ERAI E 9: 
[fe 00 (8, 4. 33). 
并 有 
anoi = |” ур dyt {fs орду 
эло | об, ay. 
ШЕ -i 


F: yfe: (0) dy (1—a) sa} 
1—4 = noa aoh 09048 
1 м+2 


бею {ы 
`——y НИИ tex z 
74 рат r (2) (ору у Р 12049 . 
2 


一 全 faz G) da, 
нин ыы. 
Г ғ; еее Ë „Ра (Diy=1—a, 
应 用 分 部 积分 法 得 : 


Із Ўл бу {yf ай} Ñ -[* ра 


1 + -|^ 
SAT ур e zo; ñ 


* 165 = 


— s. —- лыс 2 + 
— F an r w 


-(%- ЗІ Ўл GD dy #31. Ё. (2) dz 


= тауер =" +j "лай 


Hitit 
-1 ETEN 
= 101 РУР 
e:e "е 1. (8. 4.34) 


ЕЮ БЛ а II, h (8. 4.33) Ж (8. 4. 34) К, т o, Ж с. Ш, Жі 
确定 (8.4.30 Ж 
1, Тс, 2203 
9, с. Рен 
8.4.7 УНИАН Ж А>0 ІНЕ» Epia 为 其 
子 样 ， 考 虞 检验 问题 : 
Не А-А, Hi Aho 


фа, Tn) ={ 


Ж 
$ =, 
П, № = т^ l game E 
212 | H ew 
=e, (S О уа 
#=1 Tes 
其 中 | | 
Tiri Da 
ісі 
©‹А)=1һ^; 
Вт, 2 и} =} б 
R (ÀY =e wa, 
#6 


1, Tae E >e 
Фа, эс» Т-е, 1=1,2; (8. 4.35) 
0, су<7%2с,. 
+ ібе, 


J8(8. 4.30) А 


гв У TENI Piliny ša)" Уза n (8. 4,365 


іші J 


аз М (М, Л) =Е, [фб £,) ]. 


RAR 9 н, 为 真 时 ,统计 县 T — >14, АРИЗ BJ ñ ЖАЗУ 


ӛзі 


Ж,Е(Т)--вдА,.. | (8. 4.36) 348 


a= мы, в" + > ид ww Va - яй» 


4=й = 1 


+Z AD че" шо 


а = уде» „у > і. y .-.” 


7+1 


+ ы: “ (вА, ет зек ад, уне". 
cil 


在 一 REF LEE TANAMERA. ша А» 不 接近 r= т # X + f 
小 时 ， 2,42% 7% 
ж 
25 — #4, | 
| 574 
ж EIES NO, D, 那么 


Px, Ж Ея -uł һ4> уэ шы >. 


“іші, фт 


s= 


对 一 КЖ u BARY ORRA ESAKA AIK). В, bn b, 
及 eno: 由 下 式 确定 : 


с сяд һы b 
— = 8 лі. 一 上 ЫР. 
2 с таный + я #4) е" 


А.У 
= 5 аль? е" +ë (вдо) "н, 


„157. 


ВЫ 


тран, в=10, 4,=1,2z=0.05, H A 
gee 一 -0.010， 


J=0 


32—19 
о, 


1-0 


x" tli 2 ое -0,986, 


= 
Da H 0,973. 
=0 


于 是 得 到 
©,==4, cs=16; b -=0.789, э == 0,846, 


* 53.5 质量 控制 

”在 工业 生产 过 程 中 常常 采用 一 种 叫 “ 质 量 控制 ”的 统计 方法 ， 
以 检查 和 控制 产品 的 质量 ， 特 别 是 现代 工业 的 自动 化 高 速生 产 ， 
怎样 对 整个 生产 过 程 进行 控制 ， 显 得 很 重要 ， 质 县 控制 这 种 统计 
方法 ,通常 具有 下 列 两 方面 的 工作 ; ， 

(1) 工序 控制 一 一 其 目的 是 在 生产 过 程 中 通过 检查 产品 质量 
以 及 时 发 现 问 题 , 如 预告 生产 稳定 性 即将 蕉 坏 、 刻 品 即将 出 更 , 事 
KHR HEE- ERE LEHER E, ПАН ЖШ 
ғы, О Е А ВЕЕ, 蒜 它 为 预告 性 的 质量 检查 ， 
| (2) аан Ном, ИЛӘ 
晶 质量 加 以 鉴定 ， 合乎 规格 的 可 以 出 三 或 验收 ;不合 规格 的 性 瞩 
品 , 并 采取 措施 改进 生产 。 这 是 鉴定 性 的 质量 检查 . 

验 牧 控制 的 主要 内 容 实际 上 是 讨论 “抽样 检查 方案 "怎样 制订 
并 较为 合理 , 因 篇 辐 所 限 ,请 参看 [5] 的 第 14 章 ， 一 种 更 完善 的 检 
验方 法 是 A. Wald 所 建立 的 序 贯 分 析 . 关于 这 方面 的 详细 叙述 可 


- jef- 


н m "= - n. 


参阅 他 的 专著 也 可 参看 55] 的 第 17 3. 

现在 ， 只 对 工序 控制 作 拓 要 的 讨论 ， 我 们 说 生产 过 程 是 稳定 
的 ,是 指 如 时 影响 产 品质 量 的 主要 因素 如 原料 ,工艺 ,机 器 ,人 力 等 
无 显著 变化 时 ,那么 产品 质量 也 不 会 发 生 很 大 的 差异 ， 虽 然 如 此 ， 
即使 生产 过 程 是 稳定 的 ,而 在 生产 过 程 中 ,还 会 有 许多 随机 因素 在 
起 作用 ， 因 此 ,我 们 说 生产 是 稳定 的 ,或 者 说 生产 过 程 是 处 于 控制 
状态 中 ， 是 指 年 产 的 基本 条 件 不 变 而 排斥 不 了 随机 性 因素 在 起 作 
用 ,这 时 产品 质量 的 变化 遵循 着 基 种 梳 率 统计 规律 性 ， 上 反之 , 生产 
出 现 不 稳定 ,是 指出 现 了 非 随机 因素 在 起 作用 ,或 者 生产 的 规律 性 
受到 破坏 ,出现 事 故 ， 工 序 控制 的 目的 ,就 是 要 检查 生产 过 程 是 不 


是 处 于 控制 状态 中 , ЖП ЖЕҢ ЖИ ЛЕ УН БЕЗДЕ КЕРЕДЕН, 应 立即 采 — 


取 技 术 措施 以 保证 产品 的 质量 . 

要 进 行 工序 控制 ， 首 先 要 了 解 产 品质 量 的 指标 上 服从 什么 分 
Ж. RAEE Eo РОН 45 2, 一般 部 服从 正 态 
分 布 ;一 批 电 灯泡 中 的 庆 品 个 数 E, 一 批 滚 珠 中 的 废品 不 数 反 一般 
都 服从 二 项 分 布 ;又 如 铸件 表面 上 的 气孔 或 砂 眼 的 个 数 5, 神 布 面 
ЕЕ АЖ Е, MEERE Ж | 

8.5.1 Ж БЕЈ ном тоже, даче 
Чарыш Я, 

Ж ПКЕ ЕЕЕ ШАЛЕЖ Мса,о), BHN 
“生产 过 程 处 于 稳定 状态 ”, 是 指 总 林 三 的 两 个 参数 e 及 o? 在 规定 
的 标准 尺 呈 及 允许 的 “公差 "范围 之 和 内， 因此， 当 总 体 二 是 服从 正 
态 时 ,质量 控制 问题 就 归结 为 控制 一 一 对 参数 ako “在 规定 的 标准 
尺寸 及 多 许 的 “公差 "范围 之 内 . 

РНИИ. НЕЕ НИ СБ 
作为 = 的 估计 , ВН НИ) 
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一 、 平 均值 控制 图 
1. 基本 局 起 
АЕ ЖЕ Мса, озіне, ТРЕЕ R 从 正 坊 


75), 车 o 由 以 往 经 验 能 确定 并 记 作 co。， 则 给 定 置信 水 平 
i—a(« ЕЖ ЖЕ). dH (7. 4.213438 


Ма, 


Pfa- и. 72-а u s| =1—a. (8,5. 1; 
对 于 子 样 бис” а ВОН ж, gw 计算 得 平均 值 


8 
=>, 


# e(a и, E=, a+ u 2 ИРАНЕ 1—a “认为 "生产 过 
ROTEER TREERE EH, RREK, Жез 
为 规定 的 标准 尺寸 , 招 


(а- и >, at u rw) 
в 的 置信 水 平 为 1--« іні, ТЕТІ 
组 成 的 . 
如 果 о" ЖШШЕ 57 ЕЕЕ, ЖИН (7.4.3) ИЯ 


| == =ч=н 572) 


= 000 (8.5. 2) 
EWE тян k P 1- Ta M я из (atin O 


ано о -7 之 ARR. ` 
2. ЖИ 
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由 8. 5. 1D 看 到 ,对 于 不 同 的 置信 水 平 ,有 不 同 的 控制 区 域 . 例 
па 0003, 有 ,一 3, 则 控制 区 域 为 (0 一 -335,g+ 2з 以 直线 
#=а 为 中 心 , 作 两 条 平行 线 : 

Di; уаз; 
т 
Le: У:4--3- е, 


刘 称 以 直线 Г. 与 L, НЕН Е В. X nr 
me 一 0.0045, 那么 is= 2, 又 可 作 两 条 平行 线 ， 


r а; 


ИН (8. 5.1) ж, 


` 3.5.1 
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一 


假定 我 们 规定 : МАНЕЖЕ L, š 1, БТ 
成 的 区 域 之 外 时 , ЕЕ, ДЖ. 34 Z 3& E M. 与 
M, НОС ОНЫ» ЖА АЕ Е ШЕ НЫМЫ ЛЕЙ, BB AZ 与 
M, REGEER z {ЖЕЛЕ М, 与 М, НО ры, АЕ p= Be 
持 稳定 , 认为 生产 可 继续 进行 或 认为 产品 合格 . 

在 这 种 质量 控制 图 中 称 ММ, 分 别 为 上 ,下 控制 线 ， 工 ; 与 
І, ЎЫ Е, К. 

Я-А 
一 小 时 抽 一 次 , 每 次 抽 15 只 (4 二 15)， 济 其 口径 ，( 至 百 分 之 一 毫 
ж), 算 由 其 平均 值 .每 天 有 八 个 平均 慎 Z a Ze 依次 点 在 控 
市 图 上 ,如 上 图 8.5. 1 所 示 , ЖАБА Б, АЯ E 的 
观察 值 z。 第 六 次 抽 得 的 z 值 落 在 М, 与 Fa 2 B|, 发 出 警告 ;第 七 
жарық з ERTZ T, НЫЙ А ЖЕ, 发 出 警告 后 不 采取 
措施 ， 废 品 即 将 出 现 ， 在 出 现 废品 后 ， 采 取 了 维修 措施 ; АО, 
KARATE ЗЕ M. 与 M, 区 域内 ,表明 生产 稳定 已 恢复 . 

利用 “平均 值 质 量 控 制图 “不 必 竺 到 点 洲 在 控制 区 域 之 外 ， 往 
往 就 能 看 出 倾向 性 的 问题 ， 例如， 第 一 ， 如 果 点 总 是 落 在 中 心 线 
y=a 以 上 (或 以 下 )， 或 者 点 有 单调 上 升 (或 下 降 );， 这 可 能 是 车 床 
或 零件 安装 不 适当 ( 太 紧 或 太 松 )， 或 者 是 机 件 ,工具 已 受 损耗 , 麻 
损 ; 第 二 , 点 在 控制 区 域内 波动 很 大 ,一 会 儿 靠近 上 控制 线 ,一 会 儿 
又 靠近 下 控制 线 ， 这 可 能 是 原料 等 主要 因素 着 较 大 的 波动 ; 第 三 ， 
如 时 点 的 联 线 有 某 种 规律 (如 周期 现象 )， 这 也 能 和 启 几 我 们 及 时 注 
意 车 末 可 能 出 现 什么 毛病 . 

如 果 生 产 过 程 的 稳定 性 要 求 严格 些 ,可取 а, =0.10, 那么 由 = 
1.65, 相应 地 作 两 条 平行 线 ; 

Gy: к= а +1,65—7—; 


= 172. 


т 
б, y=a— 165» 


6. 及 ОБЕ M, 与 М, БЕЙНЕ Ой A, RAIA М, 与 Ma 分 
ВИЖ Е, TER, ГЛ G1 G, 分 别 为 上 、 下 控制 线 ， 此 了 时 如 上 图 
(8. 5. 1) 所 示 , 第 开 次 抽 得 的 点 之 在 Gs ЕШ, RARS ШЖ А 
次 抽 得 的 点 表明 废品 出 现 了 . 

当然 , 在 生产 过 程 为 稳定 的 情 襄 下 , 子 样 平均 值 Š HRE 2 
也 有 训 能 灌 在 榨 制 线 围 成 的 区 域 之 外 ,出现 “虚报 警告 "的 现象 , 浪 
费 一 些 时 间 和 物力 作 不 必要 的 维修 ， 这 种 “虚报 警告 "于 件 出 现 的 
жа, ШИ М,——М„ И, “Ей НІҢ 
ÆA a= 0.045, 而 使 用 G— G, ВЫ, ЕНЕ ЖЕРЕ ШЕШУ 
概率 为 < 一 410， 可 见 , 生 产 的 稳定 性 要 求 越 高 ， 棕 制 区 域 越 窗 ， 
而 “虚报 警告 “的 可 能 性 就 超大 ， 怎 样 “ 权 篇 得 类 ”， 这 种 思想 方法 
已 在 前 面 的 “最 佳 检 验 法 ”(§ 8. ЕТЕ, 

=, Жем 

Hi (7. 4.4) А, 有 й . 

Ples ы„-(1—®-}<яз?<о*„.,, (%) 
=1—@, | (8.5. 3) 
给 定 人 允许 “公差 ?范围 , 可 定 0: 的 数值 03， 从 而 对 子 样 方差 S: 作 
出 控制 图 . 在 应 用 (8. 5. 2) № (8. 5. 3) 两 式 作 控 制图 时 , ЕШКІ» 
算 子 样 方差 S° 的 观察 值 , 而 它 远 佬 计算 各 样 极 差 DI MARAR 
BHS £. 由 于 找到 了 子 样 极 差 DE Ио 06.2. 
23), НЗ 75 (6.2.1), AMRA hBi ЕК. .说 总 你 = 服 
МЕ № (а, о), Ё, Es ЖЖ, Ру =тах{4@} —пийл{&,} 为 
©. с рама Ішін? 

ВЕ, 则 有 ; i 


EDE) 一 Cao D (DI) = vio?. 
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егет з. ==. Быть нет оа ат 一 md — ' с=т 
—— r w ra — 


BRENCE. Б. DR Ж 
Р{Е(р{у 一 We/ 也 (万 和 <D1<<E(DI) +uav DOD) } 
=1—, 
如 给 定 «= 0.003, ЖИН u.—3, 从 而 有 : 
Р{с„о — 30,0 0 630+ 30.0 = 0.997, 


яр 
Р{ (0, Зр.) LDE (c, + 30.) ою} = 0.997. 

ЖЕ ИА” о, роіи, ATRE A n D Ж, Е 
(6.2.1) 中 查 得 cs 及 va А, УХ ЖЕЛЕ Н 22 B: nt TEOR 
ЗЕ Dš 的 控制 图 ,上 限 及 下 限 分 别 为 ; 

В. y= (e, 30.) oo 

Ва у= (e, Зо) Oa, 
实际 工作 是 这 样 进行 的 : НЕВЕ n 的 子 样 观察 值 z1,…, zs, 计算 
得 子 样 极 差 Di 的 观察 值 ds, 车 4, БИЕ P. 与 R, 关 戌 的 控制 区 域 
рч, 则 认为 生产 过 程 处 于 稳定 状态 , БИН "жым 
是 非 负 药 , Ж 550 的 下 控制 线 可 以 取消 ， 和 但 是 ， 在 一 般 情况 下 不 
ЗЕНОН кН, тінін D* 的 观察 值 d. 并 韭 越 小 越 好 , 因为 有 
村 测量 仪器 不 灵敏 导致 和 很 小 , 有 时 则 是 生产 使 用 的 原料 质量 过 
ВК. ХЫ, 也 应 注意 检查 生产 情况 , 对 于 后 一 种 情形 ， 工 厂 从 
把 济 核算 方面 来 看 米 必 合 算 . 


"486 FEER?” 的 确定 
жа, Б ORR n ДОДЕ, 在 许多 科学 实验 工作 中 是 经 
常 遇 到 的 问题 ， 我们 知道 , 容 县 ”未 小 ,估计 问题 不 那么 精确 ， 术 
ІНЕ ЖБ 251%; Fin 本 大 ， 又 会 造成 人 力 物 力 的 浪费 ， 在 
jk, 我 们 所 指 的 子 样 都 是 简单 子 样 。 下面, 我 们 就 儿 种 场合 遇 到 的 
子 样 容量 % 的 问题 , 作 扼要 的 讨论 . | 
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一 、 参 数 估计 与 检验 中 n 的 确定 

假定 总 体 服从 正 者 N{a, o), 其 中 心 及 都 是 未 知 参数 ， 给 
ЕЖ а, ЖЕРИЙ ИШ Ни а-а, 24 Но 成 立时 ， 由 
(8. 2. 2) 81, 


ин 
选择 临界 值 ts-y(a)，, 使 得 
Ртб) |=, (8.6.1) 
ФЕН 
ЕГЕ < басо б) [=1-—а, 
其 中 


151 51534, — 2. 


£=1 
{8. 6. 1) 式 可 以 回答 三 方面 的 问题 : 一 是 当 H, Жи, М 
了 H, 的 否定 域 ， 二 是 在 4 为 已 知 时 ， 给 由 了 子 样 平均 z 的 控制 
ЧЕ, 三 是 在 a 为 未 知 时 ,给 出 了 a 的 置信 水 平 为 1 一 wx 的 区 间 佑 计 
(= te- бш), + — Ein- °®) 
这 个 置信 区 间 的 长 度 记 和 作 2A, 其 中 


A= i Jf e- ›(а). (8. 6. 2) 
{ЕЗ ТЕР, ТЕ ЖЕ A ЖЕН 精度 或 误差 精度 ， ЮЕ. 
在 (8. 8. 2) Дир, MREFA А (и, 则 有 
я 1+5 009). | (8. B. 3) 
ХВ с HUL с, Но 代替 S 给 定 


“125. 


显著 人 性 水 下 ws， 能 查 得 临界 值 fw- (90. 这 时 , НАЯ, лн 
能 由 (8. 6. 3) 式 所 确定 ， 但 是 , 确定 临界 值 to. 1 (@) 本 身 ; 事先 就 
要 知道 = 值 , 即 自由 度 # 一 1 的 值 ， 因 此 , (8. 6. 3) 式 还 没有 真正 解 
决 计算 n 值 的 问题 ， 然 而 , REIA Е 分布 临界 值 表 中 看 到 , HFE 
ЖЕКЕ as<0.05 的 情形 , H n2>30 时 ,其 临界 值 tn-b (9) ==2, 这 
个 临界 值 对 于 大 于 30 的 各 个 # 慎 的 影响 不 赤 大 ， 因 此 ,我 们 先 采 
用 近似 公式 


? А 
п=1+ (8.6.4) 


Н я. 当 计 算出 的 = 大 大 超过 30 BF, ЖЫ Рао (9) =2 ЖЖ 
ЖТ. | 

”在 实际 工作 中 是 这 样 确定 n Bu: Е S RANI 按 (8. 6. 4) 
К л, # n IË КР 30, ХТ Аа ЖА; Жәй 
不 大 于 30, ИА ЖИ “ЕЕ” ЕЕ РНЕ: Е n, AAE 
这 样 : 先 由 (8. 6. Жараны 作为 第 -- 次 查 标 界 值 ta-n (00 
于 用 的 я, 将 查 得 的 临界 值 Eca- ©) КА. (8. 6. 3) ЖЕР в 16; В 
由 这 个 # 人 作为 第 三 次 查 临 界 值 o-n @ 时 用 的 x， 又 将 查 得 
ПЧ a-p ӨСӨН А, (8. 6. 3) 式 计算 = 值 ; 如 此 循环 直至 
(8. 6. 3) 式 中 两 边 的 z 值 相同 或 差异 很 小 为 止 ， 一 般 试 数 次 就 行 
т, 计算 出 的 值 通常 不 要 小 于 5 

18.6.1 某 种 电子 仪器 额定 电 该 的 总 体 的 方差 加 :一 200, 24 
检验 确定 的 置信 水 平 0.95 BU ИНЕНІ ЕЖ 20m A, HERE 
多 少 全 位 器 ;才能 满足 这 样 的 要 求 * 
№ Ш5:-200,А--20, ІҢ (8.6. 4) ЖО-Ж; 


HFa 值 小 于 30, ЛЯ “БЫ”. HF а 0.05, ЖАНЕ 
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1.00.05) := 2,31, КА, (8.6. 3) 式 算得 


—1--200 s= 
n=1--To6 х (2,31)5= 11.67. 


ГД 11 а= 0.05, #8 № Я t (0.05) =2.20, BRA 
(8. 6. D 式 ， 计 算得 
200 


а= 14-777 (2.20)*-— 10.68. 


以 自由 度 10 М а= 0.05, жЕ И 200.05) =2.23, ВАЛ. 
(8. 6.3) Ж, 计算 得 4 一 10.94， 这 时 确定 пе 11, KERRE’ Т 

在 这 个 例子 中 ， 如 果 事 先 给 定 A=5mA,a 及 S 125, iH 
(8. 6. 4) 式 计算 得 | 


43 = 


я--1--- = 33, 


ЖЕ “ИЕ”, 就 确定 子 样 容 f 诞 为 a= 33、 其 直观 意 
义 是 ; БИНО КЛЕЯ т, 置信 水 平 1— aR ut В TEA 
Ежа, 

例 8.6.2 ЖЕНА ИНТ, 治疗 前 与 治 
疗 后 ， 自 压 益 数 的 方差 一 般 为 15 左 有 有 ， 即 ce15， 假 定 该 药 有 
ж, 要 对 KE ЗЕКЕ a = 0.05. FPR A BE A= .5mHg 的 
血压 其 , 问 需 多 少 个 病例 的 试验 ? 000 

Ж ”本 例 作为 两 个 总 体 的 数学 期 渭 是 否 相 等 的 配对 比较 斌 
验 , 同 例 8.2.5 之 {1) 那 样 , 变 为 单个 总 体 情形 的 方法 来 确定 x. 用 
d 表亲 治疗 前 后 的 血压 差 , 取 8} = 15, Ла 5,0 0.05, 由 (8.6. ° 
式 计算 得 | 


в = + = 3.4. 


Ча {Н ЖАМ, 则 下 a= 5 Ж, ЖШ “U25287 А а: |Ң а= 0.05, п= 
5, ЖАНА ЧА 1400,05) = 2.78, A (8. 5. 3) 式 计算 得 a= 5.6. А 
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Пн толя НАК A- aAA E сн: ч ани awanwan ий, ен ш. 0 n: ооматы ате ті ее чег зс" Я 


We an=6, Е а= 0.05, ЖАНА 100.05) = 2.31, HRA 
(8.6. 3) 式 计算 得 x=4， 由 于 # 值 小 于 5, 则 定 #=5, 即 做 5 个 病 
例 的 试验 就 行 了 

现在 对 于 两 个 总 体 在 不 配对 比较 试验 中 上 的 确定 问题 讨论 
wF: 

假定 总 体 Мол ARRAES N C, 0) K.N Casna), нау, 
as 及 0 都 是 未 知 参 数 ,在 显著 性 水 平 & К, ЕЕ: 

Ны 44:03, Hi: аа». 

H (8. 2. 的 式 知 ， (а, —аз) „инк 1 一 的 置信 区 间 为 : 


(20—62 +2000, 
2—7 +S. 2414 (mitma - t) (а) ), 
其 中 Se= ——Н1—(81+нь80. МЕБ ВНЕ 2А, М 
| 1+ я.—2 
A 为 


A= в/ 2+ БЕС (8.6.5) 
ЕЗ == 的 情形 作 讨 论 ， 这 时 试验 精度 和 为 
һ-а,/2а- (в), (8.5. 6) 
从 而 有 о 
п p (e). E (8.8.7) 
对 于 a= 0.05, 24 g2>15 8, ар (a) 2, FE 
nS, : | (8.5. 8) 


НН (8. 6. O 4 (8. 6. 8) ЕНЕ), РАНЕЕ 
相等 的 检验 问题 , 在 相同 的 试验 精度 下 , НОЖИ, ЖЕЖ 
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配对 比较 试验 所 需 的 子 样 容量 大 约 减 少 一 半 ， 固 而 在 试验 条 件 许 
可 的 情况 下 , 尽 最 采用 配对 比较 试验 为 好 . 

#18.6.3 1701 8.6.2 бА, оз Ж, А-АА 
Еа 5-Е 

解 8 (8. 6, 的 式 计算 得 
8x15 

Бї 

ЖЕ ?一 5， 对 于 显著 性 水 乎 4=0.05, я= 5, 查 得 临界 信 É (0.05) 
— 2.31, А. (8.6. 7) 式 ,计算 得 


л= 2521502 31)%= 6,4. 


取 定 .8 一 6, 对 于 显著 性 水 平 “一 0.05， 查 得 临界 值 fu(0， 05) =2.23 
BRAC. 6. 77 式 ,计算 得 


2х q. 23)®=6, 


n= = 4.8. 


л= 


最 后 确定 п=6, ЖЕ, кене На 
为 6 个 病例 

二 、 最 侍 检 验 中 пни 

ВН Е МАЕ Na о), Жора 为 未 知 参数 ，o 为 已 
Лао, 提出 假设 检验 问题 ; 

Ну а=, Hi: а-а, 

Җор «Са, ЛЕЗО ЕИО ВЕ ВКЛ, MRR 
验 法 判断 这 个 假设 时 , 试问 子 样 容量 # 应 多 大 ? 

我 们 知道 ,对 于 上 述 假设 检验 问题 ,最 佳 否定 域 为 

£>A. (8, 6. 9) 


SEBI н, ЖУМ, 子 样 平均 服从 正大 ма, 52) H, F 


AR, ВИ H, ЖД, ИЕН Z JES (в, 2t} 
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— — ще ана алыл яг. _ r v С. к.  —— — ааа асо ле J . 2. 


(8-00 


ое аваз 
ax Эл (oofa n) | (8. 6. 10% 
4 Ет. | 
Í =< losl nY} m “йге, 
将 子 样 平均 ЕТЕ ЖИК. 作 变换 
__&-а 
| Foja в’ 
U АЛЕ N (0, 1), 则 (8. 6, OFRAS {СЕ 
om 1 Ы | 
| а-а 2% =a; 
Ea 1 а _ (8.6.11y 
(е йа” dua == В. р А 
在 标准 正太 分 布 表 中, 给 定 а, Ни са, 使 得 
PU Eu = a. 
给 定 用 查 出 w= 和 和 ,使 得 
PHU Sue) = 
| Ж урати 5-а, | (8. 6. 12у 
从 而 解 得 | 
(Wt) o 
"= ш}? 
(8. 6.13) 
A= its totg | 
М.Ч, | 
举例 说 明 ; E в =<=0,а,=1, 9, =1,&=й=0.05, 则 在 标准 正 . 
查分 布 表 中 查 得 
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Ча 1.645, ч;-:--1.645., 
ІҢ (8. 6. 13) 式 计算 得 
a= 10.8, А- 0,5, 

就 是 说 , 子 样 容 量 п 11, 最 佳 否定 域 为 E30.5， 

三 、 验 收 抽样 方案 中 - 

6:8.6.4 今 要 验收 一 批 水 泥 ; 如 果 这 种 水 泥 制 成 混凝土 后 ， 
WADAH 5000( 单 位 )， 验 收 者 希望 100 次 中 有 95 次 被 “接收 ”; 
阁 断 列强 度 为 4600( 单 位 ), 验 收 者 希望 100 次 中 只 通过 10 次 .已 
ын LBK ЖИ жу о = 600 (L фу), 试 为 验收 者 制定 验收 
抽样 方案 . | 

О Е ERRER E, RAAH RRK 
Уш, ВЕНА НЕОН, ELLA СР EE) = a fE 
Хы, ME, RIEA EIF АНЫН Ж a, 
Ж ВСЕ, 讨论 验收 抽样 方案 的 设计 : 定 出 子 样 容量 #* 的 大 小 , 确定 
对 一 批 成 品 “ 接 斩 " 或 “ 拒 收 * 的 标准 工 及 五 (在 序列 抽样 理 论 中 ， 
凭借 子 样 作出 验收 结果 时 ， 是 分 三 种 情况 "接收 ”"、*“ 拒 收 * 及 “ 待 
定 ", 请 参看 [5] 的 第 17 Ж), | | 


8.6, 1 


ВЕНЕ МАЕ М (а, о), ЛАВЕ ВАЕ 
. 181. 


N(e, >) 在 本 例 中 aa= 5000, а= 4600,0:-600, ЖЕРІ 


强度 达到 ао 时 , 成 晶 合 格 , 低 于 a, P, ЖА АА. а 是 成 晶 合 格 
时 而 作出 拒 收 错误 的 概率 ， 妃 是 成 品 不 含 档 时 而 作出 “接收 “错误 . 
的 概率 , 在 本 例 中 是 取 a= 0.05, 8:=0.10， 于 是 有 方程 组 


(т-а)? 


e te ndn = 0. 05; (8.6.14) 


L i 
| = CANES 
= 02-0103 
| J egge 794-010. (8.6. 15) 
РЕК 6 НЕ, М (8. 6. 14) 式 等 价 于 
1-9% А 
е аас 0,05; 
у — 1.645, (8. 6. 16). 
(8. 6. 15) АҒ 
г. ре T u= 010; 
Тәж m" 
2 кіні 292. (8.6.17) 
于 是 
сезү 1.645:=а, 4 се х 1.282, 
从 而 解 得 
`п=19, 2 4775, (8.6.18). 


就 是 说 , 在 每 批 待 验 的 成 品 中 只 需 随 机 抽取 19 件 进 行 检查 ， 若 混 
颇 土 的 断 列强 度 达 到 或 超过 4775( 单 位 ), ВЗК, Ж 
则 就 不 接收 这 批 成 品 . | 

+ 142 


习 м 
1。 某 化 工 原料 站 处 型 前 后 取样 分 析 , Ин Жі 率 的 数据 如 下 ; 


aE TE gi 


ARE EB Fš ` ыы, —— K. 
0.12 0.31 0.29 9,13 9.07 


жт йн BID; ñb t ИЖ АЛЕ ЖКУ N, НЕЕ с 不 变 ， 给 定量 著 性 水 
ТЕ 20.05, FJ AEBE а АН ЖЕ 85 IFE K Н АВЖ ҒЫНЫ. 

2.， 令 有 两 台 机 东胡 工 同一 零件 ,分别 取 6 个 及 4 全 零件 测 其 口径 ,数据 
WA (ть з=, А (977,00), НИ: 


в . 
六 = 204.6, 214 «6978,9, 
Есі іші | 
й Li 9 

Уу, =370.8, У, = 15280.173. 
4=1 іші 


很 定 零件 品德 服从 正 才 分 有 结 定 显著 性 水 单 a = 0.05, БЖ 可 认为 这 
丙 台 机 床 加 工 零件 口径 的 方差 无 显著 性 的 益 娠 ? 
3， 某 电话 站 在 一 消 对 办 接 到 电话 用 户 的 星 幅 次 数 按 餐 分 钟 记 录 得 如 


F: 

— ——r— PT - n ———— 
525%, 424 | й Д 2 8 4 5 в е7 
频数 | 8 16 I7 12 8 2 1 0 

Hatta Ж ЕП fE 5878 3 Жі 

204. 在 某 公 路 上 50 分 钟 之 肉 , 记录 每 15 РЕВЕРС А, Bi Л 

Жі к: 


Wink ЖИЙ Ж ED А АЛЕ. 


. 183. 


7 тете — wF wu p 
—— mam: mi — ttre н e кете 


5. ЖҚ 上 一 3.44159… 的 前 800 位 小 数 中 ,数字 O. 1.2... ОНЯ 的 次 
Жейт: 


t? 0 1 2 3 4 5 6 7 з У 


их 74 gt 83 7% 80 785 77 15 178 m. 


ЖНЖ ИЕ Ж, 
б, ЖЫ ЖЕН, 每 次 抽取 10 аж, ДНД 100 次 ,记录 每 
10 №7 h rp НК ЯР: 


ВАРЕНЫЕ ШӘ ТЕГТІ ТТІ ІС 
项 分 布 f 7 О © | 

7. ЖЕНЕ, о А А ДЗ: ЛЫШЛЫ И Жж 
MADETA ЖЕЕ, ЖЖЖ ИНЕТ ЛИК, 数据 记录 如 下 : 

m” 25 28 23 26 29. 22 


г. 28 202800230 ЕР 21 27 


ДЖЕН Го ЖЯ ЖЮ ЖЕЕ kr 给 定 显著 性 水 平 x 一 0.05， 
ES E IRIA IE БОЖА НАЗУ. 

8. ТЕНЕУ Ж ВОИ ЕН R 调查 了 三 百 八 十 五 人 , 统计 数 
FH ТВК. 


а ХІН sk H e iH 


мына таныла таты ЖЕ 0.65. - 
9. МІБ N (a, о), іш КЖЕ БИШ; 
| Hama, Нисаа (а). 
ШЧ Ш в 充分 大 时 , ЭГЕ ЕВЕ ЕЕ ҮР 
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10. WAE EMAER N (a, 2), 6,6 为 其 子 样 * 子 样 平均 
16 
1 
5162 
. =1 
考虑 如 下 检验 问题 
五 0 一 中 Н,:670, 
试 证 下 述 三 个 理 定 域 有 相同 的 显著 性 水 平 2=0.06: 
(D) 2Ë= —1.645; 
(2) 1.9 107; 
(3) 225 —1.96 Ж 2221.96. 


11. ЕЊЕ Я Еа Л 


Lens, Gaxa, 010400, 


го =} 
0 ‚ ЖБ 


És ds 为 其 子 样 ,分 别 试 求 
(1) E,:0=Z, Н,:8=14; 
(2) Н,:8--2, FE ,:8=1 
Ru a FE УВ, 给 定 显著 性 水 平 а = 0,05. 
12. ВВ Z HE A DLS Hy fi bd, ру, ШИЙ: 


СІР СІ-р)!7, z=0,1; 
P (z; p) = 
«з ю=}, ЖЕ, | 
О ре1, ёь f HATH TEBAH в, УПА 
а) Ныр-і. Нива 


(2) Ни =, Нир. 
ВЕРА а=0.05 下 的 最 传 检验 . 

13. WW PK £ HB JA # А МІН tiy fi: 

P (zr; А) sA ea, r=0,1,2, "s 
т! 
Аб, а", Бю 是 容量 为 10 的 子 样 , 试 求 
Hy A=0.1, H,: À = 1 
在 显著 性 水 平 a= 0.05 КЕНЖЕ, 
145» 


14. ЖЕЛІН ЖКК Ж, БЛАНН кю ИНИН РОК, АБ 
ЕТЕНЕ 2 ЖЕТЕ 0.4 到 0.6 НИЕ 0.91 

15. ЭЖ 史 为 已 知 的 正 术 总 体 来 菩 , ИЕ ИЕЛЕ в 为 地 大 的 子 样 ， 
才能 使 得 总 体 的 数 举 期 望 a 的 置信 水 平 1 一 a 的 置信 区 闻 的 长 度 不 大 于 Lt 


16. ЕЙ: 车 统计 最 了 服从 P... 78, MERA Faon 分 布 , 且 临 界 信 
之 间 有 如 下 关系 式 : | 
Е. (1—a) = 


i 
Кк, (0) 
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第 九 章 ”回归 分 析 与 方差 分 析 


我 们 在 第 七 章 的 $7.7 中 所 讲 的 最 小 均 方 误 相 做 计 原 理 , 是 在 
最 小 均 方 误 莱 冀 义 下 ， 处 理由 一 个 随机 变数 秦 佑 计 或 预测 另 一 个 
与 之 有 相关 关系 的 随机 变数 的 问题 更 一 般 地 , 是 由 一 组 随机 变数 
水 估计 或 菇 测 劳 一 个 与 它们 具有 一 定 的 相关 关系 的 隧 枢 变数 Ж 
патина BATNA, 在 这 一 章 中 ,我 们 将 

究 这 类 问题 的 一 种 情形 ， 即 一 个 随机 变数 同一 个 或 一 组 非 箭 机 
НН 这 类 问题 的 研究 统称 作 回归 分 析 ， 先 谈 一 个 非 
随机 变数 > 司 一 个 随机 变数 gy 的 关系 问题 ， 关 于 的 每 一 个 值 而 
М v {ЕЖ 3 383881, 可 能 有 凡 个 不 同 的 观察 值 ,因而 实际 上 是 要 在 
# 的 期 望 情 BLy1z] 与 < 之 间 建立 数学 表述 式 ， 若 [ylz] 是 x 的 
线性 函数 , 如 B[y1z] = бу + бул, 这 时 所 作 的 统计 分 析 称 为 线性 问 
归 分 析 ， 总 之 ， 由 一 全 识 一 组 非 随 机 变数 来 秸 计 或 项 测 另 一 个 隧 
НЕНИЯ 
на И Н ови 
RETER MEN — РА оН ЫН а Ж 
ЕВЕ ТИНЕ E A | 

” 矶 归 分 析 是 数理 统 讨 党 中 最 常用 的 统计 方法 ， 讽 如 在 各 种 项 
жар, ЬЕ Ва ro sp %, ВН 
ЕТ ЕТПЕС ЕЛЕ 
象 ) 与 一 组 自 变 数 GR, “级 防 报 因 了 ) 之 阅 的 数学 美 系 式 ， 又 如 在 
寻求 生产 过 程 前 工艺 最 优化 问题 中 , 先 要 导 求 工艺 的 最 优化 汉城 ， 
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在 还 不 完全 了 解 生产 过 程 的 物理 ,化 学 ,生物 等 原理 玉 经 验 的 条 件 
下 ， 用 回归 分 析 来 解决 生产 过 程 的 工艺 最 优化 问题 是 一 个 比较 有 
数 的 教学 方法 . 

对 于 诸如 经 验 公式 的 求 得 、 因子 分 析 ， е; kx. 
气象 . 虫害 及 地 震 钴 方面 的 预报 ; 自动 控制 中 的 数学 模型 及 某 些 新 
标准 的 制定 等 , 图 归 分 析 往 往 是 一 种 行 之 有 效 的 数学 工具 . 

试验 设计 是 数理 统计 学 的 一 个 重要 分 支 ， 它 的 主要 内 容 是 讨 
“ 论 如 何 合理 地 实 排 试验 以 及 试验 后 的 数据 怎样 作 统计 分 析 和 二， 系 
钳 地 设计 试验 并 券 虑 如 何 进 行 统计 分 析 的 概念 ， 是 由 费 歌 在 他 的 
慕 作 “试验 之 设计 "中 首先 提出 来 的 ( 穴 看 [20])， 方 差分 析 是 试验 
结果 的 数据 分 析 中 一 种 常用 的 统计 方法 ， 试 验 设计 开始 出 现 于 农 
田 科学 实验 ， 第 二 次 世界 大 谋 后 才 未 产地 被 应 用 于 工业 科学 实验 
中 ,如今 在 矢 个 顿 域 中 者 有 其 广泛 应 用 。， 试 验 设计 的 内 容 很 丰富， 
有 拟 因 子 设 计 , 平衡 不 完 爹 区 组 设计 , 正 交 设计 等 方面 ， 在 这 一 章 
中 , 我 们 着 重 讨论 数据 分 析 中 的 方差 分 析 法 . 


591 线性 模型 

我 们 从 几 个 例子 谈 起 . 

例 9. 1.1 我 们 知道 ， 一 个 作 等 速 音 线 运 动 的 质点 ， 在 时 世上 
的 位 置 是 в, 一 般 它 可 以 用 公式 ЕВ ЖБ, 其 中 A, 是 质 
点 在 t= 二 0 时 猎 的 初始 位 置 ，B, 是 平均 速度 ， 如 时 邱 В, 是 来 知 
的 ,s 可 以 被 观察 , 那么 我 们 只 要 在 两 个 不 同 的 时 侯 观 赛 质 由 的 位 
Es, 就 可 以 解 出 Б. E P, ВБ. НР, 质点 的 位 置 不 能 
被 精确 地 观察 ， 而 是 带 有 随机 的 测 莉 误差 ， 也 就 是 说 s 不 能 真正 
被 观察 ， 而 观 罕 到 的 数据 是 y=s 二 e， 其 中 是 测量 (或 观察 ) 
RE 于 是 我 们 有 公式 

¥=8+e=potpBrt+e, 6 (9.1.1) 
s На. 


其 中 + 是 可 观察 的 非 随 机 变数 对 于 e, ЖИЕ ЕРЕ Ra FE ИШ 
ДЕК, 在 -- 般 情况 下 是 多 许 这 样 仇 的 , 或 者 说 这 个 观点 
点 是 符合 实际 情况 的 ， 因 此 ,# 大 作为 一 个 随机 变数 ， 它 是 可 观察 
的 随机 变数 ; 其 数学 期 望 为 s, б, 及 有 是 未 知 参 数 ， 通 过 对 + NX y 
а KARA n 组 观察 值 (ty y), i=l, n ІҢ 
Ус At +e, (1, е, в). 

下 面 用 向 量 ,矩阵 的 写法 表示 如 下 : 

y=Xß-+g, (9.1. 2) 
Е 


1а в, 
(i U) 0 
| Е (у) = ХВ. 
我 们 利用 观察 数据 了 K X 对 未 知 参 数 B 作出 估计 . 

例 9. 1.2 ла, 它 与 水 (z) ,肥料 (zs), 土质 
G), ЖЖ (т), 、 栽 培 技 术 (zs) 及 管理 措施 (ru) 等 因素 有 关 ， 就 是 
М, ЖЕНЕ y 与 zt го, Жз, tao ts A rs GHA- EHER, АН 
是 由 于 观察 (或 试验 ) 中 总 存在 随机 因素 的 影响 ， 即 使 +1,…zs 相 对 
ЗЕТУ Аста ТЕМЕН 因此 我 们 把 yi to tn Zo 
аз, z+ 及 zs 的 关系 分 为 两 部 分 米 研 究 , 即 有 

多 一 了 (za етв) + 6, (9.1.3) 

ЗЕ / (т, …ssg 表 示 6 个 能 控制 的 因素 ху, уаң уі ЖЖ, 
tri…。，zg 是 普通 的 函数 表达 式 ， 是 非 随机 性 的 部 分 ，* ЖШ 
所 因素 对 小 去 雷 产 量 y 的 影 响 作 用 ， 把 e FFE AMA ENB 
* 189+ 


—. a he vr sa — -- 00. 


Ф с, ЕШ, у 为 一 随机 变数 , жаа НЫ, Вова 
为 f (zu nay 在 一 盘 情 况 下 ; F “т, ea) RER вузе qa {у 
қиян, 为 处 理 方 便 起 见 ， 可 近似 地 当 作 线性 的 情形 ， 即 
9 
这 样 ，(9. 1. DRE у, Za ARER МИЯ 
(иту, се, Za) Ef? n БО ОРЫ, (9.1. ож 
ЖЕЙ, +, В: PIEPER E, ЭР 
ТИТ, р е eA 如 小 үү НГ 
ЕНЕ EAT, ASA TRR E, АРВ КИЕ. kulak 
Kh НЕ, Z. РЧ, BDE Ат, г.(02--2, (р 8. ЕНА 
Td, ГИУ НЕ СОА 些 内 子 的 取 值 过 小 ， 影响 对 因 ГАЕК 
А, REAA ЖЕ: 标准 处理, 磐 后 月 标准 化 后 的 数 
ПИШ ЕР ИШЕ: 
#1 9.1.3 PARKES EENI, OHO КОШЕ у 主要 Ж 
титаном о Ет, мт 
J, Б y 也 跟着 改变 ， 但 是 由 于 观察 (或 测试) 及 其 他 条 件 
мы ТЕН, ARIKETA BE ЖАНА, 
BEDE EREM y ТЕЛА ТН ERRER | 
| ле т): 6. 1.5) 
Ж h Их, у: Ет ТЇР u 一 元 函数 ， ЕЕ 随机 笠 的 部 分 е 表 
дй RE Zah ш ова 作用 和 的 各 种 次 要 条 件 、 ха д6 % 
中 不 林 控 到 的 ,或 是 不 可 观察 的， 这些 次 要 ЖЕМНЕН? ; 
т, Л АЛЕН? ух АЛО ЖЭНЕ, ЖЕГП 2 жел 
ЖЕҢДЕН Аран. BUH, 2 足 数学 期 望 为 Flzy 人 的 可 于 天. 
的 随机 变数 , 妈 
| у | EMSi. кез. ЫН 
我 扫 通 过 试验 (在 4 及 人 的 不 局 的 取信 下 进行 试 骆 )， 能 观察 > 的 
йй. ЖЕТЕН f (% TOWED ИАС, 有 了 x; Ty 


= 10. 


г ЖЕЛ ЖОЛ, ел ТАНИ. Өй НЫ: Т 
Е: анаа з у. ЖАН ГЮ, 0169.1. 中 中 的 
а, D EREMI AAE е 期 Е 

=P + Вид t ВТ е. (9.1, 6) 
РН п язки (ихе Т), i=l eyn, ЖЕЖ б», В, 
д в, ТІНДЕ ЕР, | 
综 上 上 所 述 , 存 这 :一 章 中 ， 我 们 着 重 讨论 线性 同 归 分 析 ， ннн 
— ЗИН. 
设 因 变 数 ГЕШ ER zi oo zy НК: ` | 
I ‚== Ptit rt Выть t е. i з (%1.7) 
对 y ту, ne жь RHET п RERS [或 试验 ] 之 后 ， 得 到 п ВЯ 
(ити, ак), 1,666) CAET ERER RA U 7 
| у, = fr teet eza Te (1 =1, 6, n) (9.1. 8> 
ЧЕХ НИНЕ Ж КӨ). НИ, НЕ АЕ 


у | Ё, 
‚-(:) , (2) 
\ faxi В, ьа 
fiestas) ` e ñ 
a| 1 › 4. 
: Аааа п я ях1 


则 (9. 1, 8) дүнү жел Ж | 
ат ‚ y=XB+s, | (19) 
Жз X ЕЁ айр» x Ë B ВНЕ; B SE b Sit ЖШ ЖИЕГИ, Ж 
是 数学 期 望 为 零 的 4 维 随 灿 向 盘 ， уде u fü a аян 
ЕН, и 


рЫ 


——— a r = ina ama s. (n 


E (e) =0; 

соу (e,t) = 0* ny | (9.1. 10) 
фо? 是 未 知 参数 , 1... ЕЕ, ПА; 

Есе) =0; | 

D(e,y= o: : (9.1, 11) 


соч (E, E) =0, 158 

(4--1,-:,Я,8--1,--,т) ЖАНЕ, ЖЕНЯ Е ty eeen 作 这 样 
HRE: 无 偏 性 ,等 方差 性 .不 相关 性 ,这 种 假定 在 一 艇 情况 下 是 合 
理 的 或 允许 的 ， 

对 于 49. 1 9) 中 y， 我 们 称 它 是 服从 线性 粮 型 ,并且 简 记 作 
(y, XB,o*1...). 习惯 上 ,我 们 说 线性 模型 是 指 {9.1. 9) K (9.1. 10) 
两 式 组 成 由 《9.1. 9) 及 (9,1. 10) 两 式 容易 算得 

E(y) = ХВ; | 
соу (у, у) = l, xs 

通常 称 (9.1. 12) 式 为 尚 斯 - 蕊 尔 科 夫 线性 模型 ， 

车 对 е, се» г 作 具 有 独立 加 分 布 NO, о) IR E, MU PK 
(9.1. 12) ЖУПЕ ЕН. 

ЗР ТЕТЕ Я Су, ХВ, clhe, БЕІН ЕРЕ) ЕЕ 
前 是 : | 

G) HRSA В о? 进行 估计 3 

(2) НКТ B ARHAR y ЖА B ЕЕЕ 
检验 ; 

《3) УЧЕТЕ, 
”在 这 一 章 中 所 作 的 讨论 ， 总 假定 a> ИЖЕР L. ЖЖ 
#ч, 其 中 


(9.1. 12) 


=Х'хФ, 


0 PPE ADHERA Ял, AmA ЖЫ. ATSA. 
+192 = 


L E kx НВ, М ran (L) = РЕ 是 降 秩 时 的 详细 讨 
И, 可 参阅 f2 菇 的 第 4 Ж. 


59.2 ЖЖЖ 


这 一 段 主 要 讨论 线性 模型 (9. 1. 9), (9.1. 10) ӘЖЕ Ж В, 
В, Ж а? А, Ир (у, ХВ, о? Ти <a) "іж Вс Е В А 


好 的 点 估计 . 
—, ФВ 
ЖІП 
@=&'в=(у--ХВ)' (у—ХВ), (9.2.1) 
ЭКЕ | 
я " 2 
о-о: = D п-н) (9.2. 2) 


@ 是 4 次 观察 中 误差 项 of 之 和 ， 称 @ 为 误差 平方 和 ， 它 反映 了 y 
5 йа 之 间 次 观察 中 总 的 误差 程度 


最 小 二 乘法 原理 是 这 样 :寻找 使 得 Q 达到 最 小 值 的 fs В, 
作为 局,-…， B, 的 点 估计 ， 这 时 称 Bi 为 参数 В, 的 最 小 二 乘法 估 


Cr 


НЕ Сі -1,--,50, HOT (9.2. 2) е AE B, ЗЕЯ гра, 
求 @ 的 最 小 解 是 有 可 能 的 ， 所 要 求 的 É, 应 满足 如 下 关系 式 : 
во š z а 7 £ 2 
>. ,-Жаһ = min pa y- Жам | 
ГЕНІН isl | ШЫ еме; Ез ізі ) 
. (9.2. 3) 
我 们 用 微 积分 求 满 是 (9.2. DAHA Ao G = 1, +, k). Ж 
(9.2. 2) 式 定义 的 总 对 A GIRETA 


* 19; * 


i me pa A 


| п Г ь | 
站 = 一 2 y, — 518,23 | іші, еу. 
+ ЕТ. j=l Е . 


АНВОР ДЬ, ТТ 
п т. $ | 
Уи P] Ёва =0 i=l; Š, 


ішідрші 
5» 
k Г я i п . : : 
220: Урны = Уи езі, Ж 6.9.4) 
іші Гази Е 2501 | 
18 
Отыра іы), DY zy = Li 
#=1 ЕТ 
. = fhis = A'A, (9.2.5) 
оны. хш | " 
X'y= (ык, (9. 2, 6) 


则 (9. 2. 4) прв 
. аюв ко, 
即 有 | 
iĝ- Xy Б (9.2.7) 
通常 称 (9.2. Е Уға, MA г; шй, HHL] 0, НА 
зр k, ВАЛЕ (9.2. 7) АН, 记 作 | 


7 ÊE Xy, (9.2. 8) 
Jep L= (X'X) -1 № L Я | 
‚ ”我们 来 证 明 (9. 2. DAHR В АРЫШ (у, ХВ, сЕ...) 
О JEN A 满足 关系 式 (9. 8. 


* 194. ` 


3) 51,99, 8), ЕНШІ, (9.2. 1) Ç 
知道 ,对 任意 B 
Q= (y—XB)' -Xp 
则 有 | 
ly- XB) (y -XB = Гу ХВ) +x -BIL -X 
ХОВ 81 | 
=(у—Хй@)'(у—ХЙ) + (@—в)'Х'Х ВВ) 
+(y-- X) X (8 —B) + (й—В)'Х'(у—ХЁ) 
2(у-ХВ)'(у- ХВ). _ 
ЖИЕН ЖЕР ЛД ТШТ: 
@@—вВр'х'х(й—В›=[Х(@—В)1'1Х(й—8)1;>0 
(y -XÊ X-B = (y X-X R) -B 
-(ҰХ-уХ)%-8)-0. 
至 此 , 1550 Е, ШЕЛ Т (9.2. 8) 式 中 的 了 是 B 的 最 小 二 乘法 
估计 基 . 
在 实际 工作 中 , 常 称 
w. #= Ва ++ .十 应 ms (9.2.9) 
为 线性 回归 方程 ， 在 今后 下 作 中 ， 当 自 变数 r, eu т, 分 别 取 值 
ги, Gys FF, H (9. 2. DARRIE 0, IEA ИІНІНІҢ, 即 可 用 自 
变数 zi ‚т, 由 (9. 2. ЗЕ TARRI IE AK y CIE PE FE PE BL AER 
аиа Ра) ВИАН) ЖИ. 
=. hR Af iE 
首先 , REDNEM- DARRER RT, НОО. 2. 8) 式 确定 
B BBB h 32k IHE В вн, 


“19%. 


ені B JBE IMAT, 
g рб ху, 每 一 个 有 BE те RHEAN, 
因而 É, 是 B, КИНЕ, HY В № В 的 线性 估计 量 ， 


ЕФ) -:R(L-!1X'y) =L-1X' . E (y) 
=L -1X'.XB=L-'LB=B, (9. 2. 10) 


E(P) = В,(2=1,---, 0). № 

ет? 他 的 协 方差 矩阵 为 weL-: 

证 JOB L-X', Ш B= By, 

cov Ê, В) - ELE By—BE C) [Ву—ВЕ(у)]'} 

=В.В{[у—Е(у) [yE] B 
=B o'I. В. 
= Ех, (LOX Y 
-LOK o KL =L. (9.2.11) 


记 . 
1.1 C = («ео 
mA | 
рд) = оса (= 1,5-5, В) 
соу (fi, Ё) = o*e, (i, = 1, “.с, в. L E 
из 1а Б | 
` е=у- ХВ-У-9, (8.2. 12у 
其 中 
=x, - (8.2. 13) 
жу лжи, ФН X xy МЕНШ, ели. Mi 
4: 


# 196. = 


Е(е) =0, 8 Е(е)-9,4-1,-е,4. (9.2.14) 
соу (8, е)--0, ВІР В, i=l," k, 
соу (Ве) = 0, #1, e (9.2. 15) 
证 Ble) :Е(у ХВ) = Еу) —ХЕ(В) | 
= ХВ ХВ 0, 
cov (В, 8) = соу (Ê, у) —cov (В, ХВ) 
=coy(L-'X'y, y) –соуф, бх’ 
= L-'X'.ot—a'L-'X'=0. В 
ВЕ ЕРЕКЕ ЛИН RTF: 
соу (у, у) == cov (XÜ е, XË +e) 


-соу(Хф, ХВ) -+ соу(е,е), © (9.2.16) 
у'у= (у-+е)' ($ te) 
=:9'9- f'e: e'f e'e 
=7F'f+ e'e, (9. 2. 17). 
其 中 | 
ў'е=ё'х' (у—Хй) 
= оху-ххй)-ө. 
ај 
еў 0. 
уу, Y YK ee 分 别 为 “观察 向 是" 估计 向 量 " 及 “剩余 向 
量 " 的 长 度 . | 


由 正规 方程 (9. 2. 7) 知道 ; 
| X (y XÊ) -0, 
b Хе 0, | 
| . 197- 


лаять ль UU m 


Srne = 0l, D). Ë 
е1 


э “ЖЕЛП R e БЕЛЯ М x; 
= щото х) 都 是 正 交 的 ， 1 
1, =s k. чины”: ХВ 是 
+ Лк, Xs 所 张 成 的 
空间 ， 这 个 空间 称 之 为 “估计 空 
її”. нй; ЧЕН ИГ” ЖЕ. 图 9.2.1 
因此 , 我 们 可 以 这 样 说 : 在 最 小 二 乘法 中 , SHE Ў=ХВ 是 观 
жануын КӨШЕР. 

性 质 4 Е(е’е) = («В о”, а 9. =е'е, Ш (2) о Вр 


-9: 2 о? 的 无 偏 佑 计量 . 
证 HJ 
ge ве: (y—XÜ)' (-х (9. 2. 18) 
EQ, = Е(е'е) := Е[у' O- XL 'R')y] 
:=- Г (у--Бу) (1I— XL -'X') Gy — Ey} 
二 (Ey) а: ХХ") (Еу) 
=o trace ХЕХ] 
= по? — o trace ЖІ ХУ 
=п0* г’ о trace (№ хх’ } 


: = пу? 6 ает г) 
=: дер? - (n —k)Y 62. 
其 中 АЖ. 18 
# 9 (9.2. 19) 
n— Ë 
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ОЗ ПЕ ОНИ. É 
性 质 5 ВЛОМ. 
证 ĝÎ-L Xy, EB В, 
| соу (Â, B) > өЗ121,0-<0% со, 
没 T=Ay B IE РЛЫ 
ВТА ХВ, 
ӨҢ 一 АХ = 1, 
соу (Т, Т) = Acov (у, у) А' = о?АА'. (9. 2. 20) 
іш 0-=АА’-Ь', 我们 来 证 Н: D ЖР ЛЖ АНЕ 
ЕЕ. РЕЯ: 。 | 
` : : . . (ALX (A-L Хх», э, 
АА’ АХ ~L IX'A' TE X XL 2 ` 
= AA ИТ: (ЕЛ! 
=АА' 1! D... | 
这 个 性 质 通常 称 为 高 浙 - 马尔 科大 定理 В 
"ВЕРЕ, 我 们 寺 正 态 线 性 模型 ， 进 一 步 讨论 色 的 时 溃 二 汪 法 信 
НАВ тозса, ене Q, а НИЕ, Q, EIR 25 
平方 和 在 名 MÈ 作 估计 量 时 达到 的 最 小 俩 ,这 可 由 (9, 2. 1), (9, 
2. 354 (9. 2. 18у Я), НИЖЕ Q. НАДЕЛА. 
HEJA 6 ВЕ Eis tt'e En A aE Е, 总 体 £ 服从 正太 N 
0,0), Ш 
(1) Ê j e HEJA Вы о: аур ° b 
(2) В 5; е ИЕ жан, BOIER, Б ЭЕ y ИШ 
ө . 1. 
P (B) Ë, cov (В, Б) cr 
Есе) .0, соу (eye): o*a — XL- X’); 
* 199 e, 


` rr aaa w s 


(3) QERA an (9. 2.21) 
证 (9.2; 8) № (9.2.18) МАМ, 
B= L- X'y, 


如 = (у XÉ (y XÊ) =y' [lx —XL-X']y, 


B=L X, A=, XLX’, 
" 
B=By, Q.=y'Ay. 
(1) 外 为 y 的 线性 型 (是 指 每 一 8, 5 pu +, у, ВЕ), 
9. 为 了 的 半 正 定型 (是 指 以 3,…, 加 为 变数 的 半 正 定型 ， 或 称 之 
DENE). BH kxn ВА ЖАНЫН sxs Е. MEBER 
数 知道 , 存在 一 正 交 人 矩阵 Ha 使 得 D= W'AH 为 对 角 线 矩阵 , 记 


为 0, 0; 
-一 1. 
р-( 0 о,” 
其 中 D, ХЕРНЯ. НЯ, В 


r-en- (2 е.) 
¿kx 


Fa Fe 
因为 | | | 
ВА = (X'X) ХЕХ ОХХ) -XN] 
=(X'X) `' (X'— X” =, 
Ви 
9-- ВАН = BHH'AH = ЕР. 
- (= Ен D, ”) 
ЕЖ. FE, 0 0 
推 得 


ЕЮ, = Е.В = 0, HEF = Е. = 0. 
"206 * 


ана —— a n 


НУН ALEXE, ЕЕ 


z=H'y=[ 9 ) (9.2. 22) 
| Жо» 


БЕЛТА ЖЫН ЖО E EP HR E АЙАН. А 
у=Нт, y'=zH', 
-于 是 
@,= y'Ay = zH'AHz= > = ҒАРЫ ПЫ, y 
^ | (9. 2. 23) 
B= Ву ВНг Fz = F; Za » 
其 中 zu Вт ЛЕЖЕ, қоз АҒАШЫ, 就 是 
说 ,对 于 zo Ze Q. 是 前 n— k 个 z, fp kt, B E JS t À z, М 
ERREX, 因此 Qe 与 B 相互 独立 . 
(2) BA y 的 线性 型 ,y DD п ЖЕЛЕ БИШ, BI В 25 £ ЖЕЛЕ 2 H 
Ж, BEER, 由 于 cov(ñ,, B) = оо, 所 以 fyo Йу 之 闻 不 一 
定 相 互 狼 立 ， 
ІН (9. 2. 12) уся | 
e=y-XB-—y—XL-'X'y= (pea -XL Хуу, 
F e 是 y 的 线性 型 , 是 % 维 正 态 向 量 ， 而 且 
соу {е,е}=соу (lren — XLIX y, И, XL -!X yy] 
=, ,— ХХ. 
(3) 记 A— L. —XL-'X', ИЯ 
| (у-ХБу/А(у-ХВ)-уАу-ВХАУу 
—у'АХВ | B'X'AXB= у'Ау, ` 
. 201. 


其 中 
B'X'A BX —B'X'XL X = B'X'—B'LL-ix'— 0, 
AXB: XB--XL'X'XB--XB—XL В 0, 


ВХАХВ--0. 
于 是 
“= ЖАУ 1 у хВ)'А(у- ХВ) = Ае, 


我 们 知道 , ERE А 的 秩 为 4 一 4, 可 选 正 交 矩阵 H, 使 得 了 = НАН 
中 的 D, Ж(ө-А) х (п) ВЕ. X IH H ЕЖА 
H'H = HH’ = Inen 


于 是 
О. EAE jE 
GA “ Үн: НАН! н(= =) 
= О'НАН = UDU, 
其 中 


Е ү с’ _ КАТ 
© ноу e (Aye. 
БЕТТ Т Е 0910 


U 一 (и, --,,) 中 每 个 向 最 也 服从 正 坊 N (0, 1), mE М, 77"ұ Ж; 
Ели. ВА 


9: 2000 
= У\а? ~... | 
最 后 顺便 指出 ,最 小 二 乘法 估计 最 B 及 020, 也 是 人 Rot 


атала аа ЖОТА RAIUS itt B M R, 
BHA. RAGE, Yo esy EAEI У ВЕНЫ у, 服从 正 
"2002. +. 


іші 


数 为 : 


3 
ІВ, e) = олуят exp| 51, (и Уе, ) | 


EN (азе нь von TA Pots В, № o° МЫН 


f=1 


ЯМ, МН (В, er ”) 尖 到 极 大 值 是 等 价 于 使 得 (9 2.3) AIEA 
МЯ, 


"$9.3 м ж 

一 、 讨 论 三 个 例题 . 
3.3.1 我 们 考虑 例 9.1.1 А 
2- Ah t 2+2, (9.3.1) 
ит 


z | (9. 3, 2у 
#. 一 ñ, T A. rz, “га 


则 有 
{тп “А 
1-х x Xey 
L-!= = 1 5а — E 
п>! (z, — в)? өз 


其 中 z= 1 Уа хіт Ур, Bi 


2 | r 203. = 


Bo L-'X'y. 


ж т 
аў уу уш РЖИ: 
ізі 


_ 1 ' өз (9.3.3) 
> (2, —#) 2 ">. ЕТЕ -R J 


由 此 得 到 : 
572, ney Улан: nsy 
ВЕ = 15 (9. 3. 4) 
я> iea)? 01252 — ағ? 
н (9. 3. 2) 可 知 
Ёь=9— 812 (9. 3. 5) 


2-1 (уг хф)! ХВ 
| у (Ёо Вах y у: — (Во 
Шъ Cho- РЕА Ул (ñ + Вита) 
НЕКЕ ІК z) — P G — 2) ) 
= : : 
(з„—@0)—#\(т„—-Ё) ЧЕ р) 一 站 (on — #) | 
me а-о 
2276.-290.) | 
= @&—#Ю*—/% Dea | 


=з} — 8181, (9.3.6) 
. 204 +. 


其 中 
в? ав" 8% -i5 (z, —8)*, 


则 
$= б. В 
为 关于 x 的 线性 回归 方程 ， 
对 于 下 杰 线 性 模型 , 则 有 
(1) Ё. МАЕ М (Ве, с»), Г. ЕЕ ENG), Җор 


0$ =2(8)= oa Ben >=) яв, 


іші іші 


ой = (й) =а "ИУ вон, | 


соу (Ва, Ё.) = о? >» (а,—®)%= —s?*z/a81; 


(2) аб А-а, (о 3 = өз, 
(3) fe БОНН, А, 5 0° 相互 独立 ,于 是 
(В.В) оо у бо-- бы ~ia- (0.3.7) 


ш 2) 
上 式 等 价 于 . 
(#,— Bo: ` 581 (3,— В,)? 04:80) /о]! 
(и — 2)- A rO?) (в — 2) A 
T, 3—2) 


Ист. | (9. 3. 9) 
- 28%» 


— — . - — 
— u a 


例 9. 3.2 现 考虑 如 下 线性 模型 
o уве) те, «| .(9.3, 10) 
"8 -Aile 2) + е 


Іһ- Bit Bilen 2) en 
其 中 


АТЫЛА АЖО ы на А Ит 
ЖЫН Ж в ARR Oor), -1,-і). жна- 15), 


ИН m 组 数据 (8 ғ; — z), Ё = 1, Шы л, 建立 经 验 线性 回归 
方程 


一 = Въ Bil G, 
о [А ЕЕ г-2 
51 X- | } 
е „/ Арх 
“ава п 0 
е Sas) 
tal 


a (z, w Е 
> (а, 2)? o n 


记 E ` е u 


ие s -13 (и,—7)°, 


* 2065 • 


B=L X'’'y= - 1 _ 
700. ЭЭ (z — 2) | 
іті 


HEN, (0. 3.11) 


ГАРУ ет) 


n>, (би! 


#=1 


>] (х,—®)й,= S 1(ш,—®) (#;—}) = пу 
i=} . . 


=} 


由 此 得 到 


Боз 9; 
B= > e 2) 9-2 (9. 3.12) 
13 s? = 一 | 


EHC 2)* 
2 OBV Супу. 1 7 72 
@ 529 ХВ) (у ХВ: . n 2-9 974 


i =E- (z, 一 和 下 一 下 于 有 人 一 2 ` 
“1=1 
| (9:3. 13) 


52-181 — 2015-25 Bist. 


бз ЕЕ (9.3.14) 


旭 有 
a S $ 
1: . 81 


ф 5 a . | о | ` 2 
0*=8#—( из) 551—851 ^^ (0.3.15) 
1 
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Tp re i ei eT 


对 于 正 坊 线性 模型 , NA . 
(1) Ë. RAE N (80,00), Ё; ЖАЛЕ МД, 00, 其 中 


оз өз 
оё, о} та 30 
У (2, —)? 


tal 


н соу (fa i) =0 н, б, 5 P, НАЖА. 
(2) Ё, 与 9!: нз, В, Б 0 相互 独立 ， 


ох (п-1)+ wii (9. 3. 16} 


x 422», Bi Bintan, (98. 3, Іт) 
2 
А орар (9. 3. 18% 


(3) ЖТ У ВОНА 
НУР, НАЗУ, ШЇ # = В.А, (а P) ЖЛЕ 


N(B +B, Ge- 2), oy d p y 


Ф200 А Е а N(0, ofi я", 其 中 


D(g) =D) + (e— дар) or m (9. 3. 19} 


200—9) = D[(6,— Ва) + (#,— Ë) (z — Z) + e] 
=Ю(8,— fo + (1—2) (В, — p) + D(a) 


г — = 
ночь 2) | (9. 3. 20): 


Afi 


因此 | 
ОЛ OED, 
z ж)? тн, 

ме (n—2) ЖИЕ 二 十 = тн 


(9; 3.21» 


+ 205» 


Joh a= 00 给 定 显著 性 水 平 a, EEE a 0), ШЙ} 


Рот та, 


(9.3.22) 
亦 即 有 
Pipay ag) =1—@, (9. 3, 23) 
Ж 
у= fot Aila) н, fi + (z-a! ta - 2 (6), 


#»= Ë+ 2,0—2) — от tanla), 


由 上 述 两 条 曲线 之 间 围 成 的 区 域 ， 称 之 为 9 的 ЗЕ E ЖОЕ a 
的 置信 研 域 或 预测 区 域 . 

例 9. 3. 3 жиа аве. пуша г 与 
精炼 时 间 有 一 定 的 关系 , 现 将 某 平 炉 上 共 炼 34 炉 钢 记录 下 来 的 含 
磷 量 zx БА ЕНЕ z 的 数据 列 如 表 (9. 3.1), WR y 与 z 的 线性 回 
Е. НО ИРНА ЕНІН НЕ ӘСЕ, ЖЕН 
词 是 指 炉 料 熔 毕 至 出 钢 所 需要 的 时 间 , 

R RRO 3, 10) 式 来 确定 线性 回归 方程 ， 当 观察 数据 
(go 2), GE= 也 …， 可 的 数值 比较 大 时 ， 可 通过 下 述 变换 而 简化 计 
算 工作 最 , 令 


ї,— 6 -e 
TA sE, ц, 


Жаһез,с, Җ 41520, 4,520 为 四 个 常数 , 则 有 : 


оу 1427, =c 14:07, t= 1, с.н» 


= 


- Жб 4,47, Фў*. 


* 209 è 


———- n Í т e e быз . 


м 号 |ant] МАНИ | шз ааст | та 

1 1.80 200 18 1.18 100 

2 1.04 | 100 19 1,23 110 

5 1.24 135 20 1.51 180 

4 1.41 ! 125 21 1.15 130 

5 2.4 | озь 22 1.08 110 

5 1,50 170 23 1.58 180 

7 1.20 125 24 1.07 ік 

в 1.51 135 25 1.80 240 

° 1.47 155 | 26 1.27 135 

10 1.45 165 Ë 时 1.15 120 

11 1.41 155 | 28 1.91 205 

12 1.44. 160 | 29 1.50 220 

13 1.90 100 | ЕШ 1.55 55 

14 1. 90 210 1 оэ 1.53 165 

15 1.81 145 | 37 1.77 185 

16 1.65 165 33 1.77 295 

17 1.54 150 зі 1.43 160 
其 中 

а А 
Fe St --- > yt, 
ТЕТ іш 
ЗЕН, 
si = di si’, sd = dieg’, 
其 中 
I< 1 < 
ж? __ ж „жү? із. + ` и t 
8 п 22087 2*)°, в? «2% g") 

由 于 


>) @—®@—Ю = et (07-09), 


1=1 [ 


"277 


斯 以 
| R = 有 +. 
Eie B (22. 9,4-1,2)», ЖІ, 817, siR, ЖӘНЕ 
2,9, 51,5: B R. 
ЖЕЕП КЕХА 35 09. 3.2) 


34 


>: Tr = 0.08, #* = 0.0009, M] 2- 1.5009; 

И 

УХ = —12,0*= — 0.353, Н] g = 158.285; 

РТЫ 

УТ У 34(2*) 1 ==2.5483$ 

D T Ra 

SIr- pt) 003-89) =D rty] 34z'p'==64,6508; 
1-1 іші 


` ұт Ë 9? уре -34(p*)2==2003.78, 


1:1 í = 1 


. 24 . 54 
Хау E} 25463, У1(а,-5) б — 9) ~ 323.2540. 
4-1 ігі - - 
TË | 
323.2540 
В =9- =158.235, В, = 2. 5452 2127. 


从 而 得 到 省 ЕЕН а DEFIE ESAN | 
%- 158,236--127(ж-1.5008) = — 32.58: 1272. (9. 3.24) 


ЕЯ, В с, = 1.50, g,=1,c,=160,4,=5 
Ж. 3. 247% R, Éi BRA, ЛД Ни 8,=0 fE W ЧЁ TL 


же а 0.05, 55 (9. 3. 23) ЖЕН (9. 3, 10) дир 
4211. 


ты аыл: сын. а awanu wan пее en er 


ің = ж” ” gal | gr | РАГЫ 
— 一 1 - 
1 0.30 8 0.0980 | 64, 2.4 
2 — 0.48 —12 0.2116 ша | 5.59 
$ —0.16 —5 6.0256 25 | 0.8 
Л —0.09 —7 9.0081 49 | 0.63 
5 0.54 15 0. 2916 225 8.1 
8 9.00 2 9.0909 4 0.0 
7 —0.29 —7 0.0841 49 2.03. 
8 0.01 —5 0.0001 25 一 0. 05 
° —9.03 —1 0.0009 0.03. 
10 — 0.05 1 0.0026 1 — 0.05. 
' 3 —0.09 -6 9.0081 25 2.45. 
12 -9.06 0 9.0036 o 0.0 
13 0.40 & 0.1600 38 2.4 
14 0.40 10 0.1600 100 4.0 
15 0.11 —з 9.0121 9 0.33 
16 0.15 7 Ф. 0225 49 1.05 
17 0.04 -2 0.0016 4 — 0.08 
18 —9.34 —12 9.1156 144 4. 08. 
13 — 0.27 --19 о. 0723 109 2.7 
20 0.01 4 0.с021 16 0.04 
21 — 0.40 | -6 0. 1600 36 2.4 
32 — 9.42 —1а 0. 1764 100 4.2 
з | 0.08 -6 0.0904 36 —9. 48 
24 і 一 0.43 —9 0.3349 81 3.87 
25 4.30 16 2-0%а | 256 4.8 
26 一 0.33 一 5 9.0529 05 1.15 
9.1275 84 2.8 
9,1681 +“ | 3.69. 
0.1600 144 4.8 
б. 0009 ә -0.09 
9.0025 9 0 
0.0729 25 1.35 
0.0729 81 .2.45 
0.0048 


+ 212° ға Ұ; 


s 的 区 间 估 计 的 端点 ， 下 面 给 出 简化 的 近似 计算 公式 (9. 3.25)， 
我 们 知道 ,y 一 9 RAES М(о, о,/т+1.„@—97\, 5 n Ж 
时 且 有 下 述 关系 式 | 


1 十 二 1 ep 2)" =, 
81 


Р{ | 9-9 | =20„} == 0,95, 
Рф —2&„<у<ф--2@,„}==0.95, (9. 3,25) 


| w 
Q= D [zp] U = asi 03.8? 
ісі 
=50094-— 41053 = 9041, 


©.==16.81. FÈ HTE a tE, УЕ ЖЕ 0.95 的 预测 区 
ROTRA А > JES pR Bg P< hz: 
Is 1274; 


8 一 一 66- 1272. (9. 3.26) 


二 、 预 测 与 控制 
我 们 在 例 9. 3. 2 与 例 9. 3. 3 中 ， 提 到 了 线性 回归 方程 中 y 的 
预测 区 域 问题 ， 它 在 实际 工作 中 可 用 于 处 理 线性 预测 与 控制 的 问 
и. ВНТ, НАЕ А Я а 的 取 值 状态 , 要 估计 zy 的 取 
值 范围 .反之 ,如果 需 要 把 у 的 取 值 限 制 在 其 个 范围 , 试问 z 的 取 
值 应 该 怎样 控制 ， 这 是 控制 问题 ， 如 (9. 3. 21) ~ (9. 3, 23) 式 所 作 
猎 讨 论 那样 , 同样 可 讨论 更 一 般 的 线性 模型 (9. L DAH y 的 预测 
ДЕНЕ, BD y 的 预测 区 域 问题 . 
1. 3 y ТЙС 
对 于 《9.1 7) РОДНУ % ЕЕ РЕ k ЛЕ m; Eak R 
„213 = 


— cF T. s m -- 


下 ， 随机 变数 9 вита Demne) ЖЕМ 6 ПЁ, $= 
\ю=1 А 2. НИ 
这 Biz RAES 


| Уйа, | Безне» 路 


i=1j=1 


其 中 o, АЕК C= L 中 的 元 素 ， 而 
ех е) Е 
kxk 


BARBARE Go tV WRAPPER y 的 区 闻 估 
计 ， 我 们 知道 ， y5 yote, f НЕМО, #1 Q. НН, у 5% 
НН, у 5 Q, ЕЯ, 因此 #—й 5 Q, 相 王 独立 . 

2-9-ӛ-;- Y! fits ` 

іші 
则 随机 变数 z ЖЕ, ТІҢ, 
El) = ЕСу— ф) = ЕУ) EG) = 520 z 一 72120, 


4=1 3 


р) = -ра- = рф) LDH) = | 4 кэрэ 


即 随机 变数 服从 正 起 A(， и Желе) 


| H 8 9. 2 的 性 质 6 fal, Ө оа г)» STABO MEE 
ә, 所 以 
L Я 


53 + hiro T. | 


214° 


ли Ш 


1 ела 
其 中 v= Q 0—0), 05 ARRIE. | 
ЗЕЕ РЕ kE а, Ж УНЕ. ta-o Са), 68 
Р{}#ы-ь»› (>t a-a} =. 


tus. 


(9.3. 27) 


因而 


Е (a), ДЕСІ 


іт е - 
` =1—< ` СНЕ (9. 3.28) 
НИИ, 9 的 置信 水 平 为 1—& 的 预测 区 起 是 上 两 个 超越 平面 


=f +04 еі +52 En EET 
{ф=1} =l 


5 .. 
= 9 СІП рэр Е 
13-1 
НЕ, О: мы 
Рі =й} =1—@@. (8. 3. 29) 


2 关于 有 的 区 间 估 计 = 
p a= Узб, фа 为 常数 ,8 为 未 知 参数 В, 的 任 一 线性 
函数 . 设 pi 为 ,的 最 小 二 乘法 估计 量 ，. 则 9 的 最 小 二 乘法 估计 
ЕЖ: | 
- p= Ха. ус а өз, 30) 


-2145- 


最 然 它 是 6 的 线性 无 仿 估 计量 ,其 方差 为 
k k à 
рд) 05) Хаас, 
£=1 


{=1ў =1 


”其 中 oo 为 矩阵 C—L-' 中 的 元 素 , 随机 变数 О 服从 正 态 


| ель ве} 


由 于 ê Q, нажал, 所 以 | 
Я 2-6 Е 
R , Q. 
9 D Dane, / VBa- 
fmij = : | 
ка 6-6 асыу, 


其 中 人 一 Qel (n— b). 
给 定 显 著 性 水 平 a, 有 临界 值 tev @), EA 


| нь] ИРИ 
Р oa Жама 
ферро 
即 | 
Pict) =la, 
其 中 7 


k k 
620... УЛ УЛ аасы, 
Ч=ЕУ=Т 


Е à 
8.-0-д.4һ-» «ағасы. | 


216. 


қыст 


ЕЗІ, ща, =1, Н. 1527 аҙҙе0,6 «В.(із1, 1). WI: 
P(ñ L Sh Spn) =1—a, (9. 3. 32) 
其 中 
Ва= Ё.с Са) лон, 
Ёо Ё, — б-р («Иса , 
三 、 将 曲线 问题 线性 化 
我 们 在 例 8. 3. 1 至 例 9. 3. 3 的 三 个 例 中 ,是 先 求 出 它们 的 经 验 
线性 回归 方程 ,然后 对 “线性 回归 方程 ? 作 显著 性 检验 ， 其实 , 直观 
ПОХ ВИ АННЕ: n ARARE r), (621,66, n), EER 
Ноля, К n 个 点 所 呈现 出 的 形状 , 我 们 粗 赂 地 看 看 象 
不 象 一 条 站 线 ， 如 果 很 不 象 一 条 直线 ， 即 使 配 了 经 验 线 性 回归 方 
程 ， 线 性 模型 的 假设 检验 一 定 是 作出 被 否定 的 判断 。 我们 可 以 根 
据 观 察 数据 的 4 点 所 坚 现 出 形状 ， 与 常见 的 已 知 的 函数 图 彩 作 比 
较 ， 选 择 一 条 曲线 氛 合 这 个 点 ， 它 比 粗粮 地 配 一 条 直线 更 为 精 
W. 下 面 给 出 一 些 常 见 的 、 可 以 通过 变数 作 变换 而 化 成 级 性 回归 
方程 的 吸 数 贺 形 及 其 数学 表达 式 . 在 化 成 线性 同 归 方 程 之 后 ， 恋 
可 按 最 小 二 乘法 估计 其 参数 ,从 而 给 出 原 曲 线 方程 中 参数 的 估计. 
1. жеу; 


іші, ....Ж. 


247» 


0 таът,550) 2 а (а=1,5<о) № 


图 в.3.2 


` 


3. 指数 曲线 方程 : 


a Н: 
| | 
(5>0) ` (B0. 


4. Жина: 


«218 


G> TE 


# 5. 对 数 曲 线 方程: 


= а-+ blogz. 
у 
° т 9 
(&>0) (<0) 


图 9.2.6 


7. МЛЯ: 
二 bo + hs + baa, 


以 上 各 曲线 方程 您 样 通过 变数 作 变 换 化 成 为 线性 方程 ， 留 作 
练习 ,在 此 从 赂 ， 上 述 各 曲线 的 图 形 , 选 自 享 德 一 书 @. 
下 面 举 两 个 例子 . 


99.34 在 彩色 显 象 中 , 根据 以 往 的 经 验 ， 形 成 染料 光学 密 
@ А. Hald, Statistical Theory With Engineering Applications. John 
Wiley & Som, Inc. (1952), 


421%: 


ii 
— a a + 


1101.18] — 112.84 


“ 


ЖУБЯНЯМ Ж 6 РАСИТЕ НАЛ: 


b 


у=ае 5, 0. (9.3.33) 
现 对 # R z МЕНЕ 11 ЖАЗА 
{或 试验 )， 获 得 11 组 数据 (у,, z.) 
G =1; e1, Жад ьи 
H. 将 这 11 组 数据 Oor) AEE 
9. 3.3 中, 并 将 这 11 个 点 标 在 图 9. 
3.7 上 . 
记 


g Inz, =, 


Во = Ina, В = —b, 
#9, 3. 33) 式 变换 为 : 


у'= pm. (9.3. 34) 
. 220 = 


x 


F. 


9.1 0.203 6.405 S 


9.3.7 


СУР АА 


1 +—————= = m —, ге желе кранчы. 


REIMA 9. 321 中 A, 及 ñ, 的 计算 公式 ， 利 用 表 9.3. 3 中 
fb ?及 2 的 观察 数据 ， 在 表 ӨЗ. 3 中 计算 po 及 B, О, м 
м: | | | 
B=—y ñ z, 


B= t= 
Утв!" аж" 
i=l 
实际 计算 结果 如 下 : 
| мі ‚ _ 87.408 
£ = - 87408 уз » 
` 1 <. 6.732 
P= 一 一 0.612 ， 


ШЕ .. . 
Уи, — ИВ" = —112.84 +5349- — 59.35, 
1=1 


$} 


22%%--11%1--1101.16-694.56-«406,60, ` 


p= TR —0.146, 
В =—0.612— (—0. 146) х 7.95е0.Б48. 
因而 经 验 线 性 向 归 方 程 为 i 
3'=0.540—0.146:'. 
Б: а | 
4-ебг1.73, 
&= — 0,0146, 
斯 以 他 3.33) 式 的 经 验 辐 归 曲 线 方 程 为 
p=173e F. (9.3. 35) 
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тие ал па a s 0. 


#19.3.5° РДЕ ТЕУ h 6988683 ү Е 
基 种 化 学 威 分 x 有 关 , БЕЛИ (或 试验 ЗНО — ПОМ, ФО нз 
表 9.3.4 中 ,并 将 这 16 对 数据 (x1, у), {ЕЁ ТШ ЕКІН 16 个 点 W 
图 9.3.8. 


Жж 5.3.4 


编号 

1 1.30 34 1158 8 0.44 | 40 1600 
2 1.00 36 1298 | 10 0.56 f 41 ЕТТІ 
3 0.73 | 37 | 1369 0.30 42 1764 
4 0.00 | 38 1444 Í 12 0.42 43 1849 
5 | 0.81 3 | 1521 | 13 6.35 43 1в49 
6 9,70 з 11521 | 14 0.46 45 2025 
т | Og | за | qmi | 15 0.41 47 | 2209 
g j ово | s | мю в | 9.5 | ав | 2394 


УЛЕС, z УФ Ж(0.01%). - 


从 表 9.3.4 及 图 9.3.8 中 都 
可 看 到 ， 诬 品 率 少 最 补 随 着 化 学 
成 分 二 的 增 如 而 降低 ， 而 当 化 学 
ЖЭ т Г --ЯЧИ2)8, ВЖ 
Ух. тА 
散 虚 分 布 图 的 形状 ， 可 以 考虑 拟 
合 抛物 线 . 
f= P+ Вух-+ Йа. (9.3. 36) 
证 =, =”, | 图 5.2.8 
М (9. 3. 36) АРА АМ 
p= Bid- piz 6,23. 00-2 {8. 3. 37} 
下 看 我 们 利用 表 9. 3. 4 中 的 16 RE ус), 61,5616, 
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L L и í DAN L 
34 38 42 46 5 Е 


&ж 9.3.3 那样 列表 计算 . 


ГЫ 
* 1 z тї» 
х=]: : Е 
1 me 216. 27 axa ” 


ЕЛ Bo 
у= : | , |) . 
. 10 Г 18x1 а 941 


由 (9.2.7) 及 (9.2.8) 两 式 知道 ， 


(XK 6, BX) Ку, 


16 и доға 
tat ‘el . 
18 1% 1ч ` 
L=X'X= =, 223, Хака 
іш 14 18 
252, ғаты >z, 
=k іші іші 


1 18 
з=н, =», о 
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ЕКЕ ` an =m em, mamn m e eie s s 2 


ЯШ 4y I © О, 
164% + Ë, ,-l6z, Д.16, == 169; ñ 


16 16 та 
? `. а 
162, Ë + 8. Ха, + Be Drusas 22400 
` та та 1% 
. 3 : 
165. fot УЗЕ Haasta Отар А 


其 中 СН i 
Вия ри. amna. Ж. 
И | ` 
Bln + Ва = lar 
| 2.16 ЕЕ 1. 
l m lz n — 162, A (i=1,2), 


іші 


1 . . 
= Уи: 161.4 zi. (4,)--1,2). 


іші ` 
实际 计算 结果 如 下 : 
| g=0.6263, | # = 40.6875, 
2,=1669.3125, / 
1:5221.44, Lac: 1513685, 
laz La = 18283, 
Iz: — 11.649, 1,,= —923.05, 
(221.44), --182830,- —11.649; 
7182830, +1513685f, — 923.05. 
出 上 式 解 得 7 
Ë = —0.8205, ф.--0.009301, 
Pen. Bx — faz, = 18.484.. 
МЕ у 与 化 学 成 份 ВОЗЕ ЗА КОЕ: 
4 =-18.484— 0.82055 十 0.00930872 (9.3. 38) 
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"РЕ 


0.8205 
*—25>0.009301 


时 达到 概 小 值 ,其 极 小 值 为 
Уо:-18.484--0.8205 x 44.11--0.009301 x (44.118 
=0.39. 


一 44.11 


89.4 НБУ 


一 ， 然 性 模型 的 假设 检验 

ERTH h, KARTIERI ERILE y 与 组 变 数 

…, ts оаа. хвани, анале 
(9.1. 7) 式 只 是 一 种 假设 , ДОР ЛС Г НЕО, 1 
在 求 线性 回归 方程 后 ， 还 是 需要 对 这 种 线性 回 妇 方程 局 实际 观察 
或 试 台 数 据 氢 合 的 效果 进行 检验 ， 可 提出 原 假 攻 

| Ho: 有 一 … 一 月 .一 0. (9. 4. 1)- 
如 果 H, 不 否定 ， 则 表明 用 线性 回归 模型 (9. 1. 7) Аай a 
效果 其 益 ， 现 在 怎样 建立 统计 量 来 对 H, 作 显 著 性 检验 呢 ? 对 于 
=1,2,. та і, Дая Ho: P, =O ME P ВНР. 
著 性 检验 . 

对 于 线性 模型 9.1 7) 式 ， 我 们 也 可 导出 高 大 平方 和 的 分 解 
式 , 即 有 : 


у'у=(у—Хё+Х8)' (y—XB : ХВ 
= (y—XB)’ (y— XD + Ë' X'x8 | 
=Q. +U, (9. 4. 2} 
Ж 9. 为 误差 平方 和 ， 区 为 回归 平方 和 ， 现 作 验 证 : 


U=8X'X8—[OUX) X'y] X XI OC X) Xy] 
. 225 = 


— —— кестес" — о — T - 2-2 - 
ae - кт 
я r? 


=[y'X(X'X)-:X'JIX(X'X)-:X'y] 


=y[X(X' Xy Ху, (9. 4.3) 
д.=(т-Хф@'(у-ХфЮ И | 
= 11-Х СХ) "Ху. Е 09.4. 4) 


ЭД, #169. 4.3) 5509.4. ЗА, ВЧЕНЕ (9. 4. 2) д, 
RË. 


- №. ` w 
我 们 知道 ,#1 MATE СУ буг, с}, G=1,- 3). rus 


Fa HEM 当 Hs йын, №2. Зы, 77,0» ЖН Ro ani y 
№ N (0,o), НЯ 


Zsy'y = Ls Хі. (9. 4. 5) 
H $ 9. 2 9ТЕ 6 МЕ 6. 3. 3 知 

k9.= АЙЕ, Tin (8. 4. 6) 

Є т | | 
E | Желі. (9.4.7) 
Q. Божа, Б 

Uik 一 站 区、 
万 Fir, яв. (9.4.8) 


就 着 说 ， 9.4.8) 式 可 作为 对 (9-4. DRÉ Но 的 检验 统计 量 , 

=. анаи к 

在 线性 回归 模型 (9.1. 7) Á ЖЕТТІ НЖЖ 

“а 对 随机 变数 少 的 影响 作用 都 是 一 样 重要 ， 可 能 有 的 起 看 
要 作用 而 有 的 是 可 有 可 无 的 变数 ， 就 是 说 ,有 的 变 教 的 系数 如 很 
Ж, 出 有 的 变数 的 系数 8 很 小 或 为 零 ， 因 此 ， 不 否定 线性 模型 之 


Кт, ЇЗ Н ФЕ БАЗ ТЕРИҢ НЛ рт, HERSE ЯГЯ НІ ЖУН 
- 226 + 


变数 , ПЕШ ИННЫ Ë ЕН, ИЕ ВИНЕ 
EISE, ШАТ ДЕПТЕ. ЖГНЕ Н ЗЕ ЖЕ Е ВОНИ 
IRAS б 称 为 y 关 于 回归 因子 х, 的 回归 系数 ， 我 们 说 某 个 区 
+T- z, 对 g 的 作用 不 显著 , 是 指 原 假设 
Hu В,=0 (8. 4, 9y 
不 否定 ， 因 此 ,对 (9. 4.9) ЖЕШ ЖЫЛА, НУЫ SE DQ T-, И 
除 不 显著 因子 的 工作 . 
RIAR, 0, IRIA ISSN (6, л/а), Ti LES. WERT 
因此 当 HH, 成 立时 , 则 有 
Cir 
ата әле Е) 
TEO 4.10) җөе н, fb bmpkribikit gt. 380,27, 


我 们 将 指出 U, 是 y 关于 因子 z, 的 偏 回归 平方 和 ， 
车 在 线性 回归 方程 
9- firite have (9.4.11) 
ВЛ КЕНІН х (16), ЕМЕННІҢ 方 
程 为 : 
= ва: РВ t pise (9.4.12) 
T ЖОҺ ЖЕ AMER H y F Tts 54-і) Tiru ty 
z, 的 回归 系数 Potes Pi- Boo В, ВИНЫ В", +, В, 
Ёле, ВУ. ЖЕНИЯ, 2.5667. WFO 4.12) р ШИА m, 
ВЕ КЕШ Ж HRG., Л нава Ы р, ЖӨЕ ЗУ ЕР 
那些 重要 因子 的 新 的 线性 回归 方程 ， ИЕ РИНАТА A 
是 显著 的 为 目 . 
ИН аон иа а 
Кв. НД, 我 们 可 以 证 项 , ДЕННА ж, 后 , (9. 4.127 式 中 的 
. 222. 


= Fa, uy. . 2 (9, 4. 19) 


ы К - w... ы А —— Í о этч 


йл 8 КИЕ ñf j (9. 4. ВИЖ А, ВИ 
是 下 述 关系 式 | 


s= —“ Ep аж), (8.4.13) 


си 

其 中 с, H C=L-!=(X'X)-! лс. ЁЛЕ, ВАТА 
* 后, 重新 建立 的 线性 回归 方程 的 回 好 系数 03 (+55), ЖА 
小 二 乘法 午 新 来 求 ， 可 直接 利用 前 一 方程 的 回归 系数 É, 由 (9. 4. 
IDARA. (0.4 13) 式 成 立 的 证 明 ， МЕЖ. 


ОН ЙЯ ОЙ Q, 和 


02, ЖАНЕ ВЕН В 00 ЛТ ЖИНИ К. Pinu, # 
ЖЕНА Ф АН, ШЕНЕУ АРЛ 
增加 ， 碱 少 的 数值 越 大 ， 说 明 该 因子 在 回归 方程 中 所 起 的 作用 越 
К, 也 就 是 说 这 人 因子 越 重要 , 越 显著 ， 

ВОЕН а РИН, V ЖЕ М =: 后 
k—1 个 因子 所 引起 的 回归 平方 和 ， 那 么 差 

| =й U" (9. 4. 14) 

就 是 去 掉 x; 后 回归 平方 和 减少 的 扰 ， 今 后 称 U, 为 因子 z, 的 偏 回 
归 平 方 和 .因此 Ui 的 大 小 可 以 衡量 因子 z, 在 回归 方程 中 的 作用 
大 小 ,于 是 (9. 4 14 式 可 以 判断 因子 z, ERRES. TAER; 


U=} р. (9. 4, 15) 
Cii : . - 


《9.4. 15) 式 成 立 的 证 明 , BERS, 
әш, БЕНЕН | | 

上 面 所 讨论 的 线性 回归 分 析 ， 是 回归 分 析 这 个 统计 分 支 中 的 
最 基本 的 内 容 ， 对 回归 分 析 的 原理 及 应 用 要 进一步 作 了 解 ， 可 参 
看 [20] 及 [27] 等 有 关 著 作 。 现 在 , ЖИП ЖИЙИ “ДЕК” BAY 
+ 228. 


FORRA (FOB KILI Нет 我 们 将 以 例 93. 4. ор 
作 具 体 讨论 ， | | 

在 气象 预报 .地震 预报 、 水 文 及 虫害 预报 中 , ТЕЦ ВИ 
过 程 的 数学 模拟 中 ， 我 们 常常 从 可 能 影响 预报 量 y 的 许多 因子 中 
挑选 若干 个 因子 作为 自 变量 , 应 用 回归 分 析 方 法 建立 回归 方程, 以 
作 预 报 或 控制 之 用 ， 问 题 是 怎样 在 众多 的 因子 中 撼 选 那 些 对 预报 
匡 影 响 显 著 的 自 变量 来 建立 同 归 方 程 ， 使 得 建立 的 回归 方程 中 
不 包含 对 预报 量 # 影 响 不 显著 的 自 变 县 ， 具 有 这 种 优点 的 回归 方 
程 , 称 之 为 “最 优 回 归 方 程 

我 们 知道 ,回归 方程 中 包含 的 自 变量 个 数 越 多 ,回归 平方 和 
就 越 大 , 剩余 平方 和 O ВМ. RH, HAERA О. h 
预报 的 精确 性 越 高 ， 所 以 , “最 优 ” 回 归 方 程 中 就 希望 包含 尽 可 能 
多 的 自 变量 ,特别 是 对 预报 量 y 有 显著 影响 的 自 变 量 示 能 遗漏 掩 . 
但 是 , 方程 中 含有 的 自 变量 个 数 太 多 , ням. 首先 , 计算 
复杂 ,使 用 不 便 ， 其 次 ,如 果 回 归 方程 中 包含 着 对 预 揪 量 y 影 响 不 
TEGETE АЖИР 0. ЖӘнЕ Ë NEMAN 
减少 多 少 , 相反 , RT Ф, 的 自由 度 (4 一 如 随 增加 而 三 少 , БІЛІК 
剩余 方差 0% =Q (一 起 增 大 ,降低 预报 的 精确 性 . | 
200 68419 某 种 水 泥 在 凝固 时 放出 的 热量 # НЖЖ 

4 种 化 学 成 份 有 关 : | 

ғ: 3С80- АБО, ИЖ); 
аш 3CaQ-SiO, 的 成 份 (%) — 
2а; 4СаО-А,О,-Ғе,О, ЖФСЖ): 


© ЖЮН КАЕ ЗЕ ЕЕЕ Ж | 

H. Words, Н. Н; Steincor and H. R Starke: “Effect оғ Composition of 
Portland Cement оп Нелі Evolved during Hardening". “Industriale ang 
Engineering Chemistry 24. 1932. 1207--14.: е 
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za 2СаӨ.510, ЖС). 
ЗЕ 9. 4.1 3 ІЛОВЕГІ ТЕК у 关于 这 些 因 子 的 “最 优 " 回 
аа, | 


f= het hnt б + Ваз, ба. 00 (9. 4. 16) 
Ж 9.4.1 | 


5 


ерессеейізсе-еяв- 


[方法 1] 大 斯 存 可 肯 的 钳子 纸 合 的 回归 方程 中 挑选 最 
ж. | 
在 本 例 中 ,包含 1 个 因子 的 回归 方程 共有 O: = 4 个 ; 842 № 
БТН ЖЖ 01-64; 包含 3 个 因子 的 回归 方程 具有 
Са 个 5 包含 4 РР ІС, 33415 个 回归 方 
Е ЖЕЛЕ РЕНН ЕЕК, жық 
一 个 回归 方程, 其 中 所 有 的 回归 天 子 都 显著 ,而且 剩余 方 莽 较 小 . 
现 将 各 个 回归 方程 的 回归 系 娄 及 其 显著 性 、 狐 余 方 差 列 于 吉 
9.4.216, А 15: 个 图 妇 大 程 中 ， 可 以 看 出 22 最 小 的 为 第 (12) 
号 方程 , 但 其 中 含有 不 显著 因子 , 因而 它 不 是 “最 优 ?方程 ， 而 全 部 
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ЖДИ: 34 07 to ELECE ы LEE E 
Kas; ETA oor PE R ЕТЖ 507 6-2 ЗИФ ФЕТА Оор ыы АЩ 


тн Ku 09170179 тот ЕИ! 


0 1— OR i O atia "608 


4978 +800970: 00" „+51904 НТИ еб 
5052 "6 еее „влет тот «гі 
905270 et 5970 69 T гр. ат 
авт от PASLI +900270 „656171 : поле ° (99 
68:58 01 887898 бест 601670 OBAT ‘PE (m 
кес Т кеп „.ї®#00°1—  4,6176270 21:0 `56 (#) 
8р4 ol BEH 0fT9 -0 一 коой бё | w 
T2 ZZI от 98-222 spep 0 SEE E ОРЕ “a, (9) 
5475 өт 08746 «09070 ЖЕЛІ. (е) 
58708 п СЕВЕ „2007 6298 АТ Ф} 
TE'9ZI п 661 {#28695 Т — szog oii (ғ) 
6Е '29 и YE 906 +1168. "0 98% 2$ (E) 
атт и Ф әл г.18987т 662) 718 (D 
157924 šI 96 "8147 
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(т-не —— n. u < 


因子 都 显著 且 0? 较 小 的 为 第 (5) 号 间 归 方程, 即 
g= 52.5773 < 1.46831, + 0.6623zy (9. 4; 17» 

Е | | 

这 种 方法 当然 总 可 以 找到 一 个 “最 优 ? 方程， 然而 工作 量 实在 
太 大 ， 实 用 上 往往 是 行 不 通 的 ， 例 如 有 6 个 因子 的 话 ， 就 要 建立 
(1 十 1)" 一 1=63 个 方程 ;有 10 个 因子 的 话 , 就 要 建立 2'" 一 1 一 1023 
个 方程 ， 

[方法 2] 从 包含 全 部 因子 的 回归 方程 中 逐次 Шат ж 
=. а 

在 本 例 中 首先 建立 第 (15) 82780, ЖИНАУМЕН T fk: B 
著 性 检验 , 划 除 不 显著 办 子 中 偏 回归 平方 和 最 小 的 一 个 因子 zs Ж 
新 建立 y 对 zy za а 的 回归 方程 ， 得 第 代 2) 叶 回归 方程 ， 再 对 每 
个 回归 因子 作 显著 性 检验 ， 别 除 不 显著 因子 o BARY у Н а, 
及 zç 的 问 归 方程 , 得 第 (5) 号 回归 方程 ， 由 于 第 (8) 号 回归 方程 沾 
所 有 因子 都 为 显著 因子 , 所 以 第 (5) 号 为 “最 优 ” 回 归 方程 ， 

这 种 方法 在 因子 不 多 且 不 显著 因子 也 不 多 的 情况 下 可 以 呆 
用 .然而 当 因子 较 多 时 ,特别 是 不 显著 因子 很 多 时 , HRED 
然 是 相当 大 的 ,因为 每 删除 一 个 因子 后 就 得 重新 计算 回归 系数 . 

[方法 3 了 从 一 个 因子 开始 , 将 回归 因子 逐个 引入 同 归 方 程 

这 种 方法 的 要 点 是 ， 先 计算 y 同 各 个 因子 的 相关 系数 ， 对 于 
相关 系数 之 绝对 值 最 大 前 因子, 对 其 偏 回归 平方 和 作 显 著 性 检验 ， 
如 果 显 著 就 引入 方程 。 这 种 方法 , 只 是 对 因子 的 引 人 把 关 ; 因子 引 
入 之 后 , 不论 以 后 是 否 会 变 成 不 显著 性 , MENR, 

在 本 例 中 , 先 计算 о 同 4 个 因子 的 竺 个 相关 系数 , 找到 相关 系 
数 绝对 值 最 大 的 一 个 因子 z,， 对 其 偏 回归 平方 和 0, 作 显 着 性 检 
验 , 经 检验 为 显著 , 得 第 (4) 导 方程 ， 然 后 找 出 余下 的 因子 中 , Бу 
的 偏 相关 系数 之 绝对 值 最 大 的 那个 关子 z, 同样 作 检 验 为 显著 ;就 
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将 因子 2 ЭЛЬ, BEDERE. TRACT T rh yik ШШ 
.关系 数 之 绝对 值 最 大 的 那个 因子 z,, 经 检验 该 因子 也 可 引 人 , 则 得 
第 (12) 号 方程 ， 最 后 ， 因 子 z 经 检验 不 显著 , ИН Г. F 
是 得 到 第 (12) 号 回归 方程 ， 这 种 方法 计算 工作 量 较 小 ， 然 而 这 样 
-得 到 的 第 (12) 号 方程 ， 并 不 能 保证 其 中 所 有 引信 的 因子 仍然 是 显 
著 的 , 因为 各 个 因子 之 疗 存 在 着 相关 关系 ， 在 第 (12) 号 回归 方程 
中 ,发 现 引 入 的 因子 z, 变 成 不 显著 了 , 因而 这 个 回归 方程 不 是 “最 
А” БИН УЖ, 

[方法 4] 逐步 回归 法 

结合 上 述 两 种 方法 的 特点 ， 建 立 了 逐步 回归 方 兴 ， 它 的 基本 
思想 是 ， 在 所 考 虚 的 全 部 因子 中 ， 按 其 对 预报 量 # 作用 的 显著 程 
度 大 小 ， 挑 选 一 个 最 重要 的 因子 ， 建 立 只 包 舍 这 个 因子 的 回归 方 
Ж; 接着 对 其 他 因子 计算 偏 回归 平方 和 ， 让 人 一 个 显著 性 的 因子 ， 
建立 具有 两 个 因子 的 回归 方程 ， 从 此 之 后 , 逐步 回归 的 每 一 步 ( 引 
入 一 个 因子 或 从 回归 方程 中 剔除 一 个 因子 都 算 作 一 步 ) 前 后 都 要 
作 显 著 竹 检验 , 即 反 复 进 行 两 个 步骤 : 第 一 ， 对 已 在 回归 方程 中 的 
胡子 作 显 著 性 检验 , 显著 者 保留 , 把 最 不 显著 的 那个 因子 从 方程 中 
ИБН; 第 二 , 对 不 在 回归 方程 中 的 其 余 因 于 ， 挑 小 最 重要 的 那 一 
个 进入 回归 方程 ， 直 到 最 后 , ПВ ЧЫЛК ВЕЕ 7, 
伺 时 也 不 能 再 引入 因子 为 止 ， 保 证 最 后 所 得 的 回归 方程 中 所 有 因 
子 都 为 显著 因子 ， 

逐步 回归 的 数学 模型 与 线性 模型 《9.1..10) 式 及 (9.1. 9) 式 是 
一 致 的 ， 作 为 回归 分 析 的 内 容 来 说 , 逐步 回归 并 不 包含 多 少 新 内 
容 ， 基 本 过 程 是 每 步 求解 正规 方程 及 计算 偏 回 归 平 方 和 并 作 总 著 
性 检验 .主要 技巧 在 于 上 述 过 程 宥 以 巧妙 地 通过 一 套 计 算 程 译 以 
碗 少 的 计算 量 能 够 完成 进一步 的 内 容 , 可 参看 [27] 的 第 三 意 
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方差 分 析 法 是 对 试验 (或 观察 ) 结 果 的 数据 作 分 析 的 一 种 常用 
的 统计 方法 ， 我 们 在 第 八 章 的 88.2 中 讲 到 的 两 个 总 体 的 数学 期 
望 是 否 由 等 的 显著 性 检验 ,可 以 称 之 为 单 因 子 二 水 平 的 试验 , 在 那 
里 建立 了 检验 车， 在 这 一 节 中 ， 我 们 要 讨论 单 因子 多 水 平 的 试 
验 ， 将 看 到 它 在 实际 上 是 多 个 总 体 的 数学 期 望 是 咨 相 竺 的 显著 竹 
检验 ， 对 于 这 种 假设 检验 问题 ， 在 正 态 总 体 及 方差 相同 的 基本 假 
定 下 , 我 们 将 建立 了 检验 法 。 这 种 万 检验 法 ,是 由 因子 的 方差 同 重 
复试 监 的 误差 项 方差 之 比 , 建立 也 分布 的 检验 统计 是 ,因而 又 称 作 
方差 分 析 法 . | 

一 、 基 本 思想 

例 9.5.1 ЖЕНЕ 

ЕЖА ЕЕ ЗН, Ем, вы, Но 
种 , REZE RRP ЖАТЫ = ЖЫП ЕН, 从 中 挑选 水 稻 良 . 
种 .为 此 , 可 设 杯 稻 亩 产量 为 指标 , 水 稻 品 种 为 因子 ， 五 个 品种 为 - 
读 因 子 所 取 的 五 个 水 平 , 这 是 单 因子 五 水 平 的 试验 ， 

39.5.2 杂 经 的 配料 方案 优选 

某 灯 泡 厂 用 四 种 不 同 配料 方案 制 成 的 灯丝 , 生产 了 四 批 灯泡 ， 
在 每 批 灯泡 中 随机 地 抽取 车 千 个 灯泡 测 其 使 用 寿命 ( 音 傣 "小 时 )， 
数据 列 于 表 9. 5.1 rh. | 


№ 9.5.1 


1600 1610 1650 1680 1700 1700 1780 | 
1640 1ЖЮ 1700 1759 

1640 1550 1690 1420 1640 +680 1740 340) 
1510 1526 1530 1570 1640 1680 


яма 
š 
=] 
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РИ И ЖЕГЕ Е ВОТ ВЕ ЯН Ж ЭС Зв ЖЕК 
нта жан А ДЕ be, 灯泡 的 配料 性 转子， 四 种 过 
HARAK, KEHF EWE, аа НА Е 
JEA ki ЈС Ha ño ЕН 2 dh ЕИ ВЕ [їй ЭЕ FE, 我 们 就 可 
ДАНЫ — БҰР ЫҚ ХЕ Bu En БЕУ S; ЖИЛЕ ЖЕТЕН 
则 希望 选取 一 种 较 优 的 配料 方案 ， 以 对 提高 灯泡 的 使 用 寿命 更 为 
有 利 . 

我 们 将 以 天 一 种 配料 方案 制 成 灯丝 后 生产 的 灯 渔 视 为 一 总 
Ж, ЗТ ЕВ Е ЗЕ, МЕ ВВМ. НЕ, Éa Е, № 
š, DRTE ЖӘНЕ АРИ, BLS Ud F АЖ 2, 总 体 
£ 总 体 P КЕЖЕ, ЖЫЛАТ Er, ВЕБ 9 
п; BITHE фи, s Ein ($=1,2,3,4). ВИНА АА 5 Ж 
ЗЕ РЧ Ле ВЕН ЖЗ. НЕЕ ШАЛҒЫН 
(ао), AP as EGEL ++, 4). РУАН УЖЕ о”, 
四 此 ， 我 们 要 寺 论 前 问题 就 归结 为 判断 原 假 设 

Н»; ау == Фу з= G= Q, 

ERR 其 中 о 是 未 知 参数 . 

由 例 9. 5.2 的 讨论 ， 将 归纳 出 单 因子 多 水 平 重复 试验 的 数学 
模型 及 数据 结构 ,如 表 9. 5. 2 所 示 . 

Ж 9.5.2 


EUZ iooi 相互 独立 ， 并 假定 & ШЛЕМ (00), һо 
* 2 05 ^ 


. a s  _— af s T г же 


Жшет, і-1,-,, HADH E 中 随机 抽取 容量 为 的 子 样 
和 一 1 
我 们 考察 如 下 原 假 设 的 检验 问题 : 
Ны а= зе = a,. (9.5.1) 


所 А 
1 = 
人 一 一 全 4 i=l, ез, т, 
РТ 
=E Guns іг-1,---,7, 
#=1 


ШЕ 及 51 分 别 为 第 i 个 总 体 的 子 样 平均 及 子 样 方 差 ， 记 


其 中 а= УЖ E R St 分 别 为 全 体 子 样 的 平均 及 方差 ,简称 作 


& EER Е. 
下 述 恒等式 成 立 ; 
151 = > > Eu- 
= х> Cui) + (8 —8 13 
= > > (uE)? Eyed 
= Хав! + En (8-05, 
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со —— w шыла. rr 


其 中 | О ro 


< Е" А - о.о" 
> (EE) (2, =£) ==0,$ =1, “т, 
fel | 


Q.= та, U= Ја, 0), (9.5.2) 

ігі ізі . 

ЛІ: | 
һ8% = Q, +U, (9. 5. 3) 


和 的 分 解 式 , 也 称 (9, 5. 2) 式 中 的 0. 为 误差 项 平方 和 ，D 为 因子 
的 平方 和 , 在 (9. 5. 2) sh, 0. 是 各 总 体 中 的 子 样 方差 S: 的 线性 
组 合 , 其 中 每 个 S: 都 是 o: 的 极 大 似 然 法 估计 基 , 是 渐 近 无 偏 及 渐 
近 优 效 估计 量 , 8。 反映 了 重复 试验 中 误差 的 总 大 小 ,Ui 由 各 总 床 
ЕНЕ, 与 总 平均 5 之 间 的 差异 平方 所 组 误 , БИЕСІ ӘНЕ 
的 子 样 平均 之 间 的 差异 程度 ， 而 子 样 平均 Z Жи HEREHERE 
且 是 优 效 估计 量 ， 因此 U, ЕН БЯО H, 是 否 成 
Ж. 如果 U1 显著 地 大 于 @。 说 明 各 Z, 之 阅 的 差异 大 小 显著 地 大 
于 重复 试验 中 误 盖 的 总 大 小 ， 那 么 Но ETRE, ИНЫЕ 
差 大 小 来 判断 原 假 设 Но 是 否 成 立 的 方法 ， 就 是 方 产 分 析 涉 的 名 
称 由 来 . | ЕН Е 

WE, 0/0. 的 比值 大 到 什么 径 度 ， 可 以 否定 H Wri ГИН 
第 六 章 中 定理 6. 3. 3 的 推论 知道 , 当 H. hL 2,555, £, E r 4" 
相互 独立 的 且 均 服从 正 态 (а, 0) ,因而 统计 量 


07,107 —1) | . ; 
CAIC сту сет - | 5 6:5.4у 


可 以 作为 判断 已。 是否 成 立 的 检验 统计 是. | | 
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p = em те ны, — 
u... 
а =. — "u 


给 定 显著 性 水 平 mw НАНЫ, 因为 比值 较 大 有 可 能 
же H. 所 以 从 右边 取 单 边 临界 值 ЗЕРЕН Шай, 查 第 一 
E BE > 一 1, 第 二 自由 麻 ағ 对 应 的 临界 值 F... .- na), 使 得 
| P{F e-i- Fean (a) =a (8.5.5) 
Ж (9.5.4) Хата нан F k Ey Sk YHP Ek BD ЭЙ 3 (8 
or- 大 手 Poa ao (9), ЖЛЕ {ДЖЕ а FRE Нь 在 实 
款 工 作 中 称 之 为 以 1 一 a ИВА АРА BJ B6 Wa 
是 显著 的 , 也 就 是 a, НЕ: 6. 


39: 3:3 ЖИЕ 


3 3 


отео | шо 
@, (взт) 一 rr) 


9. 5. 2З ЖЕЕ ЖЕ 9. 5.4 ШЕР т=4,я=2. 
ГРЕЕ 5. 15. 


соса шебш 


уж | 平方 和 | Т у № | р E 


5879.2 


аж 151350, & | 22 


ыт | 4ssl2 | 3 14787,1 
. 2.15 


给 定 显 著 性 水 平 < 一 6.05， 查 得 临界 值 Fes, a (0.05) =3.05, ИЖ 
2.15<<3.05, 所 以 在 置信 水 平 095 ERE Н, 也 就 是 说 这 四 种 灯 
毕生 产 的 灯泡 其 平均 使 用 寿命 之 间 没 有 显著 性 的 差异 ， 在 实际 工 
Ep 通常 说 这 个 因子 对 该 验 指标 的 影响 不 显 蔷 . 
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* 二 ， 数 学 模型 | 

现在 , лтан Q. 及 UV ВИЖУ, ВТ М 
永 平 对 试验 指标 的 作用 大 小 , 现 引进 “效应 ?这 个 概念 ,并 建立 数学 
жон, 届 恒 进一步 讨论 和 多 因子 试验 的 方差 分 析 ， 

考虑 数据 结构 式 ; 


i=l, Ts 


Ei =й Eijs (8. 5, 6) 


j=l, ‚лы 
对 于 数学 模 济 (9. 5. 6), 作 如 让 基本 假定 : 总 体 & ЕРЛЕУ (et 
о), а, =Е(Е) бі-1,-еу), АННЫ 0? Н Enen £, 相互 
Жау, £a, ss Ein 为 总 体 Ё, 的 容量 为 н: МЕЖ. £, АЕ š 
个 水 平 ( 即 第 i 个 总 体 ) 下 第 了 次 重复 试 难 航 试验 结果 的 数据 (BH 
试验 指标 的 观察 人 镇 ),， ес; НЫН АЙЫ n 是 第 i 个 总 体 
E Еа, КН Е жастана айын о 
理论 均值 . | 
. 在 上 述 基本 假定 下 ， 对 于 短 一 个 总 体 后， 即 在 因子 的 每 一 个 
KEE 下 ,试验 误差 en，…ein, 是 相互 独立 的 且 都 服从 正 态 
№ (0, co 的 随机 变数 ， | 
在 数学 模型 (9. 5. 6) 式 中 , ја 


з. 
1-- А 
=> > ii 1 SP 
3-і 


1 ғ ai 1 F 
?一 三 之) 了， біре - Хо: 
ісі 


ізі j=] 
ЧЕ ЕЖ ЕК, 则 有 
(ei) -=0, Gel, ет), 
Ейқ--8)-0 (i= 1l,=-, ж), 
ЕСЕ 2. 9, . 
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КА - керке т amam, pete  — + - 


м вав |= Же eoo] 
.. . ` ізі =: | | 


іші іші 
; - > (mi— Da= (a—r)o*, (9.5.7; 
\ іші : А - 
|5; Seu-e (9. 5, 8) 
#-14=1 
ү (9. 5. 3) 式 知 
Y r ЫГ 
r| zma] r| Zeu- 
`. іші іші j=] 
гм . 
> > (ei — в) | 
[ ` 
= (8 —1)02— (a—r)o*= (р—1)о?. (9. 5. 9). 


在 数学 模型 (9, 5.6) т, 记 


1 т 
а=— > ERF 
n іші 


сола,-а (i=l, e,r). 
Жо 0 i ЖЕНА A ERANT % i 水 平 对 试 
难 指 标的 “部 "作用 大 小 ， 可 见 ,a 之 间 的 差异 性 同 c; 之 陪 的 差异 
性 是 等 价 的 ,并 有 


Уе, = 9. 
于 是 ,数学 模型 (49. 5. 6) 式 可 以 写成 效应 分 解 式 : 


іс-Іі,-",7, 


©з = ПЕ е Ре, (9. 5.10) 


2=1,-"" ft. 
并 有 
B aë, G= Leer); 
f $ =а+г. 
4240. 
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三 。 统 计 分 析 
对 于 数学 模型 (9. 5. 10)， 统 计 分 析 的 任务 归纳 为 三 个 方面 ; 
(1) 求 出 с, BAH 2, т); 
(2) 判断 H. cj 一 … 一 co 
《3) Жаң а, ВБ ГНИ. 
现 就 上 述 三 个 问题 逐一 作 讨 论 ， 
(а) 我 们 知道 ,E 是 а, 的 无 偏 估计 (=1,…,*) ,而 因为 
Е(Е) = Е(;> n, Ë, ) 5% а. 
所 以 E 为 a 的 无 偏 估计 ја 
G= Ë G=, r), 
зн 
E(t) ЗЕ(Ё,—) aao (=1, чт), 
ВЕГА é, с ЖАБЫК, 


оС) 现 进 一 步 说 时 (9. 5. 分 式 中 统计 量 U, 及 Q, 的 统计 意义 ， 
易 见 ， 


Е. = Е( 151) - Dras 


= > (ж —1)о%= (в—т)а%, 
оо, 


I R (82) = аз, | (9.5.11) 
жей 了 了 到 什么 水 平 , S 都 是 < о? HERE Ө.А Т Ж И 
: киса вд (arny 
= (Е, — E}? +2 (E; —8) (а, а) + (а —– а)", 
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所 以. 
gG) = $ TEJ 
= > E[n; (g, —#)*] + 2 EEn (а, —в)*] 
+257, (ө-ө) "E(8;—8) 


=(r— Dot > те. 
i=l 


可 见 ,Vi BER ГАЕК, T EH. ЕЖЕ ЛЕ] RKE ЖС 
应 с. 有 关 , 即 同 这 个 因子 所 如 的 水 平 有 Ж. 15 Sh = U /(т—1),. 
则 有 


ECI) =0°+ ШУУ (8. 5.12) 
当 原 假设 H. АУЫ,» TE о 的 无 偏 佑 计量 ， 称 Sa, 为 因子 
的 方差 . 
SRRI H. 成 立时 ,由 (9,5, 4) й, ЕЕЕ 
p 8 (1) ра, (9. 5. 13) 


82 б©„/(п—т) 
因而 它 可 作为 判断 H, 是 否 成 立 的 检验 统计 量 ， 在 实际 工作 中 ， 
称 这 个 统计 量 的 观察 值 为 因子 的 卫 值 . 
` (3) Ж a, 的 区 间 估 计 

HERH Но 被 否定 ， 则 因子 的 各 水 平 的 效应 с, 之 间 有 显著 
HERR, 从 而 桃 选 歼 应 最 大 的 水 平 , ЖУК. ЖЕ TA 
子 的 优 水 平 之 后 ， 进 一 步 右 问 在 这 个 优 水 平 下 试 星 醒 标的 观察 慎 
怎样 巴 针 ?这 就 朗 求 出 各 a, 的 区 间 估 计 . 

我 们 知道 ,对 于 每 一 总 体 Е, H 54 ИЕ Сао), WI f Pe. 
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平均 Š, 与 子 样 方 莽 St НН; AË foeni, WER, AA 
第 六 章 的 $ 6. 3 中 的 三 个 定理 及 其 推论 知 ,统计 量 


(e ) 2; 
< - 
| | $,- DPA Doo =en 
ЯТІ, НШ 
Eod мш шу паа) pe 
@ / (а—т) Аз 
| BERERE a, ERMER Po. 09), ВА 
P ар, но =, (6.5.14) 
MA | 
РЕ. Уи. п> (G) <a = + -F VF n- 507} 
=1—a. - - 9.5.15 


MAk ,的 置信 水 平 为 1--a 的 区 间 估 计 , i=l r 


| з а 
1. ДЗО А h F 3225 HH: 
= — +. # 0.5 —2.8 6.5 2.3 
y —1.2 1.1 —3.5 4.5 1.8 
= 1.8 5.1 —1.9 一 1.5 
多 0.5 3.8 —2.8 0,5 
应 用 线性 模型 ; | 
#= Д,-+ lrt as 
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TA meike er PE miriona т pp. с ei, теча а е ч чна sama. юклы. -— - 


假定 误 盖 项 e БЕЛДЕР АМО, а)» г, e бз ATHE. 

(1) È A. E A Hih ZEE 

(2) Ж 8, BJ WA k sE 0.95 的 区 同居 计 ; 

(3) 在 显著 性 水 平 a= 0.05 МНЕ H, 2:0; 

(4) ИЯЛ о 

《5) 求 乡 一 名 十 By 的 置信 水 平 为 0.95 的 预测 区 城 . 

2. ЕЖЕ, 固定 共 它 因素 , ЭУ ДЕ БЕТЕ ES БЕ НИНЕ 
度 的 关系 ,试验 数据 如 下 ; 


FE 
32.10 17.8 22.9 25.9 29.9 32.9 35.4 | 
33.00 18.2 22.9 25.1 28.6 31.2 34.1 | 
2?.60 16.В 20.0 23.6 28.0 30.0 33.1 


ЕМЕН БЕНЕН z, РЕНЕ ЭН а, Eimi 9 52. RE 
Hk, i S z ЖЕН, ЕЖ 
P= ba HD ba 


HOR bon bi В ВО ЯЕ РЕНН, 


3. ӘЖЕМНЕН s 与 时 间 t 的 关系 ;出 下 式 确 定 


é= Put Phi Ви? 
ЖИІ F Sk B: 


(РР [узо 2/30 2/30 4/30 5/30 5/30: 7/30 8/80 


з ЕО .ss 15.67 20.60 26.69 33.71 11.98 51.13 61.49 


t yso 10/30 11/30. 12/30 13/30 14/30 15/30 


. 72.90 85.44 99,08 113.77 129.54 146.48 165.06 


ВЕ в, EAEE N (ftetit Д1, оэ, (4—1,2,-=,15), 
(1) 试 确定 fo Pi, В, № o* МКИ: 
(D ЖЕ H,: B,=0; 
(3) НҢ з ЕКЕ 9.95 BJ Tü B| pc М. | 
4. ВИН Я 2л АЖ у= f (к) BD $k disa T: О 
25244 Й 


у: Е 1.31 ім 2.33 2.41 2,24 2.48 2.12 2.38 2.98 


165 180 19 210 225 240 255 270 


315 330 345 3460 


Fi Е 3.44 3.51 3.82 2.89 2.01 0,02 — 0.84 --1.23 --1.98 
= 2.30--2.21-1.87-1,03-0,07--0,62 ` 


КИЛСЕ: ЖК КР ЖЕКЕ EAH: 
8= о + В, соях-- B,sin z+ Peos2r Вто. | 
5. ЧЕМ 9.5.20 5 9.5.6 中 给 出 下 列 数据 ; 


Е-і 795 756 #91 858 956 860 BO6 ?38 
k=2 865 750 285. 850 . 965 870 В11 735 


КЕНИИ А ЕСА В ЖЕ). 
226. 试 证明 (9. 4.130368 (9. 4.15) др. 
7， 试 作 变 数 变 换 ,将 $9.3 之 三 的 7 аА ВЕН Е В. 
8. iti 与 为 独立 的 随机 变数 ,数学 期 望 分 别 为 8 与 38, 试 求 8 的 最 
ZR EH S RL E B. 
9, Vy -(ф 7.) АА Му, X B, олы), ЕН 
Ер) = Ве FP r A В, (31-2), ‚_#=1›2,3. 
а= —1,2,0,2,=1, REHE X FRH 8,8,8, ЖАСЫН, 
且 证 明 当 8,=0 BF, бо 与 6, ЯР ikH kE. 
10. № 
фу 0 Eg ети 
Yme T OT O Em =], пи 
ыз = — 2A t Eam 1, п. 
BE г. 28 SEED, H r | 
Е (ег) = 0, ре) = 0,451, H mH 
ЗАК ЕЕ TR. КЕМ m= 28 BF, 6 tš $ T 2834838, ` 
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а ЧА n. rv оныта s = 22 


11. g үте +e; 
,=2a—b-+ g; 
| 
其 由 Els бі» ey HEADH : 
EG) =0, Dle) =o, i=1,2,5, 
Waka B. b Йй ығы. 
12. RE Жа G Hb Жж, KARRETE (таа /1) 与 消光 ж” 
读数 的 数据 如 下 : 


КЖЕ 7 2 + 5 8 10 


MERE»: | в4 188 205 285 369 
E жп ЕН AR EAK TU 


E(s= Bt Вит. 
RRP MA. 的 最 小 一 ЖӘНЕН» PER 苦 性 水 平 z=0.05 F, ВИНЕ 
Но Во 是 否 成 立 ， 

1$， 今 有 妈 个 网 体 , 按 下 面 方法 称 ,得 到 如 下 数据 


Жа я: та 2 а ` li 

1 t 1 1 29.2 
1 —1 1 -1 3.0 
1 1 —1 ~i 9.2 
1 —1 一 1 1 1.4 


其 中 1 АМЕ ЖИ, —1 АЖЕ EH tiA, у ЕРДЕ 
平衡 时 ,在 右 迪 所 ЖЕРИ. ИНИТ РЕВЕ Е В,+=1,2,3,4. . 
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第 十 总 ”随机 过 程 引 论 


§ tn.1 随机 过 程 的 概念 


一 、 随 机 过 程 的 直观 背景 和 定 忱 

在 前 闸 卫 章 讨 论 的 随机 现象 ， 基 本 上 可 由 一 个 或 有 穷 多 个 随 
礼 变数 来 描述 ， 它 斯 考虑 的 基本 事件 可 用 一 个 或 有 穷 多 个 数 来 表 
示 ， 在 第 章 的 一 并 始 ,我们 还 指出 ,有 些 随 机 现象 还 必须 研究 它 
的 发 展 变化 过 程 ， 因 此 ， 这 一 类 上 随机 现象 仅 只 用 一 个 或 有 穷 多 个 
Ей НІ: 去 描述 ,就 不 能 揭示 其 全 部 统计 规律 性 ,随机 进程 理论 前 
诞生 和 人 发展, 就 是 适应 这 一 客观 需 监 的 . 

下 面 举 几 今 例子 . 

例 10.1.1 ЖЕ Е-Е ГГ РЕ ЖЕТ, ЖЕГП. PL 
前 接 到 的 呼叫 次 数 2, 蕊 知 它 是 一 个 随机 变数 车 我 们 考虑 它 随 
ВН] 上 变化 的 情形 ， 则 必须 研究 依赖 于 时 间 上 的 斤 机 变 煞 & К 
= К 24 小 时 计 , 列 二 从 9 变化 条 24. 

例 10.1.2 在 数字 通讯 中 , 老 传 输 过 程 总 用 数 0 和 1 两 个 码 
元 通过 顷 玛 来 传递 消息 . 由 填 我 们 尘 先 并 不 知道 传送 什么 消息 , М 
此 , 在 基 -HA t EERI ДЕ O 还 是 1， 都 不 能 事先 需 言 , 因 商 是 
一 随机 变数 .者 我 们 进行 长 期 观察 ,每 天 1 РН — IK , W) k 4" Bi 
机 变数 (用 所 ОВ r a), Жп 0,1,2, 

例 10.1.3 ERRER ТТЕ, ПЕНН 
干扰 的 随时 间 变 动 的 地 层 结 构 信 号 波 记 录 F Ж. ЖШ 10.1. 1 所 
东 : 在 9 点 放炮 ,在 4 点 记录 仪 把 接收 到 的 入 有 于 扰 的 地 起 借 号 波 
记录 下 来 , 我 们 在 相同 条 件 下 做 了 = 次 记录 , 则 得 到 s 个 彼此 有 差 
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异 的 记录 ， 在 时 间 刀 观察 它们 о 4 
М аА 

RÈ REISE Eeo MFF O REE АШУ 

是 不 规则 的 , 即 所 。 是 一 个 随机 变 | 1 

数 ， 也 就 是 说 ， 混 有 随机 下 扰 的 “~ 一 Ar a 

地 层 结构 信号 波 是 一 个 依赖 于 时 | 


ін 10.1.4 ТЕ 10. 1. 3 中 ， АА... 


Bhi 2 是 连续 变化 的 (如 在 0 Б А 
5 种 内 连续 记录 信号 波 )、 但 在 对 图 20.11 


地 震 信 号 波 进 行 数字 处 理 时 ， 则 需 接 一 定 的 时 间 问 隔 和 (如 1 Ж 
种) 取样， 这 时 ， 我 们 所 研究 的 随机 变数 则 依赖 于 nA (n ВНЕ së 
PO. BÈ ла 时 ， 对 应 的 Ena 为 一 随机 变数 . 

总 之 , 在 实际 问题 中 , 不仅 要 求 我 们 研究 一 个 或 有 穷 多 个 随机 
变数 ,而 且 要 求 我 们 研究 一 族 无穷 多 个 随机 变数 ,我 们 特 这 样 一 族 
随机 变数 称 为 随机 过 程 . 

下 面 给 出 随机 过 程 的 正式 定义 : 

定义 10.1.1 设 给 定 概率 空间 (9, 匀 ,了 ) 及 指标 集 TD， 对 
ЄТ, HELE, F, Р) LAM М E ЖЕ, (0), oC, 与 之 
对 应 ， 则 称 依赖 于 £ 的 一 族 随机 变数 E ЖЕМ, UR S 
(Ё, (о); ET) жк, ЖУРН, BAHEN Н 称 为 参 
ZORI H, 不 称 为 参数 集 . 

这 一 章 将 研究 能 用 随机 过 程 摘 述 的 随机 现象 ， 叙 述 随机 过 程 
最 初步 的 其 不 概念 ， 至 士 需要 更 深入 学 Ж, WERL, 
Г131,1227,1321. 

对 十 固定 的 时 间 $ СЕТ), жилет Е, 是 离散 型 的 , 我 人 就 

а ТОНЕ ВК: Т={0,1, 06, —1,0, р Т=Га, 
БЖ Ti- R is (—оо,со), 

42/2. 


说 随 科 过 B (4) 4 АК, НИНЕ 
数 状 表 空间 .参数 集 人 可 以 是 离散 的 (如 7= {1,2 h p= 
(L2 PRERE Gu T= (2:220) ТЕЕ), ШЕТ 是 
жо, дика — севан А 
Кра Ва Ж — ЕЕ ВЕ uit Н. 

因此 ,根据 状态 空间 和 参数 集 了 的 不 同情 况 , ЧТОЛ ЧЕРВ É 
FRAR, PART Ж: 

Ж 10.1.1 


к | ма | авиа | 


* | ІТ 连续 参数 随 组 过 各 


把 随机 过 程 {;(@); 4 难民 想 为 一 个 作 随 机 运动 的 质点 型 。 
LA Š, ӘДІСІ E KER 6 (E о); СЕТ) НЕТ маена 
机 运动 的 变化 过 程 , ЖОН Ps ИИО а А, E, = = 
就 区 形象 地 说 成 “在 时 刻 质点 型 处 于 状态 z" 

MIERE о); (CT) tk L E ak : 和 概率 空间 中 的 点 
ПЛ. РЕ НЕТ, (о) E ДЕ X (О, т, В) 上 的 随和 
变数 ， 对 每 一 о0, 2, (о) ЖЯ ИЛЕТ EAR 
的 或 复 的 ,也 可 以 是 实 向 量 或 复 向 量 ) ， 称 为 随机 ЗЫ (Е) ЯН 
an 的 一 个 样本 国 数 ,有 时 也 称 为 鸭 道 或 现实 . 图 10.1.1 画 出 了 sn 
ТЕЖ. ЖЖ ЛР ВЕНУ (除了 概率 为 0 以外》 
为 连续 (或 可 微 ) 的 , 则 称 样本 函数 几乎 处 处 连续 (或 可 微 ). 

БЕВА СЕ О г 可 能 不 一 定 是 我 们 通常 所 指 的 时 间 这 
一 物理 量 ,而 可 能 是 别 的 量 ,也 可 以 是 多 维 的 量 ， 例 如 考虑 某 -- 海 
南 的 玻 浪 的 浪 高 随时 间 的 变化 情况 ， 则 这 财 需 用 四 稚 的 参数 来 擅 
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agurka ьс ше. нии ет ДНР А А р ть A нь Бикини re з с se 


ЖСЖ а, у, z, МИ 妇 、 对 于 参数 为 多 维 的 随 祝 过 程 车 
称 为 随机 场 . 
ш. МИННОЕ 
Е} ле ПЕНА, СЕТ, УЖ Ғ (г), 
jl 
Бх) P [£ a}. 


当 任 意 给 定 b, БЕТ 时 ,随机 变数 &,, Tu En BEES ЕГІ, 
Б Е. а, Ол, za), В 
Ғ,, Ст, To) -= РЁ, Сал, Ё, аа}. 
一 般 地 , 当 给 定 1,1, ,ЄТ Ба Н, ЕВЫ Y Sipiro tt 
5, WJ ЕО РАФ А) 
Р, оваз (Zis Zas ty En) = PIE аа, Ё, Та, ttt gE, Cnh — 
ЖАА 
让 
ЕЖЕЙ ВН ЖИ, ЕС ЕН HE. 
读者 不 难 验证 , НЕ ОЖ ЕВА Г: 
G) Ра ев), Ра, т, ЖӘН 
左 连 续 . 
Gi) lim Рони, (ты за) -0 iSl, en), 
lim К,ы Git Za) = 1. 


Gi) Жж z Sg (¿= 1, өз н), Ш 
Боо, С SAPT A OO— > Б, һом, Сб» eg ESTE TTE TESTERE 
1-1 
-- >! Fins (Bite 1-1 23, Misi t as izu Yn СОУС 
í. j»li 
17 


+ 《一 А, posia is “+, х.) 220 
- 250» 


ЕЛКА НЕЕ 38 FF BJ Ж РЕ: 
ам) жа, теа; п) 的 任 一 排列 (в), srta а.) , 8 


Pista CK1s "у Z.) 一 下 „Сш, ч» Ka) 


(v) Ж тп, M 


Firsta (zu 757, т) 一 lim Р-н, СЯ с» Tn)» 
Empl’ “бла? 


„Ж фт йй, ШІ RELER TEEM, 8 — ЧЕТЕ ЕА. 
有 种 的 定理 , REESEN F: 

设 已 给 参数 集 TAHER п TEE n 0 iost ЯП 
Р," вы еә Za) BZA Бу, ЕНДШ Есі), Сіз, ӨН), (іу), (v) K. 
АЕ: СПС ЖЕРЕ К зоа ТИЕ ТЕРІН НЕЕ БЕ СО), 则 必 存 在 
一 随机 过 程 传 }, ER oE Bu dr ОРДЕ f KAK ET ЭРЕ E Wë E БОК. 

ЗЕЕ yC ИГ #1221 [31], 

要 确定 随机 过 程 的 分 布尔 数 族 ， 在 实际 工作 中 往往 是 十 分 办 
жіз, 与 第 三 章 研 究 - 维 或 多 维 随机 变数 时 类 信 , 我 们 可 以 转 而 研 
究 随 机 过 程 的 某 种 特征 ， 它 在 许多 实际 问题 和 理论 问题 中 都 能 很 
好 地 满足 研究 的 日 的 . 

《1) налы 

设 随 机 过 程 {8,} 的 一 维 分 布 范 数 为 F,(z)， 仿 第 三 章 ,随机 过 
ЕЖА Е УЕ У 


E) =| зара) GOLI 
ЕЛШІ ДӘР а 
DED =| [2E ED] AF) (10.1.2) 


(mÜ Га ЕС) ЈР, а) <co ВВ, ВЕДЫ БЕ аг 


的 函数 . 
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` — w r u "ns — ———.. ыш а. 


за Е) 的 状态 空间 是 离散 的 时 , И 
B(£)= а, (10.1. 3) 
DLE,) = 2 Ez; -EDT p (t), (10.1. 4) 


Hp p (OA 6, ОА, ИП p: (0) = P (£ =. 
ЖОНЕ- IET, E, 为 连续 型 随机 变数 时 , ЛІ 


EG) =| з}, баз, (10.1. 5) 
ға)-Г ге 09197, de, aoo) 
Жн f, (z) 2 £, КЖ ЕЗ, 


(2) (£) НЕ 

[кс Ес ДЕР: даш Sk ЯН, Ё, ін, Ж та), И: Ж 
RARE Е t, ЕТ | 

K (t, t|) ECE, 1 Ёё) = Г. ЕСІ тв) (10.1. 7) 
Ше 

R(t 45) = ЕГЕ, В) ПЕ, ECE) | 


=Í [`[а—#(&21[ж—#(&214Ё,„(ж\,ла) 
(10.1. 8) 
ВЕРЕН, ПМ ЗЕКТЕ рожон. НЮ, 只 
有 当 (10.1. 7) Ж (10. 1. 8) 80 BL ОРН W 4 АРА Ж 
ИЗА РА рН ЖЕЕ: 首先 Ва td) =K G в} 
— 802,38), а танаға ЖЕ ЫР ЫЛЕ (2, — E СД) 《的 相关 函数 。 
Wi нез т МЕЗЕТ ДЕ {ре k r И, ЗЕ n 为 
均匀 分 布 于 (一 x И, РНБ). КИЕ, 读者 可 自行 
验证 . 
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相关 函数 К СЕ, 6а) Е it ВО АЖ. ЧЫШЯ 
五 (8 ta) 是 非 负 定 的 ， 即 对 任意 n(n—1,2,...,) ЮЖ aí ( 1, 


.... 2) 


п 
У ECs ti) a 20, (10.1. 9) 


ia іші 
事实 上 ， 


ъ 
>) КОФ, t aa = В) > £, a, 20. (10. 1. 109 
еті 


4, jal 


ЕЕ (Е КЕНДЕ, у ЖР ЖЕТУ ЕГІ БЕЙІТІ 
述 随 机 过 程 在 随时 间 : 变化 时 的 平均 数 、 离 散 底 和 相关 情况 ， 对 
于 相关 函数 , 我们 还 将 在 平稳 过 程 部 分 车 重 讨论 . 

#1 10.115 设 g(#) 为 如 图 10.1.2 ЖЫЛЫ ЗЕ 
波 , 才 为 服从 两 点 分 布 的 随机 变数 ,其 分 布 列 如 下 : 


围 10.1.2 


ЖУ E 如 下 : 对 任意 EER, 


£ —n9(t), | 
НП (5.7 ЖАН Е, НУ РЯ. ШІН 


ЕСЕ) = Е[19(#)]=9@) [$+ С) + —0, 
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Р(Е = Elng 00) P= Ра). = 90); 
K (tut) = Eng (#1) ng(t2)] 
= 962,090) E = у(®)+ў(%). 
$1 10.1.6 155, AATE, ЕН» 0.323535 1 ӨШ 
机 变数 , 令 
Ë= +m, 
则 
EE) = B(8) + EOD =0; 
ВЕЕР DE T t*p(m =1+1°; 
Кир = Е(Ё, Én) 
=E (E°) + t, Ва) + (tt b) ECEE (тү) 
-1--і,і;. 
$] 10.1.79 PEE Ж УШТ: 
ВОН” R Æ ЖЕСІН (0,4160 А, ЖӘ 点 "在 
(0, ІН ЕЕ Н (把 0 EAER, MS £ = 1,338 
EnG Е, = 一 1 如 图 10.1.3 所 示 ， 又 设 在 时 间 区 间 (бо, t + t] 
内 有 天 个 “随机 点 ?发 生 的 概率 与 ЗЕН 


D AERP EZ MA EFEMERE Nh, МЫННАН 
Ж: BHEAN, Жы AR ЕШ В R U... 部 可 视 为 "随机 点 ", 在 
下 一 节 我 们 还 要 进行 讨论 ， 
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п) =е 9", QER) 


其 中 22>0,4-0,1,2,--, 则 有 
PAE CO, Е RILA) - p (t) ОВ 


=Ó г 6419 (2023 у а gitan h3 
= 114 21 +- 1 ер е” сов НИЕ 


P UB (0, t | ЖЕ Е? о (t) T p Cf) ese 
е-“ Е СӨЛ. = e tsinhat, 


3! 51 
ип 
PIE, 1}= a tesshAt; 
Р(&.= Пе” sin 842. 
ш; 


ЕЕ) = 1-е "созһА4-Ғ(-1)-е "sinhat 
= е (соз ВА — ма АВ) = е^ а^ 
= e, 
КЕ Ну, KER fo En 的 联合 概率 函数 
P iZ, = Zo É tay U ДН ti ЕВ у = 1 m 1, (@=1,2). 
ІН Ж P {é 2: ta = Pié = 24) ° P (š, ,,— z f £ = zi. 
而 只 需求 РЁ, = 1) № РЁ, = 2.3 а-а 9, 
Б Sin б 6-6, H| Ff A Р{&„=1/&,,=1) =P (fE 
(0, A JA ХВ, Æ O, А ЕН 
次 } = 下 { 在 (ft 内 “随机 点 "发 生 个 数 次 } =P{ 在 C0，7] 内 “随机 
нї” ЖЕҢ ФО} = е cosbir, 


Р (Е,  =1}= е icoshAt, 
Ее 
PIE ЕТ Е, = (e HcoshAt,) (e "epshAr). 
- r 255 + 


` "m ww — u ss .— s x — n s 0 00. 


TalBE ЕШ 
Р{#,,=—1,# „= —1}= (e"*tisinhAt,) (e “coshAr); 
P{ =l, &,,=1) = (ев АЕ!) (етіп Ағ) 
PiE =l È, 1} = (e-tticoshÀAt,) (ея НЯ) 
这 样 一 来 , 可 求 得 
ка, =Ё{(&,,&,,) 
= (e*n coshAti} (е сов АР) 
+ (= 1) 6—1) (е^ зїп hät) (e "соз Ағ) 
+ (1) (е^: зіп ВА, > (е^ вїп ПАР) 
+ (— 1) (eiicoshAt) (e віпһАғ) 
жеб (coshAticoshAr— зіп ҺА sin Ат 
ап ВАН соз Аг — coshAt;sin hår) 
шат 1+ [со Ат —–#,) —– вт Д(ғ--1,)1 


а чт p it-N — g Hr, 


#13 
K {fis bo) тет аі), 
[Б нр, 当 <t, BE, 
. K (f te) et Өс, 
Ti, НЕ Е, С, 
| К (Е, £0) = е then, 
HT 
DENSK (0,1) —[Е(5,) J, 
ін ке,у-Еар-і келте 
р(&у=1— [e3] 1— et, 
前 面 已 说 及 。 基 机 过 程 的 数学 期 望 与 方差 一 般 说 来 都 是 上 的 
ЗА, 而 相关 函数 则 是 依赖 于 fo t DAR, ДН — ipt 
程 的 数学 期 望 不 依赖 于 而 为 一 常数 ,例如 例 10. 1.5 及 例 10.1, 6; 
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其 相关 函数 只 依赖 于 ta— t, 如 例 10. 1.7， 即 时 间 的 平移 不 改变 
上 述 两 个 特征 的 数值 ， 具 有 这 一 特性 的 随机 过 程 ， 在 研究 飞机 受 — 
沸 流 凡响 而 产生 随机 振动 ,棉纱 蕉 面积 的 随机 大 小 ,数字 通讯 中 的 
某 些 已 编码 入 号 等 随机 现象 时 起 重要 作用 ， 畦 别 对 于 相关 函数 具 
” 有 上 述 特 性 的 随机 过 程 ， 我 们 还 要 着 重 讨 论 , 详细 情况 见 $ 10. 4. 


510.2 几 类 重要 的 随机 过 程 简介 


由 于 理论 研究 和 应 用 的 不 断 深入 与 扩大 ， 各 种 类 型 的 随机 过 
程 很 多 , 讨论 得 也 很 深入 , 我 们 不 可 能 在 这 本 书 中 尽 述 ， 这 里 仅 只 
介绍 在 各 种 自然 现象 的 预 铀 斋 报 ,无线电 技术 .自动 榨 币 和 通讯 等 
方面 常用 的 一些 随 机 过 程 ， | 

—, муже) 

没 和 为 一 随机 过 程 , 若 对 任意 正 整 教 ， Жі Т,і-1,2,.-., 
ti 随机 变数 | 

ЁЁ ЁЁ ЁЁ а 
初始 时 刻 ， 

йїп: 某 电话 总 机 在 时 间 区 间 [0, 纪 内 接 到 的 呼叫 次 数 设 为 
E 开设 Р{&—=0} =1. (6,2460, co)} 是 一 独立 增 量 过 程 ， 因 为 
它 在 不 相 重 又 的 时 间 区 间 内 发 生 呼叫 的 次 数 可 以 认为 是 往 互 狼 
立 的 . 

从 定义 我 们 看 到 ,车 {:} 是 独立 增 景 过 程 , 则 对 仔 意 z, £, 是 相 
互 独立 随机 变数 之 和 . 

=, жаре (高 斯 过 程 ) 

设 随机 过 程 {,} 对 任意 严整 数 М, 1, to ,6Т(і--1, 
2,--, 0) ,随机 变数 54, 5,，…, é, 的 联合 分 布 BRA n RERS 
布 , 即 有 如 下 的 密度 函数 : 
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w Y. и... 


tima қылынды 1и š) 


Базтьс хь) = z (10. 2.1) 
(2а): 
MRE) 为 亚太 随机 过 程 ,其 中 
> а, | Ua s. Oig 
к- an|” pza 9 on 
Tn a, On Go се Oael 


ыра ааа ЗЕНА, С) 
ЗЕЯ. 


特别 当 #=2, 2-(| 


ЛЕ ЖЕНЕН. 

在 无 线 电 技术 研究 和 应 用 中 ， 真 空 管 中 的 霞 射 效应 (shot 
effect), 可 以 用 正 志和 随机 过 程 来 描述 . 

=. жа 

设 随机 过 程 {E (о); Ге, со) В БИЈЕ: 

с) (Һыу Веча, ИП (5) ВНЕ, HAER 
š, #2 [#0,90), га, № А-0, за, ЖІБІ 8636; 

Gi) HEt, „ЕГ, оо), &,,—,, НИЖЕ 


о? ғ010% y 
ун, G6.2.D tma 


==» ой 


N (0, м | 和 一 经 | 和 
(н) Р{&=0)=1, 
С ДЕ 为 维 纳 过 程 . 


维 纳 过 程 可 以 作为 质点 的 布 遍 运 动 ， 以 及 电子 电路 中 的 理论 
区 声 的 一 个 很 好 的 数学 模型 ， 并 和 且 在 通讯 和 控制 理论 中 经 常用 
到 它 . 

维 纳 过 程 亦 称 为 维 纳 - 勒 维 过 程 或 布朗 运动 过 程 。 
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00, НА 

ИРЕР (4, Со) Є, оо) Си) ҚАНЕ ЖІК 
іа, ар: 

(1) Рё „=0}=1; 

GD {全 为 平稳 独立 增 量 过 程 ; 

Gii) XER 4,4364, 00), ё, < 对 应 的 随机 变数 的 增 量 - 
Ё 5. ЖА Я ЖА) НА, ША і-0,1, 

PE 一生 一 本 一 [人 于) 二; 


BEE) =АС а HD; (Е, E) SAt) 

Дк, 为 汽 松 过 程 . 

ЭРА Ну, 通讯 等 许多 实际 问题 , ЖЕ ЯП ИИ ЖЫКЫ Ж 

Ж, 因为 这 些 实际 问题 都 可 满足 下 面 将 要 外 述 的 定理 10. 2.1 的 四 

个 条 件 ， 俩 如 某 电 话 总 机 在 时 前 区 间 [o, 妇 内 接 到 的 呼叫 次 数 , 某 

服务 窗口 排队 的 人 数 、 数 字 通 讯 中 已 编码 信号 的 误 码 个 数 等 , 都 能 

很 好 的 满足 所 说 四 个 条 件 , {Б е АЎ, ДЕТИ ЖАЗ ЖІ, 

五 ， 随 机 点 过 程 与 计数 过 程 
在 例 10. 1.7 rh, 我 们 提 到 了 “随机 点 ?这 一 概念 ， 近 里 我 们 稍 

作 介 绍 . | [ 

在 客观 世界 中 , 存在 着 这 样 一 业 随 机 现象 ， 泥 们 发 生 的 时 间 、 
地 点 或 相 联 系 的 某 些 属 性 , 常 可 归结 为 某 一 空间 ғ НӘН ҒАН, 
发 生 ， 这 种 点 的 发 生 就 构成 所 谓 随 机 点 过 程 . 

#1 10.2.1 一 天 中 某 电 话 总 机 接 到 的 呼叫 形成 一 个 随机 点 
Жж, ж 为 时 间 区 间 [0, 24]， 每 一 次 呼叫 发 生 的 时 间 就 是 一 个 随 

”机 点 ， 这 个 点 过 程 的 一 个 现实 (样本 函数 ) 是 一 时 间 的 序列 {1,10， 

“іур ROSH Sire <t 5724, $, В n Жын E КНН 
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ің, № 则 表示 一 天 内 呼叫 发 此 的 次 数 . 

0110.22 基 一 台 机 器 在 时 刻 to 开始 工作 ， 我 们 在 时 间 区 出 
[zo to 十 内 考 虚 机 器 发 生 上 故障 而 停止 工作 这 一 事件 ， 假 设 当 机 
器 发 生 故 障 后 立即 修理 或 换 上 新 的 同样 的 零件 后 继 索 工作 ， 则 机 
器 在 对 间 区 间 [to to t TIARA Е Е Т.А ЕР — 7 
随机 总 过 程 . 

10.2.3 设 从 时 间 te 开始 的 长 为 人 的 财 闻 区 间 内 考虑 某 
地 区 发 全 地震 这 一 事件 (在 一 定 的 震级 范围 内 ， 每 一 次 地 震 的 震 
TB. Ж ЖЇРЇ), 它 可 以 根据 各 台 , 站 和约 观 将 结果 记录 下 来 ， 由 于 做 
фл ДАН, 而 震动 的 持续 时 间 一 般 以 秒 计 , 这 相对 于 我 
们 研究 的 整个 地 区 和 了 时间 范围 来 说 是 很 小 的 ， 所 以 可 以 理想 化 为 
一 点 这样， 每 一 地 震 发 生 这 事件 , 可 用 一 个 三 维 向 量 {t,# 人 门 来 
表示 , 其 中 z, y 表示 震中 的 经 座 和 纬度 ,+ 表 时 间 ， 描 述 地 震 发 生 
.的 事件 序列 人 bg f), Gos, 构成 一 多 维 随机 

由 上 所 述 ,随机 点 过 程 是 一 种 类 型 的 随机 过 程 , 人 们 关心 的 首 
先是 代表 随机 事件 发 生 的 时 间 ; 地 点 或 状态 的 点 的 统计 规律 ,这些 
往 计 规律 包 插 如 下 两 个 方面 ， 

Са) Нені; 考虑 这 种 随机 的 点 落 在 宅 的 某 一 部 分 的 个 
Ж, ЧА а НГО, соз, 4 №, 表示 在 [0, 让 内 发 生 这 种 点 的 数 
Я, ВРЕ, ЯСЕ КК, НУ, 46/0, co)} 是 一 个 取 非 负 整 数 
什 的 递增 的 随机 过 程 ， 一 般 称 为 伴随 这 随机 点 过 程 的 计数 过 程 
{counting process). 

(2) 在 一 维 的 情形 ( 二,)， 考 处 一 随机 点 的 发 生 与 相继 男 
一 随机 点 发 生 的 河 距 , 5 Т, 表示 初始 时 记 到 第 一 个 随机 虎 发 生 的 
有 时间 间 跨 ，T 表 第 3 一 1 个 随机 点 到 第 # 个 随机 点 发 生 的 时 间 间 
Қа, ЙГ, 是 一 随机 序列 ,Ta= 1, 2,.--) ЖЕ Ак (НГЕ, 
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H Т, Тұ АШЫ СИГЕ Т, 不 同 )， 重 要 的 问题 是 考虑 Т.(а- 
3,…) 的 分 布 , 即 考 虑 点 间 闻 滤 分 布 ， 

随机 点 过 程 在 早期 称 为 随机 事件 流 ， 它 早期 的 研究 出 现 于 排 
队 论 和 运筹 学 等 分 支 中 ， 近 年 来 对 随机 点 过 程 的 基础 理论 研究 和 
НЕЕ ЕЛ, 这 方面 的 内 容 可 参看 [3 全， 

关于 计数 过 程 有 如 下 定理 ， 

定理 10.2.1 若 计数 过 程 (Wo tE[#o, со) Нара РЯ: 
Са) Р(М,-0)-1, РА ЖИЕН ЖАЛА 
20; 

(2) {N) 为 平稳 独立 增 量 过 程 

(3) 对 任意 上 4o00<P{N,>>0<1. 摘 句 话说， 在 时 ІНІСІН 
届 ,, 内 有 “随机 点 "发 生 的 概率 为 正 ， 但 不 是 一 定 有 “随机 点” 
发 生 ; 

《4) 对 任意 ггг, 

па Уазһ-М,222) 

ӨРІМ, а--М,--1) 
换 句 话说 , 在 充分 小 的 时 间 区 间 内 ,至 多 有 一 个 “随机 点 "发 生 。 财 
{mw:} 为 泊 松 过 程 ， 

定理 10. 2.1 的 证 明 可 参看 定理 2.1.2 的 证 胃 . 

随机 过 程 还 有 许多 类 型 , 不 能 一 一 加 以 介绍 , 但 对 于 应 用 中 比 
较 有 用 的 马 氏 链 与 平稳 过 程 , 我们 将 在 下 两 节 加 以 介绍 . 


=0, 


$ 10.3 马 氏 过 程 


我 们 在 这 一 节 着 重 介绍 应 用 比较 广泛 且 较 基本 的 马 氏 链 ， 

一 、 马 氏 链 的 定义 及 例子 | 

定义 10. 3.1 ШВ Ena C€ NW Ж ТАС 
th N R trr Ж ГЕ ЕВО: | 
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а) 对 每 一 Е М, Z, 只 取 非 负 整 数值 ; 
Gi) 对 任意 非 负 整数 т, 1, k RERIT Ж 81,5:, 2,5: 
(веса М És 227 э т ims imr (С>), Ж 


Р{Етьь= imeri ё», = iays Es = ГРК 2, = За» gm = 5.) 


=P [ть та, Ë n == =}. (10. 3. 1) 
当 (10. 3. ]) 式 左 方 有 意义 时 ， 则 称 从。)} 为 马尔 科 夫 链 ， 或 简称 为 
КЕЙ. 


Е РНЕ БУ ШЕШН, {ПААНЕК ЕЖЕЛИ ДЕРЕ ТЕ 
的 概率 , AIRE (Е = ЫЛ P {Em in) >O. 

马 氏 链 是 较 早出 现 的 马 氏 过 程 中 的 一 类 ， 它 早期 是 用 下 述 比 
较 直 观 ,但 一 直 招 用 到 现在 的 语言 叙述 的 。 

” 考 盘 一 系列 随机 试验 ， 每 一 次 试验 只 有 有 穷 个 或 可 列 无 穷 凶 
基本 事件 AGE, 2 …) 可 能 发 生 ， 且 系 次 试验 将 发 生 而 且 仅 发 
生 这 些 事 件 中 的 一 个 事件 .车 事件 А, 发 生 , 就 说 系统 处 于 状态 A, 
《或 简称 为 状态 i)， 为 方便 起 见 y 以 4 表示 第 上 次 试验 站 果 处 于 
КЖ 4 这 一 事件 ， 我 们 还 常常 用 “了 时刻 "这 一 用 语 , 设想 每 隔 一 个 
某 位 时 间 进 行 一 次 试验 ， 这 样 ，4 生 就 可 说 成 “ 干 时 记名 系统 处 于 
状态 i? 这 一 事件 ,而 且 把 Pi44450/45 称 为 系 绕 在 时 刻下 处 于 
状态 i, 经 过 1 步 后 系统 转移 到 状 坊 i+ s 的 转移 概率 、 这 样 一 来 ， 
(10.3. АЖ Аа Жк ЖӘНЕН т ЕЕ im 经 上 步 后 系 
统 处 于 ine 的 转移 慨 率 ，(10, 3. ТӘ АГАВ Е EA: 已 知 系 
让 现在 ( 寺 刻 名) 处 于 状态 in 那么 ,将 来 (时 刻 m 十 如 的 状态 与 过 
去 (有 时刻 so гъ, +, REER. 或 简 述 为 : 已 知 系 统 的 “现在 ”， 
JD Z, “将 来 ”与 “过 去 "无 美 ， 这 种 转 性 我 们 称 为 马 氏 性 @. 


ФН REAA КЕРНИ, EARE 
Е ЖЗ ИЕК t RS S: FE ИП, 
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转 称 概率 了 {Emrs 31-3) рабт, k), Hh 
Pulm, k) =P(Ë.. = ЛИ Е=4} ($, f=0, 1,2, ...). 
ГЕ ЕВЕ РЕН, ЗЕН P От, 0) Жл, ИП 
P (m, В) = (pu (m, BD) | 
Poo (m, k) Poi (m, &) ЫН (m, k) Pon (т, k) ... 
Palm, k) Pim kh) po(m,R) е pa (m, k) 
_ pse (m,k) pa (т, Е) рабт, 0) >” раб(т, Уң 


wuamsarwawsawwamanauqaurnaqapuqqaa?paqaqhaqpiasnsaqpaqaqayaáqauanqpuq ntar 


ВО СО 


ЗЕЯ P (m, ЕУ (2,760 РЕВ НЕ, ЗІНЕ P (m, 1) 为 转移 
概率 年 阵 ， 
由 p a (m, k) КЕ У, 显然 


P. (m, k) 20, 
(10.3. 2) 


Зов (m, в) =1, і =0, 1, 2, `... 
定理 10.3.1 设 从,} 为 一 马 氏 链 ， 则 对 任意 非 负 整 数 k, m, 
ж | . 
Pilm, kti) = D Pilm, k) рут НВ). (10.3. 3) 


ЖЕ, 则 有 
РЕНИ =P (m, DP m+, 1). 
(10. 3. 3) 式 称 为 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 治 夫 方 程 


全 ”对 于 初学 者 要 特别 注音, ЖОЙЫ ИМЕ ЕК КЕЖІНЕЖ, 这 里 用 了 它 的 
жаты. | 
ЕЛИ РОЖИ ЕЗ-ЖШ, НИЖЕ 
' 作 的 符号 ， 
+ 2634 


证 рт, ВН = P (Š, i= J ба} 


__Р{ёа= #, так = 7} 
Pié, = iy 


ОБР =i вины} Ре, басты 
г PUS = t бщъьь т} P (ša == t} 


= РЕ = J/En= is Éa =r} РДЕ ьт 4) 


ЖЕ Pliner ГЕ, Ёз =r} = ат 4-8,4), 
м РЕ аът Ё 4} = ри, (m, Е), СІҢ 


рабт, E+ L) = 27 p, (m, k) p, (т, D. Ë 


НАЯН ЕВН ЖЭКИ ЖЕУ Ж af НЕ РА 
ЖЭУ; 


p (т, &+ 1) = : >, Pis (m, 1)р,, (m+ 1, 1) "p. (m+ k, 1); 
1:2," въ 
pis (m, НТ) = Ору, (т, 1) рат 1, k) 
= 之 prr(m Е) р. (т Ё, 1). 


(10.8. 4) 
对 每 一 非 负 整 数 k, 记 | 
н-на (f=0, 1, „Эз 
= p.(0). 
колан, 特别 称 p, 为 初始 概率 ， BAR kai 


Ры = ХО рр(0,в+1) 
= puk, D). (10.3. 5) 


(10.3. БЗК — АДИЯ: SAIRE р ОВ) 9 азда ЕЖ 
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:和 转移 概率 所 决定 
定理 10.2.2 设 舍 小 为 一 马 氏 链 ， 则 对 于 任意 非 负 整 教 
8162-78, ЧЕЙ k, 有 
ОРА S ia Ёо en tto 6—4) 
= Pi, (s) "Pis tx, 《Siy 82—81) Pi ate Ep- is 8, — 3-1), 
| (10.3. 6} 
证 由 马 氏 性 及 概率 的 乘法 公式 可 得 | 
Ра = Ya" ба, 6) 
= Pin =š, 本人 一 一 证 
全 一 让 /一 1 
=P {fa ie) P Ee = з= itn}: 
Pila = iel Ena T РН; 


= р:,, (89, tag (Su 52—81) етн, 


i нь (38-1; 88776-1). E" 


№ (10. 3. 5) 及 (10. 3. 6) 两 式 可 见 ,对 于 马 氏 链 , 任意 有 限 维 概 
жа ЕР ЖЕН ЕЖ, БЕ, 对 于 马 氏 链 
说 来 ， 初 始 概率 及 转移 概率 (只 牵涉 到 二 维 概率 函数 ) 就 可 以 完备 
的 描述 马 氏 链 的 统计 生性 . 

、 齐 次 马 氏 链 

定义 10.3.2 АЕ ЖЕ, ЕЕ 
Р (m, 1) Ыт 96,1020 PO). MAHERAN m, 有 

` pam, 1) = р.,(1)(4, 7=0, 1,2, =). 

ш (10. 3.4) 式 的 第 一 个 等 式 可 得 ; | 

а) 马 氏 链 {,} 是 齐 次 的 充分 必要 条 忻 为 : НЕЕ 
ЖЖ po (т,®&)Җ mE. ҚҰН, іа k АУЕН ЖОН Оу РС); 

(2) {Е} ЖКТ, ИЕ t PRERE R p(k), SOY 
由 一 步 转移 概率 决定 ， 因 此 , p1,(1) 有 特殊 意义 . 
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对 齐 次 马 氏 链 , 我 们 记 
Pi = pi (1), 
p. (h) =P iner 31.4). 
АБЕН EH SEIS, ИЗ р, (тю, DEA p. (k), W 
面 所 叙述 的 诸 命 题 仍然 成 立 , 我 们 特别 写 出 下 列 诸 式 : 


у 0 G, j -0,1,2,---), | 

Уру =з, го, етеш) 010.3. D 

p (k + D) = 之 Papa Ры 3 (10. 3. 8) 
pulki) =. > MOLKO (10.3. 9) 


p(k+1)= Bappi (t 1)= ÈP: Æp (0.3.10) 
ЖЕ (10.3. 8) 6%, kg E= 时 ,有 
Pis (2) = 2 pipes. 


把 它 写 成 矩阵 的 形式 为 

Р(2) = Р). 
用 数学 归纳 法 可 得 

Р (я) = [P(1)]". (10.3.11) 

910.51 考虑 贝 好 里 试验 ， 每 次 试验 有 两 种 状态 ; 4 = А, 
А.А. НЫ ЯВ, Н.Р(А))-р,?(А3-4,4-1-». 因 
Ш, ТЕЖ k КЕ НЯ А, (用 ВЖЕ ВЕНКА 
нж A; ПУ ЕЕ Е ЕН P (A), МАНА 
й Е, E B 
P= Pu =P; 


Ри: = Pas = g, 
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其 转移 概率 矩阵 为 


并 可 算得 
ро -(? 中 -PC 
? 4 
ими, = 
Ро) -(? ра) (n2>2). 
p q 


例 19. 3.2 BEINE MATERA НВ 
动 "这 一 模型 ， 这 是 物理 学 中 常常 出 现 的 一 种 现象 : 一 个 分 子 能 处 
在 数 办 上 1,2,…，s 这 s 点 中 任 一 位 置 ， 一 旦 这 分 子 到 过 工 这 一 
点 处 , 它 就 一 直 留 在 那里 不 动 , 对 в 点 也 有 这 种 情况 ， 将 1 及， 这 
MARORA., ЛЕНЫ Е 的 时 想 这 分 子 处 在 点 主 处 ， 其 中 
2<<is 一 1 那么 , 它 在 一 个 单位 时 间 后 转 到 i 十 1 处 ( 称 为 向 前 ) 的 
概 素 为 7(0<p<1), 转 到 点 i 一 1 处 ( 称 为 向 后 ) 的 概率 为 ,4 二 1 一 2. 
我 们 规定 这 分 子 只 能 “向 前 或 “向 后 " 游 动 一 步 ， 并 目 经 过 一 单位 
时 间 ， 它 必须 “ 阿 前 "或 “向 后 " 作 游 动 (! 和 s 处 除外 )、 这 样 一 个 
随机 游 动 构 成 一 个 马 氏 链 , 并且 是 齐 次 的 , 其 转移 概率 为 ; 


Pu =P. | —=1. 
НАСЫ (21-1) 


4257 * 


БЫ ЖАП РА: 


` 1 Ü Ü 0... ...0 6... 4 \ 
`. q 0 p 0 0 0 
0 0 0 0 0 
ғаз-| Š Р 
0.20.5000... g 0 p 


0 0 9 0 0 о... ms ma 1 
让 我 们 特别 考虑 当 s=3 的 情形 , 这 时 有 


| 1 0 O 
ras 0 中 
001 


P(r) =Р(1). 


81 10.3.3 ХЕПННЯЖВФШАЯ- А-ДА БЕ Йа: 
ZEFA 10.3. 2 中 的 分 子 随机 游 动 ， 但 不 假设 有 两 个 附着 
ЖЕ, НИ pa 9, baa =?, ЖАВ БИ 10.3.2 ж. 这 时 ， 转 移 


可 得 当 222 №, 


MEERA 
| q p 0 
eo- 0 中 
- ба р 
可 求 得 
9429 94 м 
РО)-ГРООЗ-42 224 J 
q м Барі 
g po r 
=(4% 2р9 r) 
gq 29 ДА 
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三 、 遍 历 性 与 平稳 分 布 
定义 10.3.3 ИЕН, ВОНА š АЖ 
在 不 依赖 于 主 的 常数 rr 使 得 
limpi (n) = mx; | 《10. 3. 12). 


则 称 马 氏 链 {。} 具 有 遍历 性 . 

遍历 性 可 解释 为 :不 论 系统 自 那 -一 状 赤 出 发 , 当 转 移 的 “ 步 长 *" 
如 充分 大 时 ， 转 移 到 状态 j 的 概率 近似 于 某 个 常数 a BETE 
fy УШ 2.508), RE п ЕЛУ И. 

定理 10.3.3 对 有 限 (s БІ Ж НК Не, E 
ЖІЕЖ по, EE $, 7=0,1,2, --,8, 

P. (nÍ) > 0, 

PEDES E) EB БН B (10. 3. 12) 式 中 之 z (j=0,1,2,-.., 
6) 是 如 下 方程 组 


. 
а= р, (F0, 4,2,1,8) — G0.3.18y 
i= 


在 满足 条 件 : 
wD 9-0, 1,2, ..-, 5); 
“луі 
| | іт0 
下 的 唯一 解 . 


定理 10. 3. 3 的 证 明 可 参看 [1 [5]. 
ЖХ 10.3.4 设 任 ,} 为 有 限 (s 十 1 个) 状态 的 齐 次 马 氏 链 , 若 
初始 概率 p. ЖЕ Кз” | | 


РЗ Урра (j=0,1,2,.-.,s), — (10.3.14) 
{=й ` 


ЯК En) ХЗ ВАУ, p С) =0, 1,2, 3) 称 为 全 的 一 个 平稳 分 在 
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> —w r necra F im Tr — - Ә-ә... ы 2.2... 


出 (10.3. 10) Ж, 5 2-0 8 
p (1)= р» 


XH (10. 8. УА 62519, 对 任意 j= 0,1,2, ag 
p (1)=;. 
ІЗІН! 48, 34 k=1 时 , H (10.3. 10) Ж 


р;(2) = >в Pin 


хн (10.8, 1 人 ) 式 并 注意 到 70 = 2, Н 
2:(2) =p (1) =pe- 
用 同样 大 法 可 证 得 ,对 任意 J= 0, 1.2, .--, 8, 
H= pll) =p (2y=.-.. (10.3. 157 

由 (10.3, DARSA, F {5} 是 平稳 的， 则 其 初始 概率 p, 这 于 
绝对 概率 p (n) (9 一 1,2…)， 换 句 话说 ， 平 稳 齐 次 马 氏 链 在 任 一 
时 刻 处 于 状态 为 了 的 梳 率 都 相等 .这 就 是 “平稳 "的 含义 、 读 者 可 
DIER, (10.3. 14) A-5 (10. 3.15) 式 是 黎 价 的 . 

01 10.3.4 如 例 10,3.3, 我 们 可 得 ， 对 任意 ;i,j 了 =1,2,3, 找 
ЖІ 4-2, 使 得 

pi (2 >06. 
出 定理 10.3.3 可 知 ， 例 10. 3.3 所 带 的 随机 游 动 构成 的 马 氏 链 是 
遍历 的 ， 即 对 任意 i=l, 2,3, 
limpi (g)= x; .():-1,2,3). 


А п, 可 根据 (10, 3. 13) 式 求 得 如 下; 由 
m = miQq-F RA, 
ла Tm p + з, 
жаз (ma Ta Py 
4270». 


及 条 性 


T | — 0 (g=1,2,3); 


пря: =Т. 
河 得 
р 


Rg =R]; 
4 


(2а 
ЈЕ 
xi p=q—= Гер, 


1 
Ti A 


这 天 示 在 极限 情况 ， 处 于 状态 或 2 或 3 入 是 等 可 能 的 ， 这 个 结 
果 很 直观 ， 因 为 此 时 分 子 在 任 一 状态 “向 前 ”或 “身后 "的 可 能 性 相 
等 (P=9= 喜 )， 因 而 当 这 分 于 游 动 相当 长 的 时 间 后 处 于 任 一 状态 


的 可 能 性 也 是 相同 的， 
4279 时 ， 可 得 


< 0 ву” (j=1,2,3), 


AERAR, а z p>g В, mhi ИЕ А; рсе НИН 
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上 面 的 结果 也 是 很 直观 的 , 5 p>9 时 ,表示 这 分 子 * 向 前 "的 
可 能 性 太 于 “高 房 ” 的 可 能 性 ,因而 当 这 分 子 游 动 相当 长 时 间 后 , 处 
于 下 一 个 状态 (例如 状态 3 的 可 能 性 比 处 于 前 一 个 状态 (例如 状 
$ 2 的 可 能 性 大 ， 当 pcg Rr, ДИНЫ АУА, 

上 面 我 们 叙 运 了 关于 轧 氏 链 的 遍 议 性 和 平稳 性 的 概念 ， 定 理 
10. 3.3 给 出 了 一 个 有 限 齐 次 马 氏 链 具 有 遍历 性 的 充分 条 件 ， 我 
们 还 要 指出 , ЧУТ СЕС ВЕСЕ) Е ЕН 10.3.3 的 条 件 ， 并 . 
НЕЕ p; 等 于 由 (10. 3. IDARE л, БЕ, 则 可 证 明 {5,} 
为 平稳 的 .这 结果 读者 不 蕉 从 上 面 的 叙述 过 程 中 得 到 ， 

ВНОК НЕ, (€T) GF TARARES 
БОТ, о т а, Вр, жары. 
(2,5 лаз РЕ: HERDERS п М ЄТ(1=1,2, =+, n),. 
£ <t. Cins А МЕ z. ж, 524-і х,у, ЙІ КАЛЕ 

Р-Я: Яна", б 221} 
= Р{ё,,<9/8,,1= 2), 
MRE) 为 马 氏 过 程 . 
对 于 马 拱 过程 的 讨论 , 有 兴趣 的 读者 可 参 志 [22]， 


510.4 平稳 随机 过 程 


一 、 平 稳 随 机 过 程 的 定义 及 例 
ЕХ 10.4.1 设 {5 (o): ER) Я, НЕК 
Ben ЕЗЕШ т, 60,62,7572, 随机 变数 Š... 6,577 66,80 n Я A 
数 与 上 ,rw бунт "7 * ба ВО n Sk ИТА (н), Ri 
Ғ, намен, Жі» Тау) 2,4) тан t ETE Tey бу ЖА), 
. (10. 4.1% 
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ПИКЕ AE ЕБ. J SIR, РН ЕЕ ЕВА 
维 分 布 函 数 沿 时 间 轧 作 平移 时 不 改变 . ТИК E) 为 强 平稳 过 程 . 
定义 10.4.2 ВЕЛ, (ФЕВ 满足 如 下 两 个 条 件 : 
G) ”对 任意 {EB BE) eos 
(iD K(t t =В(Ф,—1ь„)®. 
MFE) 为 REBAR. 5 
Kto t) ВИ) 9 Е КО, trr) = К (t, t), 
或 者 K (+z, 1) = ВОт), Ж тЄР,; | 
显然 , НЕ) 为 强 平稳 过 程 , B ЕЕ, <o, ИЕ АЖ 
稳 过 程 , 事实 上 , 对 任意 11,1, K +ЕВ,, 


K (t +z, at= Г Ziz dF, ++ 021, Ке) 


(10. 4,2) 


=Г. Б тілей, (zu т) 
= K(t,, ta). 
Ежен ниж зва, Жж, 24 {2,) 为 零 均值 的 


камын, ПЕ Я 必 为 弱 平 稳 过 程 ， 反 之 亦 然 ， 这 从 
(10.2. Пэн. 


在 许多 问题 中 ， 我 们 还 常见 到 所 谓 平稳 ( 强 或 弱 ) 增 县 过 程 ， 它 
ВЕ МНР: 


яние і олады PORR (6,5. 一 5 为 平稳 ( 强 


本 有 


Я 10.4.1 ВАЗЕ, 它 由 部 下 定义 
的 随机 过 程 描 述 ， 


£ = cos (At + 0) GER), 


ся Ко. REMF 0 — t; 时 ,我 们 拒 它 记 为 ВЧ t), ЭХЁ, КОРТ, 0 


‚ = Вт), 


а ачааг чач дыт ләр ыштар, 
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其 中 是 常数 ，8 为 一 个 其 有 有 限 二 赃 ЖЕРЕ. МУЖЕ 
Жана ИНК Е: 
ECE) = Е[еов (1+0) 
=E (05115088 — sin Дізіп0) 
= coaÀtËE (cos) —sin AE E (sin 0); 
K (t, š) = E[eos (Аё, 0) cos (At,+-9)7 


= Е| ов (At,—A4t,) + Lcos (At (клн) 


= со гь) 


+H eosa + 15) E(cos20) — sinACtit toy Е(зїп 26 )1. 


当 假 定 Ө 服从 (一 z, xz) EBE ESAE, Mk RHE) F 
稳 过 程 ， 因 为 此 时 吾 (cos20) = Е (sin20) =0, 因此 


K(i, £2) = eos A (а. 一 ' t2). 


Я 10.4.2 ЖЕ ТАНЕЙ, НЕЕ 
的 随机 过 程 描述 ， 
&.=ёсвов@л1-Е їз 2л t, QER). 
НН 5, 9 23 Pi P Bi pl e 5k, НЕН 
E (Š) = E (m) =0; 
D(š) =D (m) =1; 
EEn = 0. 
则 可 计算 得 
Е(6,)-- соз2л#Е(&у—зїй2лЕ (n) = 0, 
Ка,,8)- со? соз2 п tE (#2) sin2a {зїп 2л tsB Оу) 
- cos2æisin 2m tE (En) + sin Zat, cos2a tE (én) 
= созёл (1—2). 
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BETE) аа. 
=. РУУ 
下 面 如 无 特别 声明 ， 平 稳 过 程 均 指 弦 平 稳 过 程 而 言 .由 
(10. 4 2) 式 知 ,平稳 过 程 的 相关 靖 数 可 用 B(r) 表 示 , В, 
ВОВ, В). (40. 4.3) 
平稳 过 程 的 相关 函数 ВОН ВЕЖ: 
Е И 10.4.1 
1) В(0);>0; 
2) В(—т)=В(«); 
3) [В(тх)|<В(0); 
4) BNF R 连续 的 充分 必要 条 件 为 B(r) 于 r=0 点 连续 ; 
5) 五 (是非 负 定 的 ， 即 ， 对 任意 24 个 实数 а, а, … a, 及 


Fir Та» 7%) Та» 有 


Ma” 


— 


S Binur) пад. 


і, үзі 
Ж 1), ЕВГ (10. 4.35 ЕН, 
HES). HF 
OSE] Érté, |*= 2[B(0) + В(т)], 
因此 得 
B(0)—B(r) —0. 
т 
ІВ(г)| <<8с0). 


4) ЕНЕ. AA 
Вт +Ar)— Вст) |° 
= |E (би (ЕА ноба а) | 
= ЕТЕ, a (£ —£,. 9211 
ЕТЕ ЗЕ ы | 
=2B8 (0 [BO — bB(Ar)]—0 C4 Ағ->0). 


4225. 


— s a <. жест 


因此 , 充分 性 得 证 ， 必 要 性 是 显然 的 . 

5) 的 证 明 可 从 (10. 1. 外 直接 得 到 . В 

读者 可 以 证 明 , 性 质 10.4.1 中 之 1),2), 3) 可 直接 从 5) 得到. 

到 现在 为 小 :我们 考虑 的 随机 过 程 均 为 实 的 随机 过 程 ,在 理论 : 
研究 和 应 用 中 , 还 须 考 虑 复 的 戎 机 进程 . 

ERAR AEREE é 可 表 为 

£= X,+ JY, | | 
其 中 X,,Y, 均 为 实 的 随机 过 程 . 对 于 复 随 机 过 程 的 数学 期 望 和 和 
相关 函数 定义 如 下 : 
Е (5,)=Е(Х,)+ЈЕ(Ү,); 
K (tis ts) =E (é, ё), ERAR кала), 

Ж ЖЕЛ ТА: 

1) Ё|#,|#<со; 

2) К(Ф+т,їу=В(т), — W, BO EAT EAM). 
则 称 信 小 为 复 的 弱 平 稳 过 程 。 对 于 复 的 弱 平 稳 过 和 如， 有 状 似 于 性 
质 10. 4.1 的 性 质 ， 现 只 列 在 下 曾 ， 证 明 方 法 与 性 质 10. 4,1 证 明 . 
相生 ,这 里 从 上 略 . 

КЕЛЕ 10.4.2 

1) В(0)2-0; 

2) В(-«)- ВОЗ; 

3) IBC) |<B(0); | 

4) ВО) РР, ҚЖИ Ж 25 ВО) T т=0 点 
连续 ; 

5) В(т) ЖЕ. BIHER n Я iza 2, п 个 - 
实数 ата» Ta 有 


я 
>] В (т, —т;) z ,Z 20. 
і,4ті 
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在 通讯 . ен, ЭЙЕ ЖИЕП А Ян, ЯШ Ж 
个 以 上 的 随机 过 程 . 例如 在 适 讯 中 , 信号 在 传输 过 程 中 受 各 种 随机 
ЗА, 接收 训 收 到 的 是 信和 号 和 噪 坝 的 又 加 , 信号 和 噪声 一 般 
来 说 都 是 随机 过 程 。 对 两 个 随机 过 程 ， 我 们 定 六 一 个 描述 它们 之 
ERREN FE RA LEAR. 
ЖХ 10.4.3 {Е}, (m) 是 两 个 随机 过 程 ( 复 的 或 实 的 ), Ж 
E „Сб ta) = Я (бы) (#,, i SRI) 
ЖЕ) Бин. 
车 对 任意 t, TER» 
. K, (1 + r,t) =B; (T), 
ЯК {2} 5 {и} 平稳 相关 . | 
对 于 平稳 相关 的 两 个 随机 过 程 , 其 相关 函数 Р, (с) 有 如 下 两 
ЛЕЙ: | 
1) Ва) =B lr); 
2) |Be (r) | В, (0) B, (0). | 
性 质 10-4.3 RENAE ETF: 
Ё, =т +Š, 
FP он} (60) Раоа а СЕ ЕС), MEHLE 
平稳 过 程 , Н.К а 
В,С) =B, +B G) +B (т) THB), (10.4.4) 
ЖЕНЕ, 16 J E 《车 对 任意 t, ЁСЕ, EC E) =0, ЯК 
{nPE ER), (10.4. 4 ) 式 变 为 
Bir) =B,(z) + B.(r). (10. 4. Б) 
性 质 10. 4. 3 的 结果 可 直接 从 定义 出 发 立即 得 到 ， 

Е: MEAE Т- R, 的 情形 。 ЖЕ, t= ос), == 00,1,2, 0}, Т--10, 
31, 2, %%%, LEE ЖИРА, ЧЕН r" py ШИК "тро", “ЗЕ 
AER Жары + Жый 
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` ' wa aap R РА июн a бен „ырыр А a часа жыш. сошли тон о 


0.5 муны Балы 


这 一 节 我 们 引进 一 些 概念 与 结果 , 为 今后 研究 随机 过 程 之 四 ， 

建立 一 般 国教 微 积分 理论 ， 普 先 槛 定义 序列 收 禾 的 意义 、 建 
立 随 机 过 程 的 微 积分 理论 也 是 如 此 ， 和 但 随机 序列 有 多 种 不 同 的 收 
«Жу. ЕЖИК, LERA LRA, УЖ, ӘУЕ 
等 ， 本 节 着 重 讲 在 某 些 型 论 与 应 用 中 使 用 较 多 的 一 种 收 敏 一 в 
ЭЧЕ. 

一 、 随 机 序列 均 方 收 北 

ЕХ 10.5.1 {4ш s€N) 为 一 实 随 机 序列 (其 中 不 为 全 体 
ЕН ЖК, Е 为 一 随机 变数 ( 世 可 以 为 一 常数 ), ВЕСЕ)? 
<o, (Юн = 


а Ё|ЁЕ„—| = 0, (10.5. 1) 
ИСЕ.) Ор Е, ЖЕ É ЦЕ, ПЕ За 

1. i, пЁ, =é, 
或 简写 为 

1.1. mé, =š. 


БЕЗГЕ ТЕТЕ EE каст E № 
(£) Жовта ENRERE 


Р-ев, 


立即 得 到 所 要 证 的 结果 . О 
FE 10.5.1 (ЛИР 
lim 4|4,-4,3-0. (10. 5. 2} 


证 必要 性 是 明显 的 ,事实 上 , 因为 | 
6.15 6,5, 
с саа, ЕТ, 
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ОЕ Е, -En 28|&,—&| +28 |.| 
—0, (п, m— co), 
ЖЕЙ Е ПЕНЯ пу 25081023], [31]. | 
定理 10.5.2 (2,7, (nad, 1 为 三 个 实 随机 序列 ，z 为 随 
PER, РЕНН ПВГ. {cn} 是 一 常数 序列 ,4,5 是 两 个 常数 . © 
Е. i mėn т = 1. 1. mn é= l. i.më,,c=Himos ШІ 
(i) Li. me, =lime,=eoe; 
(2) 1.1. mz= z; 
(3) Li me,z= ез; 
(A) Li. та bn,) = аё+ bn; 
(5) limE (£n) = (5), BU 


Ei m£) =limE (6,93 
(6) бт (5а) = E (r) 3 Е 
lim Z(E) = (°); 
(7) Ж Е(Ет,) = F ($), MJ E (m) = ЕО. 
证 《1),(2),《(3) 由 均 方 收 钱 的 定义 立即 可 得 . 《4 人) 的 证 明 则 
由 下 面 的 不 等 式 得 到 : 
Ela, + фт. — (aš + өт | "=E |a (Ea — E) 567—0) | ? 
«29|, |+ 2E (п, 1°. 
_ (5) Ена. HHIH 
О [ЕЁ En) — BS) |*= [E CEE)? 
«<Е|4,-41->0 (а->) 
可 得 (5). 
ne 


现 证 (6)， 因 为 ， 
[ Е($ л) — E (ёт) | 
= JELC ne) EJ + ВЕ ЕСЕ) пт) 
«00 п) ЕСЕ) 1—6) тл) | 
«ГЕ [опа ев ЕЕ ЕЕ 
ТЕТЕ. Еп |01050, (а, m>), 
(7) 的 证 明 如 下 : 
由 (5), (6) 及 假设 可 得 ; 
1° Е) =Е() Е); 
2° ЕЕ) >EEN). 
由 1" 及 2° 得 BCED) = E(D. Ш 
一 、 随 机 过 程 的 约 方 连续 
如 无 特别 声明 ,以 下 都 假定 , 随机 过 程 是 实 的 ， 尖 指标 集 了 = 
ЕЛЕК. 9. 
定义 10.5.2 HEJA ВСЕ, Ж НЕЕ, 
1.1 тог, а= 5, С) lim E| és 6,150), 
ЧЕ ЕЛЕ: ЕДЕМ РУВД, 则 称 
(EJE P, КӨЗЕ. 
定理 10.5.3 {ЕДЕ VERDRA 
г K Got) EAG, DER. 
证 人 先 证 充分 性 ， 因 为 
El|t,a— E t= (ЫЫ a) EG. aE) 
ЕЕ в) ЕЕ) 
=A (th, Е +h) —K(t +ñ, і) —K(z, t +N) +K(, t) 
>0(#>0). 
ЖЫ, = 
ъ зар 5 


必要 柏 的 证 明 , 可 出 定理 10. 5. 2 之 (6) 得 到 ， 
， lim K (t ТА, Е ik) = lim ЕГУ) 
=ËBE(S O = KQ, t). i 
推论 {E ARAA КО, ОЛ Қ-н (1,2) 
ЖЕЛ ЖЕНЕ =t ЕШ. 
证 必要 性 是 显然 的 , 现 证 充分 性 . 由 定理 10,5. 3 知 (ZO g 
每 一 点 IER БЕН, ОСА, ЕВ, # 
` Li тё, a5 $e, 
1.1. má, = Ё,, 


再 由 定理 10.5.2 之 (6) 得 ` . 
Jim КС +h i, +B) = lim Е (8, saian) 
= Ё(ё,,&„) 
=K t9) М 
定理 10. 5. 3 说 明 随 机 过 程 的 均 方 连续 性 与 它 的 相关 函数 的 
连续 性 是 等 价 的 ,而 定理 10.5. 3 的 推论 则 指出 了 相关 清 数 关于 过 
续 性 的 一 个 有 趣事 实 ; НИ ЕНХЕЖЕМЯЕ 4 二 的 每 一 点 
КИЕ, ТН ЕТІН R х R, 上 连续 
三 、 随 机 过 程 的 均 方 积分 
02.) 09 —- BELE, а, bER, acb, Эа, 5. Е > 
如 下 : Е 
a= tydi inh, 


x 


А= max На 
баща - 3 


ВВ = 0, FELPE T O P 
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ЖУ 10.5.3 党 按照 上 述 记 号 ,和 式 
#-1 
>) š, (а-ы) 
ГЕ 


ЕЖУ РЕЖ НН, ME ЕБС Га, bJ БУВ Ч 
积分 { 或 简称 均 方 可 积 )， 其 极限 值 称 为 {} ТЕРА, Б] ЕШ 


АДАА Ал ли 


方 积分 ， 并 以 | аяты 


нае Ga o| Е | =0, 


А һ-1 ë 
52254 tnt) ={ an. 


由 定理 10. 4 2 (БУЗУП, ЗЕЕ} 4E[a, 的 上 均 方 可 积 ， 


则 有 
2| š, “|-Гжаоа, 


ЕП ЖА ЕЯ УРНЫ Е, 
定理 10.5.4 ВМВ, ЕГ, 5] КЕЗБЕ У 
ЖЫН аҚ К, ЕЕ Га, Б] x [5,5] 上 依 普通 音义 下 
ЕЯ 
证 ФУН С, Я 
аш < = 6. 
хх 
А- max (Gai), 
а Уеа А, (&= 0,1,--m—1). 


1 希 证 明 , 当 A, 和 ->0 时 ， 
x pho x 


| һ-? ра Ц 1 
Ж Di (0—20 Dat re Eesm Ё) -> 
ішй даб р 


Эу 
-i IT 一 了 2 
E 215. Са-із- У 77 Сна ia) 
+=0 #= 0 z 


#-i t-i 
= z| Petai DE uuta] 


+2]: Ут, аа) Уеа 


Бай 


–2в |55; у (а — б-а G a lO 


„—— 


4- inel 


= Рав Ust Umit 
ісііе 
. т—1й— 
+> > CET ETO (у ій {hrst Ee) 
#=й=0 


н-ітш-і 


ар ÉT а tD Ciri ТР 


ізі 


HERTEL, ч K Goto 于 4,67 Га, 5] 8 АН, ERAR 
YA А->0 4-10, БІНЕ 10.5.1 及 定义 10.5,3 EHE 
方 可 积 . | 

推论 AE) Го, bH ES, Ш TE, 
证 由 假设 及 定理 10, 5. 3 TEENI На K (t., 1.) fE 
[а,Ь] х Га, ё] LEH, ie K (t t) Га, b] x Га, Б н, в 
. 狂 定 理 10.5, 4 则 得 证 . Е 
对 于 均 方 连续 十 区 间 [a, 的 的 随机 过 程 , 其 均 方 积分 有 如 下 性 
ж антын СР ИЕР Еж ШЕН Бі Ж 
.2%3- 


A залалын тифа ПНА бьет к шет >т т-ға тете. mt шығыны аашкы тез... = си - е mm 2-20-05 


似 , 读 考 可 自行 补 是 起 证 时 ): | 
“ң10.51 设 随 机 过 程 (8:} 与 {5} 党 二 Le, Е, ШЫЙ 
(1) 域 立 不 等 式 : 
ЕТІ | Smaa 


其 中 


M=- тахЁ|5,]%. 
(2) Жа<ь<е, 有 
[eas =f tde +f étes 


(3) ЯШ. <,8,Ж 
|, (wË, + йт) Ф = |" Е. di В| ма. 


TERIERA ЕВР ERER, 
Е} Ta 5) 1,9027 555, Ф 


y o f gds. 


Жк AE ЖЕН» СЕБЕИ). BEREM 10. 5. 4 的 推 
ie gám AMEE C[a, b] 总 是 在 在 的 ， 我 们 可 以 还 明 下 面 的 定理 
ЖГ, 
定理 10. 5,5 ЖЕГЕН ТЕ, Р Га, Куу ЖЕЕ, ӘЖЕ 
积分 1: 所 构成 的 随机 过 程 i9,} Ea, Б) ЕНЕ, 
证 ”由 性 质 10. 5. 1 得 ， 
Elna — Е ШЕШЕСІ 


ГЕИ 74 


=Е || 5:45 i 


«тах! 2,2004 3—0). Ë 
ü x ЕВ 


= 284» 


Tu. Мәлике 
ЖУ 10.5.4 (607 лылы, BREAL iE 


9 ER, 
іт (еа а) Ë, 


5, F e де, На 2, ЖЕ} ТЕ! ДА. Ж 
ЕЕ В, {Е}, MEEME R. EE) ГЕК. 
定理 10.5. в ИНН (Е 在 R, ҚЫМ ЕЖ 


ЧЕ карие EO WDO y F 


21,942 
Я ВНЕ, РЕВ, ХА, 上 存在 . 
证 先 证 充分 性 因为 


上 =#, 1 
ү F 


сасыр к жасыр 
— 5 (Pea h. В, 


Кб ү, Dark ВН 


21.21, 
= а 


= К+, в) — - КО, Ф+А) 


--К(1--Һ,40--К(4,401 


Ф Ж 元 国 数 Ия, НЕЕ: ` 

f: аа) f(m hh,z ) —7(Ə(#u zs h' > Аты з), 
ыы қы 

МЕ сад 0 й (а, РЫ” ИЕ, HERRA Наг, z.) Е (ao дъ) 的 

п. ВЯ. 
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о er me . 


К, , 
аа (0 0 


ваа вва) 


К (4-0) 


ау 
ока, ғ) (h! —>0). 


JEDE 
因此 可 得 


бөзті Erith — Š, ` "ы 
Е 和 ы; | OCh, h'->0). 


根据 定理 10. 5. 1 ИГН) T (ей, *Tf&. 
必要 性 证 明 如 下; 
ВЕЕР CR, [КТР 5%» Wih Е ЯН 10. 5.2 中 之 (6) 有 


lim в Sta — 5, ее; E ). 


ГЕТ h 
ІН ЖЯ ES BEBE ш, ЕНЕ Т 
lim LK G ФА, А+) KG, KC -hh t) KC, t] 


因此 可 得 


Jim. ағ [К ЕЕ РА) КЕ) 


РКА, ИК, 12] =Е(&&). 


BD K t, t) FG. рев, ха, р pp КО 0. р? ж. 
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推论 者 2 бы {+ ЖЖ НЕ, DER х R, 看 在 , 则 对 任 - 


ж, JER xk aN 
ако) _ 


ЕТЕГІ ЕСЕ, Е.) 
1 2 
证 АКР 10.5.6 95, (£) (SR, Қ, Шар 
41, t; ER, 有 
Li. mént 28. L 
һо | 
L i, mann. Én. -Era 
再 由 定理 10. 5.2 中 之 (6) 可 得 


ОРТ Ёна Ён была Ё, 
калы рур аен) 


FKG, ta) ИГ 


21,9%, 
均 方 导数 有 很 多 类 亿 普通 半数 的 导数 的 性 质 , 例如， 


性 质 10.5.2 
(1) EMRE &( 可 以 是 常数 ) 的 均 方 量 数 为 作 
| (2) (& Ey = ЕВЕ ЯҢ, ЖРТ БОЯ 927 Sak pr: 
к, ІРО ТІН В ВБ TAER BO. 
(3) ЖИЕ 50Р ER, я, о, В ЖЖ, RZ (a£, + 
Вт) ев, Ву, Н. | 
(af, + б) = а, + бүү,. 
Ж 10.57 ЖЕ) РВ, БІХНЕШ із, GER 有 


а» кс. ЕЕ); 


ВСЕ) = ға бы; 


. 267 ~ 


iou оне sar — sr  — ==" ' ИТ" 


FEG etd 9 
(3) aran T 91194; Э всё, Е.) ЕЙ, БА 


证 
(1) 由 定理 10, 5.2 之 (5) 得 
м булат бі шей: 1 __ 
EG =н (Sut еа E)E] 


| = [Е (š,.) Т, 
Вр 
а _ , 
gi Eo =ЕЁ(Е,). 
(2) 因为 
анё бы Еа Ё, Бена Бар , | 
:由 定理 10.5.2 HOR `. 
В ёз —éÉ,, = , | 
Бари Én g, =E bn) | 
ИЯ а | 
Іші? ыкаһ- -h, 13) — КЫ, 
-至 而 得 
BG 4). 


03) веат, Wika ена, в 

定理 10. 5. 7 说 明 , 4 (EJE R, BIITTI, ВСН 
与 求 微 商 可 交换 次 序 . 

定理 10. 5.8 设 随机 过 程 E Го, БЛ В, 则 它 
:的 不 定 积分 


т: = | bds, tEla, b] 
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[8,5] ERHI M, H 
т: = Š, 
证 dí K PER 10.5. 1 可 得 
л езе! | 一 | и” * 
И kaa -“, | = £ Із! 6,8-4, | 


= махй |&,— £, :>0 (А—>0). 
ішесіз À 


由 此 得 到 {9.} 于 Ea; 刀 均 方 可 微 , 是 对 任意 Ela 51 
m =ë. № 
推论 ШЕ, Fla, В] Бу sf $g, НЕ же, ШАН 
і<Га,81,Ж 


5-1 Eds, 
Rea t =b Eh 有 
а-ы Раа 


证 GERE, ШЕЯ 10.5.8 tE 10.5. 141 ЖЕ 10.5.2 
ип. H 
五 、 随 机 微分 方程 
利用 分 析 数 学 有 求 猫 述 基 些 自如 现象 对 ， 通 常 要 建立 一 个 微分 
方程 ， 并 给 定 初 始 条 件 或 边 轻 条 件 ， 例 妨 描 述 一 个 线性 系统 和 输入. 
与 输出 关系 可 有 如 下 微分 方程 及 初始 条 件 ; 
| ри сега таф = 20), 
#0) = 
Шен ны 
ЖЕЖ ВС э (1) ФЕ ВЕУ В САП ЖО) ОКЕАН 
Вал ыҚ 122 АРЫ БІРІ). ЛЕНУ y (t) 不 可 能 是 
. 233 + 


一 决定 性 函数 而 为 - ВЕЕР, зеза азу ТЕВЕ 
的 -个 重要 分 支 一 一 随机 微分 方程 ， 
考虑 一 个 微分 方程 
aE Fn pa. а На =, (10.5. 3) 
а= 0,1, а) ЖЕНЕ, Eh (m ЖЕБЕНИ ЖЕ, 则 称 
上 述 微分 方程 为 随机 微分 方程 ， 自 然 ,上述 之 an {Е} {т} 可 以 
有 一 个 或 一 个 以 上 是 普通 的 常数 或 函数 ， 假 若 全 部 都 是 普通 的 党 
数 或 函数 , 则 (10. 5. 3) 式 就 是 亢 知 的 微分 方程 
陛 术 微分 方程 可 以 用 来 措 述 一 个 系统 的 输入 与 输出 关系 ， 者 
ЕЕ -TAAS СЕВ, АНИ АЖ 
ЖАН. Бе; АНТИ, SERENE y ЗЕН 
10.5. З) ӨТІН БЫТ ЕМЕСЕ, ME 
道 机 微分 方 种 不 论 在 理论 方面 还 是 在 应 用 方面 都 得 到 了 迅速 的 发 
展 ， 读 者 如 需 较 系 统 的 学 习 ， 可 参看 比较 基本 的 教科 ， 如 i723]， 
[33]。 我 们 在 下 面 只 介绍 一 个 简单 例子 ,建立 一 些 报 念 
在 (10.5. Dh, ЖТ En 1,qo 及 a, 皆 为 常数 的 情形 ， 
即 考虑 一 阶 常 系 数 随机 微分 方程 
nél ас,  tELO o), | (10.5. 4) 
Ж E ШИЙ ЖЇР 
| ` &ф=0-(ф Ж 1). 
ЕРИП ИЕ (E) 5 00) 2] Е И (wm EE 
… 纪 数学 期 望 与 相关 函数 ) PEE CTR EREHE. 
]》 芽 小 与 {p91} 的 数学 期 望 的 甘 系 ， | 
Ж (10.5. ОЖ, 并 根据 定理 10. 5.7 之 (1) 得 
EMD = nE E) в) 
= Е (É) aE (Е). (10. 5. 5) 
- 290 ， | 


Ен, 初始 条 件 为 
Е(&)=0 


(10.5. 5) 式 是 普通 的 一 阶 常 微分 方程 , НЕ, НІЛ (Е, У 
与 上 (nm.) 的 关系 。 换 句 话 说 ， 我 们 若 能 知道 输入 {,} 的 数学 期 望 ， 
出 可 通过 解 ,010. 5. 5) АНА 19) 的 数学 期 望 ， 反之， 已 部 
EG), SR ECD, 

2) «аң ИН АЖЖ, 

15 fis 20, oe), ІҢ (10.5. 49; 

f в a, = n, 
Wir а ?:, 得 
ати, Haoa = то 
” 鞋 式 两 边 求 数学 期 望 得 
ai Өр, ай (т...) = В (уу, т). 

НЕ 10.5.7 之 (2), 上 式 为 


st ак, (0,8) = KC, ta). (10.5. 86} 
- 


此 时 的 初始 条 件 为 
КӨКТҮ 0) To- 0, 


胃 同 样 方法 , 若 对 (10. 5 ,分 式 令 # 一 六， 且 两 端 乘 以 6 也 可 
{ФИ ЖШ 292% 
a Eha) К, (41, la) = ЕЁ: 1+ #2) (10, 5. 7). 


初始 条 着 为 


K,(0,t,) 0， . 
我 们 联 立 方程 (10. 5. 6) № (10.5.7), ИМЕ БС 
HKA ZARRA. 
例 10.5.1 考虑 随机 微分 方程 
тат #510, оо), (10.5. 8y 


- 22] + 


= macammana — rS r -— a a — . 


Жер аг>0, (ҺО ЖИ ЕР ЖАНН, Н. 
Eino) =A Btr) =e], (10.5. 9) 
Җир д>0. | 
ЕШ (10.5. 5), (10.5. 8) 两 式 及 上 式 可 得 
g (É) HOE CE) =A, 
Е(2.) =0. 
解 上 述 微 分 方程 得 


BE 一 二 (1 一 e-0， 


ЕО BE) 的 关系 如 图 
10.5.1 


ІҢ (10.5. 6) № (10.5. ЗА [Н 10.5.1 
2K, (fi. te), «К (Е деле ӘН 1-4 | 
26, ВЕ РТУ 


КҮТҮҮСҮ (10. 5. 8) ҒА 
K. (t u, 0) ==0. 
ІНЕ АН 


Кв, рсе Fati erite e7212], 
H LRRAGO 5. 7› 2413 
PK Uab ак {ty t) рае [eet], 
ЧЕ ЖОЙ ФЕ К, әс» 由 此 和 解 得 
K,G t) = a гэр (A е0) (e Maen 


HF Sth КЕ. 
3) 随机 微分 方程 的 解 . 
ТН 只 АН 给 出 一 个 例 т. 


= 292. 


例 10.5.2 设 随机 柚 分 方程 为 
£; =n, t€[a,b], (10.5. 10 
MARA 
= бе, 
Ж (Се, ЖЕР ГВ, 2 С НЕОН рова ар Sr. 
HE 10.5. 8 ДЕГЕ," 46Га,51,Ж 


fo ba | nds, 


Har Е 
Ё. ті š, ЕЛІ 
{Е} ЧЕ ЗЕДЕН Я 


EG) -EC | Еб). 


Эп # 5, ARMIES М (0,1), Н (т.5290 10.5.1 ЕН ЕЗ. 
程 , 则 有 


EGJ =| ads=40 —а). 


810.6 弱 平 稳 随 机 过 程 的 功率 谱 密度 


在 无 钱 电 技 术 和 其 它 底 用 问题 苷 ,特别 是 在 通讯 技术 中 , 经 常 
ЖЕРІН ОЖ ВЕ, DERRE Rm, З АЕ 
Ag AA EARRA AIORA TAE ERDE, F 
ж. Hi + PH ШИШ. ATIRI TA AREA 
БЕЗЕР, ЖОГ Ж ЭК (ДАВУ A ЕЖА, ГЕНЫ ЕТ 
率 谱 概念 . 

定义 10.6.1 (80-8, BO ЛАКА. 
ің Вот ЕР 

* 223 + 


к=з тесе . желет. нашла: оно к атолл. 


| е-'°*В(т)йт® 
存在 时 , RIEA TE EREE E, За S (о), НП 


S(o)=| езе (еуіг. (10. 8.1) 


S (о) уж Ж, ЖЫП ЕНЕНЕ ША We. 
例 10.6.1 1209110. 1.7 ЭТЕ S BBB SLE, ВОН 
Жа 7) | 
Blr) sen, 
根据 (10. 6, DAT RHE НЕХ 
во | онаа s 


ЧЕ B 312 ВС ЛЕЕ Ар 10. 6. 1 22 (а) Ж.(5), 


Bir) 


© 
al 


| 10.8.1 
性 质 10.6.1 Ж So) 有 如 下 性 质 : 
1) (0) o ИЖ; 
2) {EAA БОЯ ЖАЫ, 5 (о) з О я, В. 
8 (оо) -2|7в (=) eosardr; 


D жн ДҮШ ЕЕН [Н] rPI ЙІН ЛЕНІ ЖЕЗ. ЕНЕ 5 
ВЕ, ЖЕРЕ ИД РЕ E. 
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一 一 一 


3) НЕОН оһ) 1001525, ШІН #,= + Š, 构成 的 随 
Жек ЕЕЕ 
EAM =, (о) 8. (2), 
其 中 5, (©), б, (о) 579 (0) БС, ВАН Be, Pel ЕТЕ. 
证 D EA BG)=B(—r), ik 


ETOJ = { ва) еі | все’ | 


= | Bl ef ат во) 


2) НІНІ) ШЫНЫН ЖА, 可 得 
5—0) == (0). 
ЗН DE ВМО 


© (о) = Га {r)e f°"dr = Г в (т) созотат 
=2| в (т}совот@т, 
3) RER (10.4.5) А, ЕЕЕ, В 
若 S《o) 满 足 一 定 的 条 件 ( 如 | 18 (о) 1do<co) 时 , 则 有 


В(т) өв. 8 (2) e!“ "ао, (10. 6. 2) 
上 式 当 +=0 hh, E 


питта, Е зне, пера 8(о)йо, 


类 似 地 ， 可 以 兰 珊 个 平稳 相 其 的 能 平稳 过 程 (6, Б {п} 3 
互 庶 密度 如 下 : 


Finl) Г B,, {rje "dr 


* 295 + 


Со ЭВ Bl EED. 
药 | Selo) [во сос, H 
B,,,(r) = эк]. бое? do. 


下 面 我 们 导出 -. 些 结果 , 涪 明 So) pa ge Se 
定义 10.6.2 е) љан, 6 
总 (四 = 二 | Бегей 1% (с>>9, 


Є | 
ЖАШ | 
кее! вна 
存在 , КЕ {Е} Бе ТЕЕ Ве, 并 以 S (о) ЖЕК, BB 


Бо) Ба Е || енші (10.6. 3》 
定理 10.6.1 ИРЕН (2) 均 方 连续 且 ЕН 
ГГ, Hi: 
| _1В)1ат<ео, 


Ж 
8 (o) = & (о), 
ЗЕ НЕН (10. 6. DATTA S (о) 220, 
ЫР НЕМ 10.5. 4 的 推论 可 得 


BEBE g f 和 | | 


=] |. 


Её, £ Je бю, 


D ый |" сені ола Р 10.5.3, ILAS M mtb 
质 . 
. 296: 


=] | BO teeda dedi 


2 ë" —@ 
对- (Фев (ета 

ат 1 22 B ры 
-| Беде dr -过 | | [т] Ве йт. 


.其 中 ,二 重逢 ЖОРУК JH га ЖЕЙ: ват, E, == ts, 
3FHEUEHH КАНН ОНЫ ЖЕҢГЕ, 9 e— eo [hrs 9, 
则 定理 10.6.1 DE, ГИМН: 
由 假设 ，| BO) ldr<<eo, 故 任 给 e>0, 存 在 Yo>0, 使 得 当 
„e> М | 
А Blas | B) ае 2; 
-łe М 
Г воа | "(все 


特区 间 [ —2е,2е)5} сін: ~ 
Ау=[—2с, —2No); 
As=[—2No, 2N0); 
As= [2N 2e}. - 
:对 于 区 间 Au 有 


ІЗІМ [т|В(туё-9*' а «26 В (т) |4= 
<| ` Bær 


< (10. 6. 4» 
кіл, 对 区 间 А, 有 | 
РИ |т|В(тӘе-іеде | ce (10. 6. 5} 
Belas! BE 16:5 
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ЖЕК As, 有 


Г ху 


жін еі No, 由 假设 ,存在 N, о> М, БАРА» Hape 
K (10.8. 4), (10. 6. БУХ, 即 得 所 要 的 结果 .入 


2%, { B ¿ 
=< ам G) [4т- 


510,7 遍历 性 定理 

在 实际 工作 中 ， 确 定 随 机 过 程 鸭 特征 是 很 重要 移 ， 例 如 飞机 . 
在 高 空 飞行 受 渝 访 影响 产生 机 闹 振 动 ， 要 确定 其 振动 范围 ， 以 类 
定制 造 飞机 时 选取 什么 材料 ， 这 就 要 考虑 机 票 在 时 间 变 化 过 程 中 
振动 振幅 大 小 ( 它 是 一 随机 过 程 ) 的 方 益 ， 叉 如 电路 中 电子 的 不 规 
则 运动 一 一 热 骆 动 引起 的 电位 的 脉动 (通常 称 为 热 噪声 ,- 它 也 是 蝴 
机 过 程 ), 需要 考虑 其 脉动 范围 , 噪声 功率 等 , ЕЖЕН ОУ, H 
关 函 数 等 、 然 而 ， 要 求 出 上 述 这 些 特征 ， 需 要 知道 随机 过 程 的 … 
维 , 二 维 分 布 函 数 ,而 这 些 分 布 隙 数 一 般 在 实际 问题 中 是 没有 给 定 
的 ， 为 了 在 实际 工作 中 获得 这 些 特 征 ， 用 类 似 处 理 随机 变数 灶 的 
办 法 , 即 统计 方 共 : 通过 大 量 的 观察 或 试验 ， 相 所 效 得 的 数据 求 出 
它们 的 估计 信 , 以 地 震 勘探 为 例 , 为 了 求 得 地 和 需 波 振幅 415 在 如 时 
的 数学 期 望 EE), RIERA RPE FH п ы, В а Ла 
Ж, 如 图 10. 1. 1、 把 每 一 记录 (一 个 现实 ) 在 b PF05948 103 КЖ. 


得 到 名 个 数 zz2，… zw, 把 这 各 个 数 求 下 均 得 二 了 7zi, 将 它 作为 


ЕС) 的 估计 值 ， 诚 然 ， 试 验 次 数 越 多 ， 这 个 18 计 值 就 越 接近 . 
Е (Е, .但 从 生产 土 看 , 则 希望 试验 次 数 越 少 越 好 ,以 节省 时 间 , E 
低 生 产 费 用 , 竺 等, 特别 是 对 于 破坏 性 试验 ， 更 昨 如 此 ， 能 否 根 据 
一 次 试验 所 获得 的 一 个 秽 实 来 确定 随机 过 程 特征 昵 + 这 一 节 将 考 
虑 这 个 问题 . 
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引 理 10.4.1 {АЕ Сама, На 
Е(Е,) 为 常数 т, | 
1 c 
Е “| bd 


的 数学 期 望 和 方差 分 别 为 : 
#E(2) = E(š,) =m, 
ое | в.) dt, dts, (10.7. 1) 
Жр Ва ,—у=В(#,—4,у—т?, B(z) {Е ARAN. 
证 B | 
_1 ° 1 (% 
Е-е (| Emoh BE dt m 
i _ 1 Te с 
ЕСЕ) ае (| а ses) 
әз | Ва), 


2 ТУИ 
=Í ар B(tı— tdt, dts— че Ей | 


І 


П 


е 
А Г. „сва, 62 ВСЕ уғата 
1 


еш е 
===! Í R(Gt— t)dtidt,. Ë 


(10.7. 了 D 成 可 以 进一步 化 简 , 为 此 令 6 го = r, Pü f 


mea |, виагра, 
ве 
=]. (2c —-|т|)Ё(т)4т 


A КЕ | “Жүн (r) — мат. (10.7. 2) 


. HI. 


2. "— r s r Y сыш «әлі ш ею сои. 22.2... . 


定理 10.7.1 设 传 } 满 足 引 理 10.7.1 的 条 件 , 则 С. 
һеш 和 4 一 也 (80) 的 充分 必要 条 件 为 


на” (1 уво ~ —т?]йт 0. 


2526. 
证 ІН (10.7. 2) АРНЕМ рга Ей, 事实 上 ， 
这 是 因为 


1114 z 
Fly | Et B80) | =o? 
МІ” (1-5 )гвсо) mer 

之 故 . | | 

满足 定理 10.7.1 条 件 的 随机 过 程 , 称 为 对 数学 期 望 具有 遍历 
性 ,或 说 是 埃 尔 哥 德 的 . 

#110.7.1 例 10.4.2 ВЯ (6) 对 数学 期 望 是 遍历 
的 ,事实 上 , 因为 其 相关 函数 B(r) = сов2л 满足 定理 10.7. 1 的 条 


На ЖЕ —17Гүсов2ттёт 


нас|. 


1 
=Нтүсү ë “а соз4ле) |=® 


с--” 
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第 十 一 章 ”概率 统计 在 计算 方法 
中 的 一 些 应 用 


51.1 ЖЕР УА Ула 


一 、 什 么 叫 蒙特 卡 加 方法 

.蒙特 卡 罗 方 法 义 称 统计 试验 方法 ， 它 是 一 种 采用 统计 抽样 理 
论 近 位 地 求解 教学 问题 或 物理 问题 的 方法 ， 它 既 可 用 来 研究 概率 
和 问题， 也 可 用 来 求解 非 概率 问题 ， 本 章 的 目的 只 限于 介绍 一 下 蒙 
特 卡 罗 方 法 的 基本 思想 和 原理 ， 而 不 淮 备 他 述 这 种 方法 的 金 部 内 
次 和 细节 ， 为 使 读 者 较 容 易 了 解 为 什么 可 以 利用 概率 统计 的 理论 
和 方法 来 解决 某 些 数学 分 析 疝 题 ， 从 而 抓 住 蒙 特 卡 罗 方 法 的 思想 
实质 ， 我 们 着 重 从 求解 非 概 这 问题 中 选取 一 些 较 简单 而 又 有 启发 
性 的 例子 加 以 说 明 ， | 

利用 蒙特 卡 罗 方 法 去 解决 数学 分 析 问 题 时 ， 基 本 的 想 落 是 首 
先 建立 与 描述 该 问题 有 相似 性 的 概率 模型 ， 利 用 这 种 相似 性 把 这 
概率 模型 的 某 些 特征 (如 随机 事件 的 概率 或 随机 变量 前 平均 值 等 ) 
与 数学 分 析 问 题 的 解答 (如 积分 值 ,微分 方程 的 解 等 ) 联 系 起 来 , 然 
后 对 模型 进行 陵 机 模拟 或 统计 抽样 。 再 利用 所 得 结果 求 出 这 些 特 
征 的 统计 估计 值 作 为 不 来 的 分 析 问 题 的 近似 解 (如 果 需 要 的 话 还 
要 对 解 的 精度 作出 估计 )， 下 面 我 们 将 要 看 到 , 蒙特 卡 罗 方 法 的 理 
论 基 础 是 概率 论 中 很 一 般 的 定理 一 -天数 定律 ， 因 此 这 方法 的 应 
ЛАМ НИЛА. НЕ 
又 决定 它 和 任何 -种 统计 试 监 一 样 , вони, 则 


*. 30] 


必须 兹 费 大 量 的 劳动 和 时 间 , 这 就 使 它 在 实用 上 受到 一 定 的 限制 。 
幸好 电子 数字 计算 机 的 普遍 应 用 ,大 大 地 减少 了 这 种 限制 ,因此 从 
本 世纪 五 十 年 代 以 来 , 芝 特 卡 罗 方 革 得 测 广 泛 的 发 展 和 应 用 .特别 
ВЕРЕ ЛЯ, 在 生产 斗争 和 科学 实验 过 程 中 ,出 现 了 许 
多 复杂 难 解 的 问题 . 例如 楼 物理 中 描述 质点 运动 移 迁 移 返 动 方 得 ; 

大 型 系统 的 可 党 性 分 析 ; 地 震波 的 模拟 试验 ; 高 维 数学 门 题 求解 ; 
多 元 统计 分 析 ; 医学 ,技术 中 的 论断、 识别 ; 大 型 生产 过 程 中 的 运 
筹 规划 等 等 , 用 传统 的 物理 试验 或 数学 方法 进行 处 理 十 分 困难 , 这 
МИНЕ КЕНЕНІ ЛЕНД ЕЖ ЕНЕ ОАЫ, 

. 把 随机 模 报 方 靶 用 于 近似 数值 计算 领域 已 有 近 百 年 的 历史 ， 
星期 采用 这 方法 的 一 个 著名 人 情 子 是 所 谓 薄 直 问题 (多 岗 1. 2. 9): Ip 
中 上 有 人 作 过 一 次 试验 ,方法 是 取 24 一 45mm，271 一 36mm， 投 对 
5000 %, 有 2532 次 针 与 平行 线 相 交 . JE 
2532 
5000 
-21,, 36х2 

Gp 45х0.5064 


2- = 0.5064, 


= 3.160 


2592 0.55%. 
我 们 再 来 闫 一 下 利用 党 特 卡 罗 方法 计算 积分 的 简单 例子. 考 
虚 积 分 


т=| Fads. 


假设 当 гео, 11 & OSS (z) <1, 这 时 积分 了 等 于 由 曲线 9 一 кә, 
Ог їй» Оу PILAR z — 1 ВАКВО G ОСА, 11.1.1), 为 求 
БН, ТВЕН {ЕЛЕ OSS, Осуа) м 
ЛУ лї» WF АНУ РА ТАЁ ЕЖ Tr har Н.О ECO, 1] 5090 
ОО ЛАБАН =] ВЕ). №2, ZIARE RR у= a 以 下 


рО С ARRE p 显 然 等 于 这 区 域 的 面积 以 (£, m) 表示 正 
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ИРАНЕ АК. АЖ. ВАА РАР ЕНІН 09 Жі АН r. 
ЗЕ Живя ВОНИ, КЕ, т) ht- POHE Cn y) (4-51, 
2, ҺЕ 5 f 6 D ВАА 

А РЕ (11. 1.1} 
如 时 (11. LORRY WARE 22555; G АЕ 
中 的 点 全 9 10) 1, Z ЛЗ ТЕГ G SFU #nB41 1. 1. 1 ВУ Е (Š, 12) 1, 
设 满 是 不等式 (11. 1 Пат, MARREN n ШК 


时 频率 и ДАЕ АЛЕ G 的 概率 p, БЕНИ ДЕРТ R BLA 
的 近似 值 | 


了 11.1.1 


二 、 随 机 数 的 产生 及 俯 随 机 数 
在 上 而 的 积分 计算 中 ,要 求 获得 在 (9, О 上 均匀 分 布 的 独立 随 
机 变数 与 9 的 一 系列 取样 值 ( 即 随 机 变量 的 现实 ), 一 般 地 说 , М 
MRR RP ИМЕН ЕЗІН, ТАҒЫНАН ЖАЗДЫ 
机 变数 或 随机 过 程 的 现实 ,为 此 就 需要 所 谓 随 机 数 , 通常 实现 … 次 
:和 荫 机 谈 数 或 随机 过 程 模拟 所 需 的 随机 数 的 数 晤 往往 是 很 大 的 ， 简 
单 的 问题 区 几 千 个 ， 旭 杂 的 问题 则 可 能 要 儿 十 万 个 或 更 多 . 所 以 ， 
用 蒙特 上 证 罗 方 法 计算 问题 时 ， 绝 大 部 分 的 计算 工作 都 是 有 关 随 机 
: 数 的 运算 . 因此 , 可 以 这 样 诈 ， 能 否 有 简便 ,经 济 , 可 靠 的 方法 产生 
303. 
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POLKEE A Bih AR ЗЕ РИО ЗЕ 

最 党 用 的 随机 数 是 在 区 问 (0， 汪 内 均匀 分 布 的 随机 元 (显然 ， 
这 些 随机 数 可 看 作 是 在 区 间 (0, 1) KAA fi is BB дс е W) Ba 
实 ) 而且 后 面 我 们 将 要 指出 生意 其 它 分 布 律 的 随机 数 训 以 利用 均 
匀 分 布 的 随机 数 米 产生 ， 因 此 我 们 着 重 讨论 这 种 随机 数 ， 下 面 概 
酷 地 介绍 产生 承 机 数 的 儿 种 常用 方法 , 

ЖЕЛЕДЕ Л 有 -一 些 已 制备 好 的 随机 数 表 可 供 
我 们 计算 时 选用 , 例如 , 本 书 的 附 表 7 就 是 … 种 在 0 到 99999 的 区 
间 内 均匀 分 布 的 随机 数 表 ， 这 些 表 除了 可 供 手 算 使 用 外 ， 原 则 工 
也 可 在 电子 计算 机 上 使 用 (把 随机 数 表 输 入 计算 机 储存 起 来 备 
Ж), 但 是 由 于 计算 时 常常 需要 大 量 的 随机 数 而 电子 计算 机 的 在 条 
容 昌 又 有 限 , 故 实用 中 一般 是 采用 其 它 方法 来 获得 随机 数 ， 

(2》 用 随机 数 发 生 器 产生 随机 数 : MER 0 和 1 两 个 值 前 随 
ВОВК (60) (21,2, --.), ЖЕ ЮЖ РСЕ 1) = Р(Ё,= 0) = 


1, фп, ЗН Вс DRENE, ДИЗ 6,1, 


出 现 正面 则 令 £ = 0, ух ДЕЕ HRR О ЛЕЗ ЖИІ 
这 种 发 生 器 可 以 相等 的 概率 得 到 0 和 1 ， 扩 而 就 得 到 一 -随机 变数 
ESEJ. НЧА (е, д з А КИО ВЕ: 

дер бе, ЕР... (11.1.2) 


ГАИ, 2 是 在 区 间 (0, 1 内 坞 包 分 布 的 随机 数 ， 但 是 在 实际 计 
筑 中 数字 位 数 不 可 能 号 无 限 的 ， 我 们 不 得 不 限制 2 的 位 数 ， 例 如 
一 人 台 以 5 位 二 进 制 符 号 来 宕 示 数 的 计算 机 就 只 能 写 下 大 位 一 进 体 
Zo AKESA 2: 个 不 同 的 这 种 数 ， 因 此 ,我们 实际 上 只 能 用 有 有 
限 多 个 位 数 是 有 限 的 离散 随机 数 《其 中 每 一 个 数 内 现 的 概 兴 都 柑 
等 ,这 样 得 到 的 分 布 有 时 间 禾 准 均 匀 分 布 ) 来 代 赫 无 限 多 个 均匀 分 
布 的 连续 随机 数 ， 由 下 目前 已 有 有 的 电子 数字 计算 机 共 - 进 制 位 数 
. 304. 


БЕЗ ЖИЕГІНЕ ӨЛІГЕ ІК BD Bs ЕЕ 
对 计算 的 精度 影响 并 不 显著 . 

实际 忠 常 用 来 产生 陋 栅 数 的 物理 装置 有 放射 粒子 计数 器 、 电 
тент RERE, 

(8) 用 专门 的 运算 程序 在 电子 计算 机 算 则 的 伪 随 机 数 : 这 是 
指 按照 一 定 的 计算 方法 用 计算 机 产生 的 数 ， 它 们 兵 有 交 侦 于 区 名 
分 布 随机 变数 的 独立 取样 值 的 性 质 ， 因 为 这 些 数 是 按照 决定 性 的 
算法 计算 出 的 ， 所 以 它们 不 是 真正 的 随机 数 ， 所 得 数列 经 过 -一定 
时 闻 会 出 更 周期 性 的 重复 ， 但 是 ,如果 计算 方法 选 得 丛 当 , 它们 就 
近似 地 是 棚 互 独 立 和 均匀 分 布 的 ， 能 够 经 得 起 数 亚 统计 中 的 独立 
性 检验 和 均匀 分 布 检验 ， 由 于 以 上 上 原因， 人 们 把 这 种 数 称 化 伪 随 
机 数 ， 产 生 伪 随 机 数 的 最 大 优点 是 它 的 产生 和 检验 都 可 用 电子 数 
字 计 算 机 来 实现 ,速度 快 , 面 归 出 用 内 存 小 . 

=, PERAN 7А 

КРЕ ОН W НІНЕ А RE, Ду EE A ИЧЕ 


РСЕ л, асо а-к)» CLL L 3) 
HAE k ABRA &, 6, -, Ee ВАГИНА ЕАН kit 
个 数 


ЁС... TERNE 

一 般 地 , ИИ 6 个 数 ыза» Šams Ën- 已 算出 ， 下 一 数 En ВЕ ніс 
Оз. 

递 推 公式 有 各 种 各 样 的 具体 形式 ， 下 面 介绍 其 中 有 代表 性 的 
ЧЕ. | 

1° Ет 

АЛЕ ВЕ ЕА В ВО ВЕУ — b Ет Е, В 
Жл ЖПК 2т 位 数 ©. СЕЛ 2m {Ж ИТЕР ІНІ Bs n o 
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Ж 2m 位 ) 
| Фо e ese "Er tm 
== ЕБ ы -1Ё%ы. 


mért 10:2] m fy ( НИ зіні ñm 41 Ж іт, a? Ermy, aE RT im Фу 
作出 如 下 的 疡 进 制 m 位 数 


SUP “ары Uo 
重复 以 上 过 程 , 取 终 的 中 间 аға алта ағала МЕ m 
位 数 数列 Se, s. ^к £ = 5,67", ЖҚС. Аб ЛЕЙТ ЗЕ ЖЕНУ DORE. 
Б ЖЕЛІ, 
例 11.1.1 考虑 10 进 制 4 位 数 , 没 E, — 3281, Ml 
i= 3281 x 10-1==0.3281, | 
Е} = 10764961. 
到 中 间 的 4 位 数 作 2, = 7649, ИЦ 
& 一 7649 х10-1--0.7649. 
E? 58507201. 
ЖОНУ 4 {ЕЙ š, = 5072,1 
Er -5072 x 10-1...0.5072. я 
于 是 得 仿 随 机 数 序列 0.3281, 0.7649,0.5072,.……… 
{11.1.2 ЕСИ ОЖ, 1 5 = 01101, HI 


~s 9,1l, 1 Ü 1 
= = === 0.41 
в 01101 x27 z tatg 11632 0:41, 


2 — 0030101001. 


因为 本 例 中 т 5 ЖА, 5-25, 我 们 取 上 其 整数 部 分 2, ЩЕ 


о [5 jer RE. 
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ПЕ ER PIR e4 9] e, ШЕ РЕ Е, T ЖОЙ E — 10101, 出 
ó 1 о l. 
+ 8 -ig t32 0.66, 
22 — 0110111001. 
Җир ЇНЇ БЛ СЕ З CAE 7 4-3: Z Ús= 10111, WJ 


0,1,1,1, 
4 8 16 32 


6110101 279-24 


Ea = 10111 29-1 
FAPESP hiki af BB 1833 SRE 7, НЩ Ne 
ЧЕЛ АЗ OE YÑ R Ы (ЕЕ ВЫ, НИН ИШЕН 
杂 . 因此 ， 现 在 在 实际 计算 中 已 很 少 采用 这 种 方法 ， 但 是 , 先 了 解 
这 种 简单 的 方法 将 会 有 助 于 我 们 领会 产生 伪 随 机 数 的 基本 思想 . 
2° НА | 
在 产生 伪 随 机 数 的 数学 方法 中 , 同 余 法 是 使 用 较 广 的 方法 , 其 
УА ЖЕНА АА ЫНЫ, БІН БН ЕУІ 
АННЕ: ЖИ КЕДЕР ОЛИГИ S, 
REARS: РЕНО, КС ЖИЕ А КЕ 
zm, (= Az, (mod М), (11.1. 4) 
站 中 4 是 乘 国 子 , 入 是 模 数 ， 妆 给 定 了 一 个 初 值 加 之 后 ， 就 可 以 
HHA ERR HIFI zzszs 99,4, … 再 取 . 
га--т,/ М, (11. 1.5) 
ARDIE E EIL. 
AEREE JaA xz, (因而 z 也 一 样 ) 最 多 有 更 个 
. 相 异 值 ， 即 Оса И OKK], RREI) бе) 
Жік, 工 < 所 村， 因此 {2 小 就 不 是 真正 的 随机 数 序 列 ， 但 是 若 L 完 


Ф ЖАТИ ИАА RA (modjkrnodulus 的 编写 }, MELMER 2, 


‚жЕ иа i suy Sae 
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分 大， 出 在 同一 个 周期 内 的 数 看 可 能 经 至 得 全 数理 统计 中 的 独立 
性 和 均 杂 性 检验 ， 这 完全 肆 次 于 参数 rA, МИЛ, 至 于 如 何 
选取 参数 ， 主 要 依 歼 通过 计算 机 作 试 难 ， 有 一 些 文献 报导 如 下 一 
HERR, 可 供 使 用 时 和 参考. 

20=1,4=7, М= 10:9 (L=5 x10; 

To= 1, A= 513. М =: 298 (T< 29402 101%); 

т, 14-517, M=% (Бо 949 1018 
СЕТІН СЫ ҰЗ Же Ч RW Е, ДЕДЕ Л 25) 

11.1.3 ШЕЕ ао 1,4—7, ЛР= 10 H ` 


Axo= 7 x1=7, 2. m=, zg=—L =0.00, 


1000 
Атү=7х7=49, 2, z,=49,zy== 49 0049 
| “1006 , 
Ат,-7х49--343,7, ту--243, 2а: 01820, 343, 
Атз= 7344—2401 г. ш=401, z= 0401, 
807 
ЕТ 4015-2807 у. a= _ 807 _ 
ть = 807, zs= ИСУ = 0.807, 


НЯНЯ РЕ, 
BeA: 递 推 公式 是 . 
ra A= Ar, CO Omodar), | GLL ву 


其 中 心 是 非 负 整数 . 通过 适当 选取 参数 C 可 以 改善 伪 随 机 数 的 统 . 

合 间 余 法 ; 实际 应 朋 和 统计 检验 表 轩 ， 用 上 述 两 种 同 全 法 : 
анн 随机 序列 ， 在 在 高 维 情 况 下 会 出 现 许 多 在 统计 - 上 不 能 接受 
РОДА, ЗЕМ, 组 合同 余 法 就 是 其 中 最 简单 的 一 
Ж, 其 具体 作法 如 下 : 


.3р9%- 


ЗНАК. LOEWEN). Ж 
ИЙ A E| та y Ж (1. 1. 6) (起 其 它 合 笑 的 方法 ) 产 生 另 一 
个 伪 随 机 数 z*. 然后 利用 z* 的 前 面 车 王位 数字 在 ал, а, ts 2a (ШШ 
数列 {в} 中 的 前 2 个 数 ) 中 随机 地 选取 一 个 作为 实际 使 用 的 伪 随 
机 数 ， 这 里 也 是 一 个 矣 先 适当 确定 的 下 整 数 ， 设 这 样 选 得 的 伪 随 
НЕВЕ Za = 21015 р), 再 时 同样 的 方法 在 tits Zipi 五 个 

数 中 选取 第 二 个 实际 使 用 的 伪 随 机 数 zs …。 如 此 继续 下 去 起 可 
以 从 数 到 {zw} 中选 出 一 个 子 列 {21,}， 这 就 是 实际 使用 的 仿 随 机 数 
JEA. | | 
例如 ， 在 一 进 制 台 字 计 算 机 的 实际 计算 中 ， 可 以 取 p= 25 一 32. 
5 Ес 
| | ЖЕЛ (mod MW), 4--1,2,--,32, 

这 里 的 4 是 (11.1.4) АЕ Т. ТЕРЕЗЕ СЕ 
格 化 的 ) 伪 随机 数 s*, 用 a* 的 前 面 五 位 二 进 制 数字 确定 LOA Tab, 
就 确定 了 4)，, 绪 后 用 
aa Дш, (тойм) (11. 1.7» 
(1. 1.4), ШИН МЕНІ ЕН Ж {z,,}， 应 当 指 
出 , 我 们 在 这 时 并 没有 人 先 如 实地 产生 数列 {2 小 , 而 是 直接 算出 它 的 
ЛЕКТІ ER THALER, 
最 后 , 简单 地 担 一 下 所 谓 准 随 机 数 , 设 6 是 一 无 理 数 , 令 
= {#0} (n=1,2,3, --), 
Е (0) ARER ИЕ ОВ: 
处 稠密 地 均匀 分 布 着 , 在 求解 的 实际 问题 中 , ЖАНЫ МН h ОЕ 
不 高 ( 如 用 蒙特 卡 办 方法 计算 高 维 数值 积分 时 ),， 则 可 用 淮 随 机 数 
а, ҚАНЕ Ы ӘННЕН ТА РЫС ЛЕ. 
м, е 
ЖЕН H АД" ЕЕ РЕЛЕ АЛА НТ. un 
"3709 = 


Tr 0 EE te ee EE 


Вата РЕЛЕ (0, 1) L32422 БА ЖС 
жазу На. Яш, 我 们 必须 对 它们 进行 统计 检验 ,看 看 它们 是 
Фан ау ОН, ВЕУ ЗЫ) ое, НИЕ 
卡 罗 方 法 中 使 用 , 下 面 介 绍 刀 种 简单 的 检验 方法 ， 但 是 应 该 指出 ， 
统计 检验 不 能 完全 肯定 或 否定 甘 -- 根 设 ， 因 此 最 好 能 多 作 几 种 统 
计 检 验 ， 以 便 有 较 太 的 把 担保 证 使 用 的 随机 序列 有 较 好 的 统计 - 
性 质 . 

D 参数 检验 

在 这 里 介绍 的 参数 检验 是 子 样 平 均值 和 理论 平均 值 的 差异 显 
车 性 检验 

在 《0，1) 上 均 句 分布 的 随机 变数 £ ЖП 2% 的 平均 值 及 方差 分 . 
别 为 | 

Е0)= | = 


рі 1 
кезе) = 


3 
DE) = EG) 一 [BE 了 一 于 一 于 = 站 
р(гзу= E(ë* aef, нае 
. 3 
al 1 3 
5 9 45 


ҮГІТ 21,24," Zz 是 上 的 加 个 独立 观测 值 , 令 
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Е) = 1; 


рые дех NDO =N 


ғау 1 = 
DŽ) =r x МОО) = 
又 由 中 心 极限 定理 (参看 š 5. 4) ЖК И 


К б 1 
= V I2N(z г), (11.1.8) 
BEE 1 уя 1 

“- DGA кае y) аһ» 


MERRIES N(0,1), 故 当 给 定 显著 性 水 平 后 ， 即 可 根据 下 态 
分 布 玫 确 定 临界 值 ， 据 此 判断 z 5 EKF EOM? БЕ 
EHM В (ВЕ ЫЖ, МЕ ВНЕ sb … zx НЕЕ 
(0, ЕВЕ 上 的 六 个 独立 取样 伟 . 

D этн 

分 布 均匀 狂 检验 又 称 频率 检验 ， 它 用 来 检验 起 验 频率 和 理论 
频率 吓 否 有 显著 差异 . 


% (0, DEPRES (S + YG =1,2, DORRE 
i 个 小 区 间 . 如 2。 是 (0, 1) БЮ НОВЕ ВЕ 5 ОРЧ, 
则 它 东 在 任 一 小 区 间 的 概率 p, 告 应 等 于 这 些小 区 闻 的 长 度 十 ， 


故人 个 z 值 蓝 在 任 一 个 小 区 间 的 平均 数 mi = Np. = 六， 设 实际 上 
22; "эл 中 属于 第 ;个 小 区 间 的 数目 为 n, ИҢЕ 
. Жїз те) => (м -2) (11,1. 10) 


HERA H Н БЕ Ж aA -a С 58.3), 
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a 


RIDETE RRA ЕЧ УШ А ШЕШ АКЫТ 


А AKRE 分 布 这 一 事实 进行 显著 
性 检验 . 

@ 独立 性 检验 

独立 性 检验 主要 是 检验 随机 数 ay …， zu 中 前 后 各 Ж ЗЕ 
相关 性 是 否 显著 ,下面 介绍 两 种 检验 . 

1 相关 系数 检验 


НЫЕ ВН НЕВЕ. # 
两 不 随机 变数 相互 独立 ; 由 它们 的 相关 系数 必 为 零 (反之 不 一 定 )， 
故 可 以 利用 相关 系数 来 检验 随机 数 的 独立 性 ， 

设 给 定 攻 个 随机 数 zt zs 9,2», 我 们 计算 前 后 距离 为 的 样 
本 相关 系数 | 


N-k 
ть = 1. lz — (2) | а (®=1,2,+-), (11.1. 12) 
N k— 


Жи 有 )?， 如 各 za 相互 独立 则 相关 系数 应 为 堆 , 在 


原 假 设 ть 0 ZT, МКК СИМ —k>- 50) 时 统计 最 
| rN k _ | (11. 1. 13) 
ТАВЛА ТЕМ 00, 1D). 具体 应 用 时 可 对 车 生 个 不 同 的 x 性 作 
2” 联 列表 检验 . | 
ФЕ ху ЗЕТЕ Е, 将 单位 正方 形 分 为 АНИМЕ, X 
把 六 个 随机 数 zu 22, …，, sx 按 出 现 的 先后 顺序 两 两 分 给, 例如 可 取 
(Zr,Zr+i), (йз, Жуз), to" (в-а 2м), (2к-і» 21), ts (2м,24). 
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记 这 些 数 对 落 在 第 Сі, № 个 小 正方 形 内 的 数目 为 mG k=l, 
2, -.-, N). А 


в. == Уу, | п..= Уп 
Е-і ісі 
根据 独立 性 假设 ,统计 其 
= “Ж, — t -1 (11. 1. 14) 
£ 


Hana 
W ur НЕЕ ЛА А ЕҢ КЕ (0—1) А-у. = 
БЕЛ ЗЕ де £ ИЕЫ, ЕЕ НИНУ ЕЕ 
之 外 还 有 组 会 规律 性 检验 ， 连 检验 等 , 我 们 在 此 就 不 一 一 介绍 了 了. 
读 考 车 要 进一步 学 习 可 参考 文 区 [34]， 


511.2 кимылы 


在 利用 蒙特 卡 罗 方 法 进行 计算 而 建立 的 室 率 模型 中 ， 常 常会 
遇 到 上 岂 有 各 种 不 同 分 布 的 恨 机 变数 (一 维 或 多 维 }， 这 时 就 去 求 产 
” 秆 对 应 于 该 随 和 机 变数 (或 分 布 ) 的 随机 数 ， 我 们 把 这 一 步 怪 称 辐 对 
Е 
—. жан | 
За ЕНЕРІ, BEETA А, 41,…; Ao Шш 
Тен | 
ANAD (B); 


| 50а) 


О О Е ДЕ Н. А ДЕРӘ —- 48 Е ЖОЕ. 
ЕТЕНЕ 


ПН а ен о РРР Яр Qam a= anon nana. А іш мы —u naa maa a as. ----.... к 22222... — .. 


Ар: PA), р = Уур, РЖ POMEO, 1) 分 成 可 列 多 个 小 区 


闻 ， 现 在 任 取 一 个 上 ,1 上 均匀 分 布 的 随机 数 * , 记 果 了 ЖЕЖ 
个 小 区 闻 , 即 po тв, 则 说 事件 А, 发 生 ( 令 ро 0), Ж 
DAA Рр ер) =p р 0. р, Р(А„), 所 以 这 样 
的 模拟 合理 
现在 讨论 离散 随机 变数 所 的 模 氢 ， 设 它 取 值 % 的 概率 等于 
ЭӘШІР(Е-а)-р(14-9, 2)， 显 热 事件 序列 4 一 传 一 了 
(0 1 2 小满 足 完备 性 条 件 , 因此 我 们 就 可 以 直接 利用 上 述 模 
拟 完 备 事 件 序列 A А,, Ао, … 的 方法 来 模拟 志 . 
在 具体 计算 问题 中 , р, 不 一 定 能 有 简单 的 表达 式 , 这 时 利用 具 
体 分 布 本 身 的 某 些 特征 往往 能 得 到 简单 的 模拟 方法 . 
例 11.2.1 MS PARNI 
fE š L. 5 中 我 们 已 经 介绍 过 上 贝 努 里 概 型 ， 这 是 概率 统计 中 一 
种 最 简单 而 又 常用 的 概 垄 ， 它 由 一 系列 试验 组 成 ， 其 中 每 一 次 试 
验 只 有 两 种 可 能 结果 一 一 成 功 与 失败 ， 我 们 分 别 用 事件 4 各 表 
ж, Ж A 发 生 的 概率 Pla) = р(0< р< 1), РЕА ЖЕ ОК 
Р(Ау-4т1-р, 而 县 各 次 试验 是 相互 独立 的 , ЭЙ, 4 与 4 组 成 
НИЗА. ЖЕ ара 
ЖЕНАТЫ, 即 任 取 一 个 在 (0， 了 上 均匀 分 布 的 随机 数 r, 3 
тер A RE, БУ Фі тоор 则 认为 事件 4 发 生 . 
从 由 和 努 里 概 型 出 发 ， 结 合 不 局 的 条 件 起 可 以 得 到 许多 不 同类 
型 的 离散 随机 数 , 共 中 知 用 的 有 二 项 分 布 , 负 项 分 布 和 几何 分 布 
等 ,下 型 以 二 项 分 布 为 便 谈 谈 对 这 些 变 数 的 模拟 . 
ЧЕН n 次 独立 试验 组 成 的 岁 努 里 概 型 中 ， 事 件 和 4 发生 的 次 数 
т 5% БЕЛ АРА, CR ЕСЕ--0,1,--, п) ӘЙ 
рь P= -CF pg (11.2.1) 
= 314. 


мі» ¿| Tema гер нл Е 


mai 


对 其 有 二 项 分 布 的 随机 变数 的 模拟 ， 可 以 直接 根据 (11. 2.1) 
式 用 上 述 一 般 方 法 进行 模拟 ， 但 当 多 较 大 而 计算 精度 又 要 求 较 高 
时 ”我 们 也 可 以 在 计算 机 上 用 次 贝 妈 里 试验 产生 二 项 分 布 的 随 
机 数 , 即 首 先 产生 # 个 均匀 分 布 随机 数 rira ото. 然后 统计 其 
中 使 得 r p Ci == 1,2, ‚пуу па, 这 就 是 我 们 所 要 求 的 随 
机 数 . | 
#111.2.2 求 具有 参数 4 的 泊 松 分 布 


ра,» =e- (11. 2.2) 


的 随机 数 . | 

# "ГАЯН ТАЖ ОЕ ЛЕМНІ. 

1” 由 泊 松 定理 知道 , ЖЕН п 次 独立 试验 ， 在 每 一 次 拭 验 中 
事件 4 发 生 的 概率 等 于 po ME n kHH RE ARE k RARE 
率 当 п->со,р,>0,Ң ар, = АВ ТСИ. 2, 2) А РОВ, А), Ж 


于 这 一 性 质 ,我们 可 以 选取 足够 大 的 x, 使 得 和 一 去 相当 小 〔 例 如 


ARF 0.1). ЖЕ я 次 独立 试验 ， 使 每 一 试验 中 事件 4 发 年 的 
概率 等 于 p. Я т} RRE в КОЕНА ЗЕЕ 4 实际 上 发 生 
Воо, И о ДНЕ Ж, Н я АЕН. 

2° Н (1. 2.2) 式 直接 看 出 P(0,4) =e, MAREE 
明 # 个 相互 独立 、 在 (0, 1 上 均 色 分 布 的 随机 变数 E Eo 0, En 的 


жне, 6，… 二 的 分 布 密度 f(z) = CE (SRD. Ж 


УЖ, ВЛ ВВ УЖЖ (т); E гет", 5 п= 
0; тіге ЛЕНІ ЕТЕ, 

Pipe tee T D Par Pe" Piy 《11. 2.3) | 
ЕЕ b (ПЖ Е «тты е? Та 成 立 的 Е) А a= 


5, HS 
«315 


Ріп- Е) ша Ріт, -Parer ет! "Ро" Га 7...) 


= Ру тать pe A] P (T г ть Per ве?) 


Г {hat КЕЗІ 
=, а-а f- H "© 


Нара ғың Км ЖЕР 
аспен _ ОЖ 
ktl fea ЕТЕ 
ЖЕН T ERANA 1. 2. 多 的 随机 变数 ， 
二 、 一 维 连 续 型 情形 


一 般 说 米 ， 具 有 给 定 分 布 的 一 维 连 续 随机 变数 可 以 利用 在 
(0, 1) 上 均 勾 分 布 的 随机 数 来 模拟 , 这 就 是 说 其 有 给 定 分 布 的 随机 
数 可 以 由 在 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 数 通过 某 些 变换 而 产生 ， 由 
此 可 见 上 节 所 讨论 的 均 义 分 布 随 机 数 是 进行 统计 模拟 的 基础 ， 现 
在 介绍 几 种 常用 的 模 把 方法 ， 
(一 ) RAR 
本 法 利用 如 下 的 已 知 结果 : 车 随机 变数 9 RAN ЕЮ АР НЕЙ 
F(z), 而 是 在 (0,1) 上 上 均 义 分布 的 随机 变数 , - 它 的 分 布 函数 记 为 
GG), Bl 
n= F-1(8). (11. 2. 4) 
事实 上 , 我们 有 
РР <) =Р(&<Ё(гуу =G(F(z)) =F (z). 
这 就 证 明了 下 6 的 分 布 国 数 为 Кт), (11.2. 4) Kak Р (£ 
是 方程 | 
£= F (n) (1.2.5) 


0, #х<о 
ас» -fe #=Е(0,1); 
1, #21. 
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ӘЖ, НЕЕ n 有 分 布 窗 座 (Ст), ИІСІ. 2. 5) 可 写成 - 
"| f(z) йа. (11. 2.6) 
因此 ;如果 纵 出 了 在 (0, 1) 上 均 勾 分布 的 随机 数 7,， 则 具有 给 定 分 
布 的 随机 数 z, 可 由 求解 方程 
О, =‘ ` (L 2,7) 
得 出 . 
例 11.2.3 对 任意 ор, GRE 5) 上 均匀 分 布 的 随机 数 ， 
已 知 在 (9,5) 上 均匀 分 布 的 随机 变数 有 密度 函数 


0 , жа; 
Fa =4 (5—0) 7', E z (a, b); 
0 ‚ Жас-б, 


24-6 РА 7) 式 有 


a b—a b—a 
由 此 得 
g ,=a+ (b—a)ni. (11. 2.8) 
例 11. 2.4 求 具 有 指数 分 布 密度 函数 f (zy = Ае + (z 2>0) B 
随机 数 z, 其 中 4 是 指数 分 布 的 参数 . 
ш (11. 2.7) 式 有 
7; =| еседі ем. 
0 
нин 
%- вая. 


因为 1 一 r: r 都 是 (0，1) 上 均匀 分 布 的 随机 数 ， 故 上 式 可 简 
化 为 
# = шт. (11. 2.9) 
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这 种 变换 方法 是 一 种 普遍 方法 ， 但 当 反 函 数 不 存 在 或 淮 以 求 
出 , 例如 , 在 不 能 由 积分 式 (11. 2. 7) 得 到 э, 的 显 式 表示 时 ,我 们 只 
能 将 分 布 函 数 才 输 入 电子 计算 机 储存 起 来 备用 ， 这 时 反 函 数 法 就 
不宜 于 使 用 ， 因 此 需要 改 用 不 必 求 解 (11. 2,7) 式 的 模拟 方法 ， 下 
面 介绍 几 种 这 样 的 方法 

со айй 

这 方法 的 实质 是 从 许多 均 义 随机 数 中 选 出 一 部 分 ， 使 之 成 为 
具有 给 定 分 布 的 随机 数 . | 

我 们 要 模拟 其 有 给 定 密度 函数 FG) 的 随机 变数 , 设 F(2) 集 中 
FEREAU (во дат) ва, OLES. TENE 


HERR a, БӨЗ af (a) <1, H zC (a, b) yka. XW ENEA 
个 独立 的 随机 变数 ,# ТЕ Са, 8) 上 均匀 分 布 , Т, ТЕО, 1) 92) 
Я. РЕД ШЕ Я 


резал = | Кө (axd <b). (11.2. 10) 


这 就 是 说 在 条 件 of (O >>9 2 ТІГІ НО) 
事实 上 ,由 假设 得 (8, 四 的 密度 函数 是 
| БЕ» ©(а,в), зе (0,1), 


0, REJE. 


Р(Е<4 |а (>= | se/ dady 


afir) a firj? 


adrad 


A ЖЕСІ 
-| “аруа: / | "ауада = Í fa dr, 


= 378 + 


Ш 


` 


жін ЕЖ, ТУГЕН УЕ (а, 5) ЕЖЕ 
Éis бэ бә RAE СО, 1) 上 均匀 分 布 的 随 И Mis Nas na. 
如 时 of (Š) т, Не E 作为 我 们 所 求 的 第 一 个 (x) 分 布 的 随机 
‚п а} (тусе, Пак, БЕЛТ] БЕ Ea na, 如 此 继续 下 去 . 

此 法 的 直观 意 交 如 下 : 在 边 长 为 1 和 (6 一 中 的 矩形 abb'a' 内 
ЎАР, 车 随机 点 卫 位 于 曲线 af (z) 的 下 面 ( 如 图 11. 2.1 中 的 P) 
MEMA AR ВЕЧЕ 5 作为 所 闫 随机 变数 的 一 个 取样 值 ,否则 (如 图 
11. 2.1 HA Р) 928. ХЕ аҚ n > F (&<4} 的 概 
半 是 图 中 重 阴 影 部 分 与 阴影 部 分 面积 之 比 , BD | 


| af шат /| ар сауал |} (л). 


В 11.2.1 ， 
ЕБИНЕ Са, DEARER, ЕЖЕ, ЛАЯ 
取 有 限 区 间 (o, 门 , 使 得 
Г / (хуй в, 


其 中 。 ЕЖА, Аа, ОН ЕЖЕ, дав 


现 小 的 系统 误差 ， 
МЕ?» 


这 方法 适用 于 f(x) 变化 不 激烈 的 情形 ， 车 f(z) 在 小 区 间 内 
到 值 变化 很 大 , 这 方法 就 不 稳定 .另外 , 这 方法 需 变 计 算 SE, A 
此 车 这 函数 表达 式 很 复杂 时 , 计算 量 也 就 很 大 

(=) 离散 近似 法 

这 方法 是 把 巡 续 分 布 分 段 集中 而 作 高 散 化 近似 ， 设 密谋 函数 
了 f(z) 集中 在 有 限 区 闻 (a,5) Е, 60,6) 分 为 8 分 ， 它 的 分 点 为 
a=a a<. <a =b, 4 


n =| Қаза, 


1-14 


IRA 

Уһ = рае | ага. 

imi іші”984-3 s 
ХКО, Ва 2, ЖН 0— c <c <. <o,=1, ШІН Ж 
%-с-і-2» 更 在任 取 均 匀 随 机 变数 л, Ф спе 则 今 


=at (a, а) 22-001. (11. 2.11) 
С-—0;-\ 


шал САН, УРА Е НИНЕ Ға) 分 布 的 随机 变数 . = 
жЕ 
Ра = P(e Зуко =c, в: 
== | адаг. 


Жи ДЕ, Ж (a, b) ТЕН У, ШТ СЫ. 2, 10) 式 作 截 
昆 方法 处 理 . 
о елі 
除了 上 述 三 种 之 外 , 还 有 好 些 其 它 模 报 方 活 , 在 此 只 是 结合 一 
些 具体 分 布 其 其 特性 举例 介绍 其 中 的 一 ，、 两 种 ， 读 者 在 实际 工作 
和 中 可 以 根据 具体 情况 灵活 运用 或 提出 新 的 方法 ， 
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11.2.5 ЖЕЖ НМ Са, оу МІН, 

除了 可 以 利用 上 述 方法 之 外 再 介绍 另外 两 种 方法 

(1) 利用 中 心 极限 定理 

ШЕ Š, ёз, ves 5. же 8 个 相互 独立 的 在 (0, 雪上 均匀 分 布 的 随 宙 


жж AAKA ЕС0-- 06-2» #k B Ë O B RL м 
< $ 5.4) 知 随机 变数 


"(Se ЕЗБЕ (1. 2,12) 
іі 


ЖНЖ ӘЖ N 00,1), МИ, SIE И a ТЕ (0,1) E 
УЖИНЕ ға, %, 5) ҒА, ЙІ 


„(5 +) (11. 2.13) 
АННЕ ЖЕМ (0,1). ЗГЕШЕ НАВЕ, ЬЕР в 
МНЕ (ЖЧ Б п=10 Ша), ХМ (11.2. 13)Җ 
ЯҢ, 4 s=12 Мох, 1, 这 时 有 最 简单 的 形式 ,， 
”有 了 正 态 N(0, 1) 的 随机 数 т, НІН ұз | 
ў=от+а (11.2.14) 
ТИШЕ £ N (a, o) РЕНИ v. 
(2) 些 标 变换 法 | | 
Ж £, 52 是 两 个 相互 独立 的 在 (0,1) 上 均 名 分 布 的 随机 变数 ， 
жш 


\ 


m = (20 cos (2282), | 011, 2. 15) 
m= (— 21а sin (rf), 
则 туғы РАНЫ ЗУ ЛЕ ЖУ (О, 1 随机 变数 ， 现 在 证 明 这 -- 
点 . 因为 ,6 的 联合 密度 函数 是 
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рнини, ar w сі НЫ ит EE ie состун аиса тае + стона ВА АЧЫУ А БЫТЕ. — зс лг 2 > 


ГА ЕКО, 1) ,Ee (0,1); 
5) = 9 дене; 
从 (11, 2.15) Н 
# =e 1 | (11.2.10) 
11.2.16 
1.a 
ёз === tE б"? . 
变换 的 雅 可 比 行列 式 是 
| Ер ЕГЕН 
т _ 71 е № - 
әб. | 
Эт, п) 1 -i , 1 от ; 
2z 1+(2) йл 1+ (Ë) 
_ 1 Шы ЕН 1 18 
= 2 то (== те ж) 


ik m, п Е-е ч 71-е В 
IE&N (0, ОВ АО ЕА, Hm m 是 两 个 相互 独立 的 正太 
N (0, DRIVEX, 

根据 (11, 2. 15) 即 可 通过 均匀 随机 数 求 出 正 态 N(0, DD 的 随机 
Ж, ATIM (1.2.14) КАЛЕ М (о, cy 的 随机 数 . 

9.2.6 жаян апынган» 


фе" +з, ж>0б, 


Ка) = 
‚ 250, (11.2. 17) 


ЗЕ о>0 是 分 布 的 参数 } 的 随机 数 . 
因为 瑞 利 分 布 是 具有 密度 函数 f(x, 办 一 re e 的 二 


Е ЕЕ (Е, ОҚА rov E troh (ЕЕЕ 
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2.4.6) 故 可 按 下 述 步骤 获得 具 有 瑞 利 分 布 的 随机 数 r Gi =1, 
2, ...), 

(1) ЖНАЖЕЖМ (0, о) 的 随机 数 z, а: =1,2, ---). 

(2) 算出 mr 一 ws 十 好 ,这 就 是 参数 为 c 的 瑞 利 分 布 随机 数 ， 

с, Баам 

现在 简单 地 讨论 一 下 ДЕШ ЛЕ СФЕРЕ РЫН 1) НУ, 
Е-Е Jr НО Sr ы, НОР ЯГЕАКУ FE 
НЕ. 例如; ЗЕНИТЕ, ВНЕ в ЗЕОЯИЕ ВЕНА. 
Баз, тусе, АУ РАВ в ЕК в, br lx Га», be] X< 
Га, 6, ]» 县 有 af (21, 22, 79 в) 1 ЖЫ ЫЫ n+ 1 个 在 (0 
Қым E ---,&„ Яп, 2 Ë = ада: = 
1,2,.ы,я), Ж | | 

af (Els Ea ts ӘР (11, 2. 18) 
Е, (4,856) BD26394193RB9 м Ж РС а, 2.) ЛЕВЕ BL 
Ж. 车 (11. 2. 18) 式 不 成 立 , 则 将 这 组 随机 数 会 奔 ， 另 外 再 产生 新 
的 随机 数 、 如 此 按 上 述 决 定 取舍 ,将 过 程 继续 下 去 . 

利用 离 乓 近似 法 也 和 一 维 情形 完全 一 样 ， 但 当 fletet, 
rz.) 变化 较 惕 而 又 容许 一 定 的 课 差 时 , аҚ, En s" Éa) ВЕЛЕЛА 
БАГ ИН "ПА Я ВАРТИ /(а?,22, …-，w3)|AF| 
ЗЕЕ, E Gaf, 23, 20 RAV 中 某 一 点 ，|AV | 是 AV о 3 
体积 . 

下 面 再 介绍 所 谓 条 件 密度 法 ， 这 种 方法 的 实质 是 利用 条 件 分 
布 密度 把 多 维 模拟 化 为 一 维 模拟 . 它 的 优点 是 适用 于 一 般 情 形 , 但 
Ши ЖАЛЕ К В АУЕ Ес. 

РОГ К ДЕРИ ДКНЫ ТЕ. РЕ n 维 联合 分 布 密度 
ЕЕ Же У, (а, ку, yzn)， 将 其 对 其 中 一 个 变 元 在 全 变 域 积 分 ， 即 得 
余下 的 п-1 йо -ІЙ КА КЕК, Нр 
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типны phe ana aqa rere .rrp анна ИНЬ, к-ды. «ылығы. о лш .... 


|. (гі, 43, "т, En) dz, == Ра Сез Tarty Zy) (11. 2, 195 


iki Si: ЖЕ М, 在 条 件 Ё, = Fis =, ***, һа =f- 之 下 ё, 的 条 件 
分 布 密度 函数 


ма. базов) | 
Fzn жа» Za ут.) 一 (11.2. 20) 


反复 运用 {11. 2. 20) nf АЕ y 

бш» е En) = f (Enl Eis ауен) Ра | 21,21, 7) Яна) 

ба|) Аб). (11. 2. 21) 

由 此 式 可 得 如 下 模 报 方法 : 利用 对 一 稚 情 形 所 介绍 的 方法 , 先 选 出 
ДЛЕ BE Г, (а) КОБЕ ЖА z “2, а ORAS le) 
中 的 z， 于 是 得 到 一 个 确定 的 一 维 分 布 密度 elr, БОЙ 
出 其 有 一 礁 分 布 蜜 度 f (z | z?) JBE SLE 21°. 一 般 地 ， 如 z, 
ға, эе, 已 确定 ， 则 可 选 出 具有 一 维 分 布 密度 fls, 
2500, 2) 的 随机 数 z 问 '， 照 此 方式 进行 下 去 ， 最 后 得 到 的 
ВЕТ ВЕ (20, P, о ВЕ (Е. Ears En) ES. 

对 于 具体 的 多 维 分 布 也 和 一 维 情形 一 样 ， 可 以 根据 分 布 的 不 
局 特点 提出 各 种 各 样 的 模拟 方法 , 在 此 就 不 一 一 介绍 了 . 

四 、 随 机 游 动 和 马尔 可 夫 和 链 的 模拟 

因为 在 后 面 讨论 用 蒙特 卡 罗 方 法 解 篇 微分 方程 时 需要 模拟 质 
点 的 随机 游 动 ， 所 以 我 们 要 介绍 一 下 这 类 特殊 随机 过 程 的 模拟 方 
法 ， 但 是 应 当 指出 ,在 许多 自然 现象 和 科学 实验 , 例如 有 关 分 子 运 
动 和 原子 反应 维 的 问题 中 ， 都 要 考虑 大 量 质点 的 兰 机 游 动 ， 一 维 
{直线 上 的 ) 随 机 游 动 是 最 简单 的 一 种 游 动 模型 ， 一 质点 从 直线 上 
的 某 点 出 发 , 每 次 以 概率 了 左 移 一 步 ， 以 概率 9=1 一 ? 有 移 一 步 ， 
质点 到 述 新 的 位 置 后 , 继续 以 同样 的 规律 移动 , 直到 训 到 某 边 界 点 
而 停止 游 动 , 这 样 的 边界 点 称 做 明 收 卜 , 这 种 随机 游 动 的 模拟 方法 
= 324» ` 


是 : 取 在 (0, 切 上 均匀 分 布 的 随机 数 m* 如 т<}, ЖМа-іЖж 
ЖИ, 如 rep iSl, 表示 质点 右 移 一 步 ， 依 次 
ЖНЖ ғ, Ға»! Ға, 15 РИН 6» 6» 


+... = 
АМ ШИШ S, ERA n DDARN R ANS 


数 ( 正 号 表示 在 出 发 点 左边 , 负 号 表示 在 出 发 点 右 进 ). НЕНИЯ 
ВЕНН ка Ж, ИМЕНЕ b 步 , 则 当 8, Ж--ІХЕНІН 
akh ЖАН ЫН ЖЕСЕ, Пі S, 第 一 次 取 值 一 5 时 ， 
ЗЛА ИНН. 

005, RATE ЕЖЕ ЯНИЕ Б ЗОГ ВИ РНЕ: 
ЖМИ, ТЇП ДЕҢ АН АНАН 5 АВРАГА — E 
药 概 率 被 吸 欢 , 同时 还 可 以 正 的 概率 往 回 继续 移动 ; 第 二 ， 确 定 移 
动 方向 的 概率 包 可 以 依 束 于 质点 的 位 置 

正面 再 介绍 一 下 二 维 ( 烙 子 
点 上 的 ) 随 机 游 动 , МАЛО 
HR 2, м, 向 上 , 向 下 移动 
一 步 的 概率 分 别 是 pt，ps, Pas Po 
1 十 十 Pa 十 如 一 1。 质点 移动 一 
ЖЗА, ЖАНЕ 
рр. оа Б), НЯНИ 
Ял EART ЕЛ E 
一 步 的 点 ) 后 游 动 停止 ， 参 看 图 11. 11.2.2 
2.2. 

ВОЕН (0,1) ЕО ЫН т, Ф 

О<т.<р 表示 质点 左 移 一 步 ; 
piri Rp, 表示 质点 右 移 一 步 ; 
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7% не РЫА ep о, ть wawan. шот = 1з 


P AKNA рар 表示 质点 上 移 一 步 ; 

В. Въ рае р pa ps РРА 表示 质点 下 移 一 步 ， 
依次 取 一 列 在 (0, 1) 上 均 色 分布 的 随机 数 ть, ro > ИНЕ г, (1, 
2,…) 的 植 确定 质点 在 第 4 步 移动 的 位 置 ,于 是 这 一 随机 数列 即 可 
确定 质点 游 动 的 轨迹 , 当 质 点 到 达 某 一 边界 点 时 游 动 停止 . 

最 后 , 简单 地 讨论 马尔 科 夫 链 (离散 时 间 ， 可 列 状 态 ) МП. 
我 们 知道 ,随机 游 动 是 一 种 简单 的 马尔 科 夫 链 , 前 者 每 一 次 状态 转 
移 只 能 到 相 邻 的 状态 ,而 后 者 没有 这 个 限制 , 它 转移 到 每 一 可 能 状 
态 的 概率 由 转移 概率 算 阵 给 出 . 因此 , 把 上 述 随机 游 动 的 模拟 方法 
作 相 应 的 推广 就 可 以 得 到 如 下 的 马尔 科 夫 和 链 的 模拟 方法 ， 

设 马 尔 科 夫 链 具 有 可 列 状 态 空 得 E= C0，1,2,…) ,一步 转 移 
ЖМ P= {p47) ,初始 状态 概率 分 布 Q = (go Q ga 90. 4 


- SIpy= р\"› (4 --0,1,2,%“), 
J=0 


Dysg”. 
і-% 


№ (9,1) 上 均匀 分 布 的 随机 数 ro， 根 据 r 确定 初始 状态 ， 若 
аө Ч“, МАНИ п. HR (0, 1) 上 均匀 分 布 的 
随机 数 ro 据 此 确定 第 一 次 转移 的 状态 , 即 若 ріне «с ро 
说 链 从 状态 по 转移 到 я, 如 此 继续 下 去 就 得 到 一 状态 序列 no, пі, 
пә" 它 给 由 所 考究 的 马尔 科 夫 链 的 一 个 轨道 (样本 函数 )， 


511.3 定 积分 的 概率 计算 方法 
一 、 常 用 的 两 种 算法 | 
在 $11.1 地 中 我 们 已 经 介绍 过 -种 最 简单 的 积分 例子 ， 现 在 
讨论 一 般 的 积分 型 式 
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КІСІ? (11.3.1) 


Я (а, БЖ, її Н.Б 7 Са) (а, 5) ЕЕ Л "Ей 
Ж. it 
б<} (ж) се. 
易 见 计算 这 个 积分 就 是 算出 图 11.3.1 中 有 射线 的 区 域 4 的 面积 ， 
为 此 , ГИ n НАН m) С, ть), 556, (6, a); 其 中 š Gi = t, 
2, +, п) ЕКІН Са, b) ЕЗ УЛЛУ АН УРНЫ, m ($ = 1,2, 6, в) X 
AO, с) E32582J2 i B9B8 BLS. ЯН РНЕ (з, т), AB E, 
ЖЕНЕ ЖЕЗ | 
TED >. (11.3. 2) 

ВИ, З, (11. 3. 2 的 随机 点 就 是 落 在 区 球 АЛК, ВЕЗЕ 
Ят 个 ;而 金 部 随机 点 的 点 数目 为 #, 则 水 蕉 证 明 以 概率 1 成 立 下 
而 的 近似 公式 : | 

И у) ёг о Ьа). (11.3, 3) 


图 11.3.7 


事实 上 , 可 以 把 上 述 算法 设想 为 向 矩形 аз, 0=y=e ну 


таулар; ={(&,л4)(ї=1, 2, n). ШТА 中 的 点 数 为 


770 . 327 = 


—— n s ru w s АС. 


пт (п) ), М И ДЕК ЗЛЕ = Waye А с ӨШІН 11.3. 1 中 


яны АЯП алы 面积 之 比 ;， 文 由 强大 数 定律 知 以 
概率 为 1 有 


на =Q, 
由 此 知 当 ?足够 大 时 近似 式 (11. 3. 3) 以 概率 1 RE 
因为 a 次 挪 点 可 看 作 是 进行 % 次 成 功 概率 为 @8 的 贝 努 里 斌 
验 , т 是 其 中 成 功 [ 即 点 滋 在 4 中 , 亦 即 不 等 武 (11. 3. 2 成立] 的 次 
数 ， 故 四 有 二 项 分 布 5(z，@)， 其 平均 值 为 E=, 27 5 
Вт) =ag(1 一 全 ,因此 
р. 
Е().- Ест) =0, 
р(%).. Крот) =99-9. 


采用 这 种 方法 计算 积分 了 时, 人们 自然 会 问 ， 对 于 任意 给 定 的 正 数 * 
如 果 要 求 面 积 之 计算 值 和 真 值 之 差 


Teba) [Гоа = k —Qo(b—a) 


(11.3, 4) 


ЛР е ВЕЖА а(0-<а<1), Bj 应 取 多 大 ? 根据 中 心 极限 
ж, og > 渐 近 地 有 正 态 分 布 0,1). РЕШЕ Ж 
a, 使 满足 
т Р т e 
PR 0606) е) 0 | вв) 


е | п Е п 
КЕМ зао) (е аум a-g /“- 
(11. 3.5) 
其 中 ,把 2, Qa 作为 已 知 数 ， 即 可 求 出 满足 (11. 3. 5) Mh n É. 
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实用 中 可 以 通过 查 正 态 分 布 表 找 出 2.220 使 

DD —Ф(-- t) =m. 
例如 , 24 В=99.7%,95.6 %#t 68.3% BF, ta ВНЖ 3,2 和 1. 找 出 
ts М, 解 (11. 3. DERN 


+ е л _ 
тасаға о) Ste 
由 此 得 


ды ада Q. (11.3.6) 


但 是 ,实际 上 我 们 并 不 知道 &， 因 此 必须 首先 设法 估计 Q. ТИПА 
算 或 其 它 办 法 得 到 日 的 一 个 合计 值 9， 然 后 以 日 值 代入 (11. 5. 6) 
式 中 进行 计算 . 

上 述 计算 方法 的 思想 在 前 面 8$11. 1 中 计算 (0，17 上 的 积分 时 
已 用 过 ， 这 就 是 利用 随机 变数 在 指定 区 域内 取 值 的 频率 来 计算 积 
分 , 我们 称 之 为 频率 法 . 

第 二 种 计算 积分 的 方法 是 利用 随机 变数 的 平均 值 来 计算 积分 
(11.3.1). 假设 总 是 一 列 在 区 间 (a, 丰 上 均匀 分 布 的 独立 随机 26 
数 ,车 函数 f(x) 在 区 间 (a,5) 上 可 积 ， 则 {fj ($1)} 也 是 一 济 相互 狼 立 
同 分 布 的 随机 变数 ,算出 它们 的 统计 平均 值 并 定义 


Pf. (11.3.7) 
于 是 我 们 就 有 如 下 的 近似 计算 公式 
['#aya = G—a F, ( 记 为 1)。 (11.3.8) 
事实 上 ,这 时 有 
è 
srao- 1 (11.8. 9) 


b—a Б—а? 
. 329. 


和 hr 让- a „г iH Үт. кк АА aar л, 


НЕКИХ ЖАГ 1 成 立 


У 


lim (5—94) = = (фа) Е [1,3 =1. 


БІН, п 足够 天时, 可 得 近 伺 公式 (11. 3. 8). 
我 们 还 不 难 算出 


ва) 9 SEE] @—a)B[f(801=z, 
3 F G) fE (a, b) 上 平方 可 积 , 则 方差 


DOD = ТЕ 


£=] 


_ 0-0) (ELF ED] ЕТСЕ) р 


= -of Нада (г). (11.3. 10) 


由 此 并 根据 中 心 极 展 定理 就 可 以 接 频 率 法 那样 讨论 精确 度 和 计算 
次 数 的 问题 , 这 时 有 近似 公式 


пе 6 —а)*- 0707, (11.3. 11) 
其 中 符号 e, ta ЖУ АЎ, 
. 例 11. 3. 1 用 蒙特 卡 罗 方法 计算 积分 
1-| “ас | (11.3. 12) 


先 用 频率 法 计算 ,为 此 闪 均 与 分 布 的 随机 数 表 (本 例 所 用 随机 
数 表 见 F35]P. 484) 中 每 次 抽取 一 对 数 5 和 д», 例如 ,可 以 从 该 表 中 
第 41 个 数字 开始 ， 欣 次 抽 一 个 数 作 为 à, А 61 个 数字 开始 , 换 
次 抽 一 个 数 作 为 д, 这 时 要 用 10-" ЫТЫ Т ГАН ЛЕН. 
池 (0，99999) 内 均匀 分 布 的 随机 数 ,而 我 们 的 积分 区 间 是 0, 1) 1, 
* 330 x 


Же A 85 ЛЫ ТАЛИБ ДИ, ИВАНЕ уб) = RES 


5: 80, #1 fO) >a 认为 试验 成 功 . 没 成 功 的 次 数 为 т, ШІҢ 
(11,3. Шала ааа 所 得 的 商 就 是 积分 
(11. 3.12) АИ 值 (这 时 5 一 a=l,c=1). 311.3, 1 |H; T 
试验 次 数 nn 等 于 1 到 20 的 计算 结果 T... 


m 11.3.1 


| 0,667 9. 993 олы [мо en ban 0,35% о. s16 КЕТ | 0.680 
1 
[ЯТ о. 182 [0.192 k. 025 0.557 (9,539 0.865 lo. 105 | .9-564 | 0.136 


0.318 fo. 640 0.460 |. 285 0. 556 jo.477 | 0. 477 0. 493 


f р. в? 0.875 


т ЖЕНЕЙЕ 3 | 3 s| à 


£, | ü 0.5 10,667 .rso 3.600 Р. зо р. зэ бо. 500 | 9.444 | 9,500 


- — 


ү 0.487 10.581 0.493 Ю. 530 15.518 . 478 |. вво |. ав 


| 12 13 14 


- ‚ | —. 
д, -ass 0,330 1.806 2 Jo mh 327 0.126 b. 146 0. 669 D. 430 


-“- -- + i 
0.579 (Ж |» 238 (2 432 9. 032 9.462 р. 284 fo. 151 0.990 | 0.547 


3.284 0.289 | 0.488 | 0.38% 
в s" 9 | 9 


b. -a71 ЕС о. 470 | 0.459 


И Биж ГЕГГТЕЗІІТТГІРІІ 
(8,) ;然后 按 公式 (11. 3. 8) 算 出 积分 近似 值 ， 表 11. 3. 1 中 也 列 出 
子 试验 次 数 二 等 于 1 到 20 的 计算 结果 T. | 

用 分 析 方 法 算出 积分 (11. 3. 12) Ани в 

1= | ей = (e— 1) =0.429857--.—=0.430. 


= 337 = 


тек ОБЬ —a—ww“  — Í  -_. о чш s - -2 s 


由 此 得 到 当 n=20 时 , ЖЕШ ИШЕН 4.7%. ВЕНЫ 
. ” 差 比较 小 , 0079. 
现在 进一步 问 : 如 果 要 求 以 99.7% 的 概率 ， 保 证 fs 作为 了 的 
近似 入 能 准确 到 小 数 点 后 第 三 位 , 即 保证 


| 天 一 下 一 0.001， 
ЖЖ п 最低 限度 应 取 多 大 ? = 
对 于 频率 法 ,由 Аа. $. 62$ 
900.43 x 0.57 
pa — (0: 00199 = 2.2059 x 10°, 
对 于 平均 值 法 , 因为 这 时 


сень 
[el -D7 0.0151 | 
ww. n : 


ы. 
в 


因为 出 (11. 3.10) 0[/(&01= Т хр) = 0.0151, йон (11. 


3. пав адыра x 10°, 


将 以 上 结果 比较 可 看 出 ,平均 值 法 较 频率 法 好 , 因为 它 的 计算 

误差 较 小 ， 或 者 说 在 同样 精确 度 要 求证 ， 它 所 需 的 计算 次 数 较 小 . 
、 重 积分 的 计算 
. И та в, RERET 

罗 方 法 的 一 个 优点 ， 现 就 多 电 积 分 的 情形 简单 地 介绍 一下 平均 什 
i 

ЕЛ r= (21,29, es Pm) RT m tas hm 中 的 点， ойе» 
баж, ЛЕНА Р ЕЩ, 


ОГАН  (фїзазу 
- 352 = 


ЖНЖ І. 
取 一 扒 区 间 (a,5), 使 得 
DC (а,Ь) x (a,b) xer x (a,b) = Ca, b)". Кау" 
J тй Ел B fE (a, НЕ, b, sEm P 
$= (1,0,7, a). “ИДЕЙ, {ДЕ Єр REF, ТЕР ht 
布 ,这 就 是 说 有 
ЕМ о 
риеу (гер) =. (11.3. 14) 


ЖУРН, VIM y 

ПРЕ Ур тї ЕШ. sH- 

参看 图 11.3, 2(m -2 的 情形 ). | 
事实 上 , 这 时 有 


PEEV | EED) = ЕЕ) 


P(EED) 
ri Е. 
(5-ау/ Ba 6 


直 比 进一步 推 得 | 
fior y 

DT Dr | 
根据 上 式 ,可 得 到 以 下 计算 方法 如 问 上 面 的 那样 ， 构 和 一 жн 
УЖ пав), КӨ = (ДО, О, 0) тет 
ЖЕЗ sik (a, 5)" 中 均匀 分 布 . 如 果 LOED, ЛЕН 29, 如 果 КОЁР 
MERZ- Жи 00, а ЕЕ, s, доз, 由 
(11.3. ЖЕЖ 工 成 立 


| EGE [462] = | (11.3.15) 


= 333» 


— +  — a aa 


Улуу 


ЕГЕТ — 
ID! lim n ті, 


жазына” 


` Ік-ірі сыны азу. . (11.3. 18% 
| k=1 


作为 积分 了 的 近似 值 . 

最 后 要 指出 一 点 ,在 实际 计算 中 , 最 好 把 分 析 计算 方法 和 概率 
计算 方法 结合 起 来 . 这 就 是 说 ,在 (11. 3.18) КА я; НЕ 
分 析 方法 直接 算出 对 某 些 变 元 的 积分 ,以 降低 整个 积分 的 重 孝 , 对 
于 剩余 的 无 法 直接 计算 的 变 元 疹 用 平均 值 法 ， 这 样 做 往往 能 减少 
计算 县 ,提高 计算 效率 . | | 


$11.4 某 些 方程 的 概率 解法 
一 。 线 性 方程 组 的 求解 
我 们 讨论 线性 方程 组 
Shanty Ы, (4-1,2,-еу ө) | (11.4.1) 


的 求解 ， 首先 考虑 二 次 型 оа 
- Hih 


D O E (11.4. 2у 
хНа>0 д. AURAL 4.1) АНИ TOR ыны 


Giri era). 对 于 任意 常数 4>0, K А, 
Е; Q (zi, Ze, " "° ' m yes A ` 


是 一 个 = ERER, 这 个 椭 球 的 中 心 由 之 ;atszs 一 到 一 0 (2=1, 2, 


… 2 确定 ， 0 (22, r," `. 24). 第 个 通过 中 心 的 ЖЕШКЕ 
334. 


m = к} ЖИР Ө Ж (nit) лин ій», ЖЫП БЕРЕШ p 3: 
于 这 一 几何 性 质 , ИИ Же, 20, —-, 1, ERRE K T «уа 那 部 分 
BA СЕНДЕ. 
En Si y a,b)", EARR ЕС (а, b)". В, 05, É, Еп 
жака, Б ЕИ ЛИЗ Sa ЛЕ ЖЕ, W| £— Eo e š) ЕВЕ 
Бл, НЕРВНАЯ, Z CE ЖЕТ, 
ЕЕЕ НУЛЕ, 取 专 的 了 个 独立 的 子 样 值 ED， ,如果 
Есен Ж ED, прак. БЕІН ОН E, 
gen, Вн (тер, — Е99(ьс1,2,5,ту ERRA 
| аю = (tn... F). 
Ее E фу ТІННЕН 2,18 БИЛЕУ ELE SSE 
{б БӘ. т ЖЩ KL.) gu)... 2а ЖАН 
半分 别 在 此 超 平面 的 两 便 , 即 这 些 向 量 的 第 а 个 分 最 部 加， 各 各 
-tm 中 应 约 有 一 半 不 大 于 (或 不 小 于 )28， 把 这 些 分 量 按 大 小 
排列 如 下 : | | 
ооо, (11. 4.3) 


Kepe (P aa panao a BERRE, I 
此 我 们 可 以 取 - 
EIO as (851,20) — (11.444) 


ша i EO, a D š EO қ ааа) 
的 近 似 解 . - 

СЕАНС. DRE PETEA ARBEN, әнін 
ETAR е ENEN ИП 


1 1 <= : 
ly Ei Eig. (11. 4.5) 
тут тұз ' * 


*3355 = 


现在 对 一 闫 满足 基 种 条 件 的 线性 方程 组 给 出 另 一 种 解法 - 
ҖЫР (11. уыш 
Ўв.) b, (=1, 2, .. эл), (11. 4.6) 
=. . ` а Еті | 
h 
eLp Е 1, і-з; 
= =} 0, is, 
-PROL 4 DRHAL 4. 6) б ЖЖЖ РЖ 
i { 1—Һь„, {= 8; 
q |= 
一 in ЕЛ 
жао. 4. ORS REM HH: 
` ` (I—H)X=B, '  (11.4.7) 
Жр I AERE, Н,В 是 已 知 的 系数 年 阵 ， 玉 为 待 求 的 未 知 向 
ÉE. 5 


La = ma Зы ) 


ЖЕНІС 的 条 件 之 下 给 出 方 释 (11. 4.7) 式 的 一 种 解法 。 由 
Ж А19 . `: 
| X= QU- Hy B= {LH -t B’ eB. (11. 4. 8 
ах: ЛӘ z, 为 

zı=b; (НВ); + (HPBY + 


ізі isl Е. 


= СН 5, + > 578,8, hata .“ 


=b, -!- DNY e D h Biat Bpad (11.4.9) 


Кеііу-Іірзі del 
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现在 要 定义 一 个 马尔 科 夫 链 ,使 它 的 其 一 数字 畦 征 从 好 等 于 r. tE 
М-ЖЕР-(вһд),)6,в::1,2, е), О ЕШ 00” 
Pp. 20; Ою. (11.4. 10) 


Pis? 0, 如 果 hao, : . (11. 4. 11) 


в-1-20%Ө ИЕН р>0. 
{11. 4. 12) 
备 虑 一 具有 以 下 性 质 的 马尔 科 夫 链 :如果 它 从 状态 Е 出 发, 则 它 下 
一 步 转移 到 状态 。 的 概率 为 pe 而 永远 停止 运动 的 概率 是 p. Ж 
设 它 从 状态 i 出 发 ,经 6 фана, ВОЯ 2 паж 


J: >i (00,464). (11.4. 18) 
由 定义 知 它 有 轨道 (11. 4. 13) 的 统率 是 | 
| Рай, i Pe а ДЕ (11.4,14) 
ЕЕ J LELEK 
В. Bia... ала.9 b . о” 
ся т" В, жуз. pr 如 果 k>0; (11.4. 15) 
b, {Pi „#= 


ГДЕ, 表示 从 š 出 发 时 的 条 件数 学 ma, 则 由 (11. 4. 14), (1. 4. 15) 
两 式 得 


071-0. Р арар | 


Ас В 
+227 H СА Pat” 


Pi: үлі fi 
=b- T DEL- вае, б, 
га аа m : | . 
将 此 式 和 (11, 4. 9) RHEA 
z= E [V (J.J. | (11. 4. 16) 


4337. 


— s. a —. Á... 


TZ, ЭКГ НИР. 

1° ARL 3 所 介绍 的 方法 ， 模 拆 转 移 概 率 算 由己 = (р) ЖІҢІ 
始 状态 为 诗 的 马尔 科 夫 链 ; 

2” 独 立地 中 出 # 个 形 如 (11. 4.13) 的 轨道 Ji Jiste Ja 并 
(11. 4.15) ЛЕВРИЕРР VO}; 


з 以 二 157700 = НИ. 


本 法 优点 是 EET аң 可 单独 求 出 而 不 需要 同时 算出 其 它 的 mr 0 
时 ,这 方法 的 原理 还 可 应 用 于 求解 某 些 积分 方程 ， 

二 、 一 些 偏 微分 方程 的 求解 

我 们 首先 讨论 一 个 景 典 型 的 问题 : 二 维 接 普 接 斯 方程 Au 0 


(Сала ТЕТІ ар н ЖАЗ D, 在 其 边界 


Г ЕЗЕТ AB 709), RER uP), WEEER ER D M 
AREE pu ME РД Fe: 
Au=0, ` (11. 4. 17) 

在 边界 Г .上 取 给 定 函数 值 | | | 
| | “,-КО, 222 (1.4.18) 
Жез дег. i | 

这 个 问题 可 以 化 为 如 下 的 有 限 差分 门 题 : Еа, 并 在 
所 考虑 的 平面 上 作 正 方形 网 格 ， 我 们 只 研究 汞 在 区 域 忆 上 的 网 格 
点 ， 网 属 点 分 成 两 类 : 一 类 是 它 的 四 个 相 售 网 格 点 位 于 区 域内 部 
或 边界 三 上 ,这 类 点 称 做 内 部 网 格 点 ,在 图 11. 4. 1 中 以 入 标 出 . 另 
一 类 是 它 的 四 个 相 邻 网 格 点 不 全 在 区 域内 部 或 边界 上 ， 这 类 点 称 
ВОЛ ЫҢ, ЛЕНІ 11. 4. 1 РАО ЫҢ. ЖР ДЕР ЕВ 
建立 相应 于 原来 的 微分 方 稳 组 的 有 限 差 分 方程 组 
а 333 * 


П w— Барана" ир «= 


图 11.4.1 


uÇP)=- UCP) i u(PD + и (Ру Ha], (11.4.19) 


其 中 Р,, Pa, Ре, Р, ЖЕН A Р HIARI HFR A 
© БНН, ЖЕЛ РНЕ К: АГ кіна 6 А 
来 确定 , 记 为 Е ` ` 

aD = (9). (1%. 4.20) 
现在 来 研究 模拟 方程 组 (11. 4. 19) 及 边界 条 件 (11. 4. 20) бЕр 
型 .考虑 一 个 质点 在 所 有 内 部 网 格 虑 和 边界 网 格 点 上 作 贿 机 游 动 
Ф; 质点 可 从 区 域内 任 一 网 格 点 卫 出 发 ， 以 相等 的 概率 ( 即 各 等 于 
ORDRE ИЕ А 
Жї. 又 继 瑟 以 粘 同 的 烽 率 游 动 理 它 的 四 个 相 侣 网 烙 点 中 的 一 点 ,如 
班 玉 去 ,一 直到 质点 游 动 到 某 一 边界 点 内 就 停止 在 那里 不 再 游 动 ， 
这 就 产生 如 何 求 质点 从 内 网 斤 点 召 出 发 ， 最 终 游 动 到 边界 网 格 点 
8 的 概 来 4(P,@) 的 问题 .要 推出 这 个 概率 的 明报 表示 式 ,一般 是 
复杂 和 困难 的 . 但 是 , 我 们 的 问题 只 需 推出 有 关 这 概率 的 荣 些 关系 
式 即 可 , 同时 概率 论 中 已 经 证 明 , 质 点 经 过 有 限 步 游 动 后 最 终 停 在 
某 个 边界 点 的 糯 率 等 于 1 (参看 [13])， 这 强 证 质点 实际 上 不 会 无 

Ф жиян осн ННВ". 
. 339. 


ЕТЕ ЕС В А ARHED. БРЕД ду А P By АЗИ Q” ЖИР 
四 个 不 相 容 事件 之 和 : “质点 从 卫 游 动 到 了 ,, 然后 从 Pi 游 动 到 8”; 
“质点 从 号 游 动 到 Pa ЯНА РИН 0% “MUS A PW sb l Ру, 
然后 从 Ps 游 动 到 07; “质点 从 卫 游 动 到 Pa 然后 从 Р, р О”. 
因 比 , 按 全 概率 公式 有 


u (P,Q) = 1 uP, Q) tu(P,,Q) +и(Рь, 9) + ч(Р,,0)1. 
(11. 4. 21) 
易 见 (11.4.21) 式 和 (11.4.19) 式 是 一 致 的 ,此 外 ,由 模型 本 身 的 性 
质 知 概率 u (P, Q) 满足 下 面 的 边界 条 件 
КС? =] 1, 50-90; (11. 4. 22) 


0, 499, 
ж 0 тов. 
已 经 知道 ,在 给 定 的 边界 条 件 下 存在 满足 方程 (11. 4. 19) 式 的 
№—м. 
РЕНИШ АШЕЯ N ak, БЕКА. РШ ®, WER PAARA 
кер д Q Ала ОК ЖМ, WIRT Шш эл ЖЕ 


(1+. 4. 22) МУ (11. 4.21) Ем, ШІ u (Р, Q) жа, 

НЕР {ПИЖ ЛЕ м ЙЕН ЭЕ О, НЕН 
РО), ИН P ЖЕ ЕЩ уйй Б Ж НЕ E Bip Ж, ЖЫП 
ШОР 2. WRA ТАН (4-1,2, +з, в). TE 
我 们 为 质点 游 动 导出 代价 f Q, 的 概率 为 #(P, 81)， 因而 付出 代 
| 价 的 平均 值 为 


POEEDI- дәм, (1.4.23) 
іші ` 


显然 ОРУК ТЩ Ж Я РЕЯ 
„+ 3⁄0 + 


"k Ek ii r пульт уч m 
u 


Га 


УРСР) =--[ (Р) + РӘ И СРЗ) Р (PD), (1.4.24) 


同时 还 满足 所 要 求 的 边界 条 和 件 .事实 上 ,在 011. 4. 23) 式 中 令 
P=Q, НН (11. 4.22) 式 可 得 WY (0) = }(0), РЕЖ W (РЕ 
我 们 所 要求 的 解 。 

以 上 是 就 二 维 的 情形 加 以 讨论 ， 这 方法 还 可 以 应 用 于 多 维 情 
形 和 更 一 般 的 边界 问题 , . 我 们 可 以 证 明 ， 如 果 所 考 虐 的 区 域 为 边 
长 等 于 7 的 % 维 立方 体 , ER zl tarta En BAHE: Оса, 
т 全 一 1 2 …， 区 内 地 值 ， 则 质点 愉 区 域内 网 格 虚 五 出 发 游 动 直 
ЕД РАНЕН ERENS Жі ЕМІН СР) 满足 不 等 式 

20Р) < г} 2. 

RREH, НІҢ СЕ ВН Е, 这 是 蒙特 卡 罗 方 
革 的 一 个 重要 特点 , 即 它 较 之 一 般 方法 更 适用 于 高 维 的 情形 . 

对 十 更 一 kadar 


alz, y) Әз, рн. Е Er dz, næ 


әш. 


Te(z, SE Ра, ш 0, | (11. 4. 25) 


(其 中 ac —5°2>0), B ӨП PLE” ТЫҒЫ БОН, ЦИЯ 
Е аа 
它 依赖 于 质点 当时 所 在 的 网 格 点 . 
我 们 还 可 以 研究 更 一 般 的 边界 条 件 , 例如 
Эн! 
SE] = 70), 


这 时 昨 来 求解 的 游 动 模型 应 当 急 定 质点 到 村 边界 点 后 能 以 亚 和 概率 
返回 区 域内 继续 游 动 , 而 不 一 定 停止 在 该 边界 点 上 - 
至 于 其 它 类 型 的 偏 微分 方程 ， 其 中 有 一 些 也 能 用 关 伺 的 方法 


求解 - . 
» 341 = 
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€ . 6215 . 7067 . 7887 . 8343 . 92493 6 
7 . 5822 26624 „749@ ‚ 7977 . 8982 7 
$ . 5494 ‚6319 ‚7155 „7846 ‚8721 8 
8 .5214 7.6021 ‚6851 7348 ` . 8471 % 
10 „4973 .5760 . 6581 .7079 . 233 10 
TI . 4782 . 5529 . 6333 . 6835 - 8010 11 
12 ‚4575 .5324 . 6120 ‚6514 ‚7800 12 
13 „4409 ‚5138 . 5923 ‚6411 ‚760%. 13 
14 ‚4259 ‚4973 . 5742 „6226 . 7420 14 
15 „4124 4821 5577 ‚ 6055 „1246 15 
16 . 4000 . 4683 ‚5475 . 5837 „7084 18 
17 `. 3887 . 4555 45285 . 5751 6992 17 
18 . 3783. ‚ 4438 „5155 ‚5614 „6787 14 
19- ‚3687 ‚ 4329 . 5034 ‚ 5487 . 8652 19 
20 .3598 . 4227 ‚4921 . 5368 ‚6524 20 
25 .3233 . 3809 „4451 . 4869 .5974 25 
30 .2960  .3454 . 4093 ‚4487 ‚5541 30 
35 . 2746 . 3248 . 3810 . 4182 .51%9 | 35 
40 . 2573 . 3044 . 3578 . 3932 .4856 | 40 
45 . 2428 . 2876 . 8384. ‚8721 . 4648 45 
50 ‚2806 „2782 43218 ‚8541 . 4433 50 
60 ‚2108 . 2500 . 2948 ‚ 3248 ` .4078 60 
70 ‚1954 . 2319 - 2737 . 3017 7.3799 70 
80 ‚1829 „2172 ‚ 2565 ‚2830 . 3568 80 
90 ‚1726 . 2050 ‚2422 ‚ 2673 . 3375 “0 
100 ‚1688 . 1946 . 2301 ‚2540 ‚3211 190 
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Т РРР ВЕЕТ арғын бнс ааны ланса ч pupa Сью ии ие — ил «іше төлес а ры Вар 5 о. - тығыл. тащат л... с 


下 册 习 题 答 案 


第 六 ж 
1. (1) 6.132; (2) 0.582; (3) 0.291. 
2. Р{М= т) = (1 —g"tiys— (1-0")" m=0, 1, Z; 4. 
PiK =k} = sq" #=0,1,2, 4... 
3. (1) өт (2) G(—e" esa. 


5 Мл: 参考 第 三 章 前 习题 35， 记 n =. 01 р, БӚЛЕ 


O 


М 0,1),і--1,2,--ул, 
6, 0,675, 
9, Шә: Та брт, ув. УР, €, БІЛЕ 6.3. 1, 


18, лек), 


1 S tE . 
7. са "29220; 
: 0, к<0, 


к-а 

сазан т ж 

f. = i [ ”er ёл, 
жа do 


{ю-а}1 


Я (e) - Eo (шу, 


8. fai) = Di — e7], u0; 
fi) =2Де 5, #20; 
fa @@ = Ае >, #>0. 


16. f, (G) = и--(9— =)" ; 
һо (02) 7, 
(ы, в) = (п l) (и ъъ)", 

‚5364 ° 


第 + *# 


. # яп PIEZ MY=0.01, 292/0 РОТ 


]—e A, №20. 


. —0. 525. 


4. (1) H n= 2k+ 1 FF Â= $, ,; 5 n=28 BF, 130 


(2) 6= -二 1 


; (3) б=тахё; (4) 9=5. 
ип 


5. ф-1-%, М! 
| _ 1110,5 ys l} 5? йа 
6. вы 2 ө, е mi ж” 
7. 1,834. 
8. (1) == т ; (2) la = min Pe 
тіз 
9, уў, 
іші 
10, Й-4/а--1. 
11. 


11. 


ri 4 


. бісшіпі,, B=E—ming. 
1 <i" igith 


. (1) hn; (2) Ё=2(а—1). 


提示 l S, T= Pas, Fiat. 


i=l іші 


可 证 EET) =Z im. 


提示: 利用 (7. 2. 16) 式 , 求 得 5 的 壳 效 佑 计量 的 方差 为 9 


8; 的 方差 最 小 . 
гіт боЁ— роо») / (0 9—2 0010); 


сіл (g3— рост) (ot 05 — 200103). 


а=] 位 “] 表 示 取 整数 部 分 )。 
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amaru лет чеч (лғы. осетра р Реон кл. wamanman wm 20.2. 2... 


719. (1) maxEi 一 2526 тіп, +з 
ішішт 13 
1. А РИ 
2) чу maxš ГЕН 


20. 7! заха, 较 4 шїпё, ЖЖ, 


21. ь-1, = 


25. лыб? тї (8—1) 
25. (0) зо (а 0) 


(2) +— == 服从 正 态 N 00,1); 


= 


Е. 1а - 12+ 
я м 


8 
26. Р14-т-іһ.,0.05--ү<а-а, 


8 
«Е Hiean (0. ов) 21-а, 


Жн 6-82 vS ir 28... 
27. (—0. 07, L, 23); (0. 726, 3. 63). 


и | 
28.2-2, 8* «52 ; (0.607,3.393), (3.415, 17.707). ` 


ті 

~ äta — 

29. wa Іі? 了 一 之 全 
十 再 . i=1 


39 
30. R(a, di) = та", а,б) =, ва, da) = 3а. 


第 л ж 


1. 算得 база =— 0. 065, ER E ta (0, 05) =3. 09, 由 于 1 一 0 0651 
<2. 09, РШ ӨР, ЕМЕ; Еж 9 Ж. 

2. ВВ Fara =1. 03, EK Fen (0.05) 一 3.69， 由 于 1.02<3.69, 
ЖИАЗПА 2) s 28 Z ЕС ЗЕ EE B 25 КЁ, 

3、 算 得 х: l = 1.254 Ж Ы X: (0.05) =12. 59, HE 1.954<12.59, 
BECA ПАЗ IK ii ty y Ж. 

4. Ш Xl 1.151.551, БЕН ЛЕС. 10) = 3,236, HT 1.55159. 236, 
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m: 


廊 以 可 认为 服从 二 项 分 布 . 


Б. ЖІП X  =5.125, 2 24 Х2 (0.10) =15.987, h F 5.125<<15.987， 


所 以 可 认为 服 具 均匀 分 布 。 


6. ЖАМ ХР :一 1.1929， 查 表 得 好 (0,10) =15.987, ШТ 1.1929< 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 


15.987, BIL Pf IA ЖЕ ЛА — 5 Ят. 
ЖШН H, 成 立时 ; 26 RAES N 00,1), 


ја 2, = 5 ir SAER H, REE Eais 


ілі 
(1) РЕ, Ine+ 4812) =0.05, 
(2) РГ, (22102 —2що)} =0.05. 
НЕ ЕЕК 2=0.05 Я РА п, TE X-A n FLIR ЖОР 
查 得 ХЗ (0.05) 48 › k A IË RT АЖЕК с Ш. 


I ia => 14%» М, АСМ bCa p) Жн р-0. ММ 


іші 


(1) ан, жн, Z, TE 51). Жс НЕКЕ: 


| 1 4 
= — = 
РЇ, <р а 4 нг) 0.05. 


(2) 当 H, 成 立时 ,E。 МА М1) жж с 由 下 式 确 定 ; 


1 4 
= = 
РЇ, Е ln 3 +Ine | 0, 05, 


记 = >16» ШС MO ял НА» Ж. 3 H, 成 立时 。 


ізі 


En 的 概率 函数 为 : 
Рея вн, 


给 定 显著 性 水 平 a = 0.05, 常数 c 内 下 式 确定 ; 
Ра а». ga ше} 0.05. 


п= 250. 
п=11, 
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第 л ж# 
1. (1) Ә,---0.35, #,=0.81. 
(2) 在 显著 性 水 平 9 二 0,05 F, Ж Ho ` 
(3) B=0.73, Au — 0.89, 
(4) 6š= 2.33. : 


(5) #=#- 5-25 | +51 Уо» 


i=0 j=0 


1 


— 
һ=й+ ТОҢДУ» Dy esrizs» 


+ 20 jen 


Жн #=—0,35--0, 81, 


1 1 
291.51 19.8 ，10 。 
> саға) B17 81Р 817" 


2. #=22, 44—53.95„--+-0. 3. 

в. бе аа Q= hEDA 
тью 

9. 6 =| 二) | 


т (9. 一 20. 9) 
当 Ё.=0 时 ， 则 有 


+ С + У) 
= Ё 1 . 
— n —#2) 
10. =f, 一 于 [ge — #0], 


БЕ 
其 中 р-а УЫ 


іші 


ін 
1 
5 У +; 


ӛзі 


w 
_ 1 
Fis я 2». +19 


ікі 
1 
11, a= 2 а) 6 Си, 


12. #=—11,{,=зт, 否定 Н, 
13. Ё,=9.7, 0,=5.0, 4, = 4:4, д, = 1.1, 
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